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PRÉFACE. 


L'Analyse  mathéinatiijiic  en  raison  de  son  extraordinaire 
développenienl,  tend  de  plus  en  plus  à  se  scinder  en  branches 
distinctes,  et  Ton  peut  dire  qu'aujourd'hui  la  spécialisation, 
dans  cette  science,  est  devenue  une  nécessité.  Mais,  à  cause  de 
ce  fait  même,  il  peut  sembler  désirable  de  rassembler,  en  un 
livre  de  dimensions  restreintes,  les  théories  qui  constituent  le 
fonds  commun  à  toutes  ces  branches  spéciales.  C'est  ce  que  j'ai 
essayé  de  faire  dans  TOuvrai^e  dont  je  publie  aujourd  liui  la 
première  Partie,  et  qui  est  la  reproduction  de  mon  Cours  d'Ana- 
lyse de  la  Faculté  des  Sciences  de  Dijon.  Comme  l'indique  le 
litre,  je  me  borne  aux  théories  générales,  mais  je  cherche 
à  mettre  le  lecteur  en  mesure  d'aborder  sans  difficulté  une 
théorie  particulière  quelconque.  J'estime  d'ailleurs  que  ce  but 
sera  d'autant  mieux  atteint  (pi'uue  ])lus  grande  précision  aura 
été  introduite  dans  les  sujets  traités.  Rigueur  et  simplicité  ne 
sont  nullement  inconciliables,  si  Ton  prend  nettement  le  parti 
de  faire  pénétrer,  dans  l'enseignement  des  principes  fondamen- 
taux, certaines  idées  qui  ont  été  acquises  à  la  Science  dans 
l'étude  de  questions  d'ordre  plus  élevé.  Pour  en  prendre  un 
exemple  frappant,  la  notion  de  bornes  supérieure  et  inférieure 
d'un  ensemble,  qui  commence  seulement  à  être  vulgarisée, 
permet  de  démontrer  en  peu  de  mots  une  foule  de  propositions 
(pii  ut'cessilaienl  autrefois  des  raisonnements  longs  et  souvent 
dillus. 

En  résumé,  je  caractérise  ainsi  le  point  de  vue  auquel  je  me 
suis  placé  :  limitation  dans  le  choix  des  sujets,  recherche  de  la 
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rigrucurdtTns  rétablissement  (les  principes.  J'ai  tenu  d'autre  part 
à  toujours  spécifier  nctternont  les  résultats  que  je  suppose 
connus  du  lecteur;  cela  est  in<lispeusal)le  si  Ton  veut  ineltie  eu 
ordre  les  idées  actpiiscs  et  si  l'on  lient  à  |)()uv<)lr  se  rendre 
compte  à  cluupie  instant  du  chemin  parcouru. 

J'étudie  tout  d'abord,  dans  le  premier  Chapitre,  les  notions 
fondamentales  de  limite,  de  fonction,  de  continuité;  la  méthode 
que  j'emploie  dans  ce  but  est,  avec  quelques  modifications 
de  détail,  celle  cpie  j'ai  exposée  pour  la  première  fois  en  1903 
dans  un  Opuscule  intitulé  :  Tliéoria  des  nombres  irrationnels, 
des  limites  et  de  la  continuité  (  '  ). 

On  dit  souvent  que  l'Analyse  peut  être  construite  en  partant 
de  la  seule  notion  de  nombre  entier.  Cela  est  exact;  mais,  si  l'on 
veut  se  maintenir  systématiquement  à  ce  point  de  vue,  si 
en  particulier  on  veut  ii^norer  la  (jréométrie,  on  se  privera  volon- 
tairement d'un  secours  précieux  et  l'on  se  condamnera,  dans 
bien  des  cas,  à  de  longs  détours.  Je  crois  donc  préférable  de 
chercher  à  légitimer  les  emprunts  mutuels  que  se  font,  en  fait, 
l'Analyse  et  la  Géométrie.  C'est  ce  qui  m'a  conduit,  une  fois  le 
calcul  des  nombres  irrationnels  justifié  par  une  voie  purement 
analytique,  à  traiter  la  question  de  la  mesure  des  grandeurs 
concrètes,  et  à  montrer  brièvement  comment  les  hypothèses 
faites  sur  ces  grandeurs  interviennent  dans  l'application  du 
calcul  aux  faits  géométriques. 

Dans  le  deuxième  Chapitre  sont  traitées  les  notions  de  dérivée, 
de  différentielle,  d'intégrale.  Il  m'a  toujours  semblé  que  la 
notion  de  différentielle  présente  des  difficultés  beaucoup  plus 
sérieuses  que  la  plupart  des  cours  ne  voudraient  le  laisser  croire; 
convenir  de  considérer  la  différentielle  de  la  variable  indépen- 
dante comme  constante  ne  siuqjlifie  pas  la  question,  bien 
au  contraire;  la  difficulté  est  encore  bien  plus  grande  quand  on 
introduit  les  différentielles  secondes,  qui  ne  sont  pas,  quoi  (pi'on 
en  dise,  des  éléments  de  calcul  complètement  auahjgues  aux 
diflérentielles  premières.  Les  définitions  que  j'adopte,  en  parti- 
culier la  définition  des  différentielles  d'ordre  supérieur  (que  je 
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crois  nouvelle  dans  sa  forme),  me  paraissent  éviter  toute  obs- 
curité. Dans  un  ordre  d'idées  voisin,  la  question  des  prétendus 
avantaj^es  de  la  notation  différentielle  ne  me  paraît  pas  toujours 
bien  posée  :  l'emploi  des  différentielles  est  une  chose,  le  fait  de 
noter  une  dérivée  de  telle  ou  telle  manière  en  est  une  autre; 
le  point  sur  lequel  il  y  a  lieu  d'insister,  à  mon  avis,  c'est  la 
possibilité  d'écrire,  à  l'aide  des  différentielles,  des  relations 
valables  quel  que  soit  le  choix  ultérieur  des  variables  indépen- 
dantes; mais  il  importe  peu  qu'on  représente  les  dérivées  qui 
entrent  dans  ces  relations  par  un  signe  ou  par  un  autre.  En  réa- 
lité, il  faut  le  dire  hautement,  il  n'y  a  pas  en  Mathématiques  de 
notation  qui  s'impose  une  fois  pour  toutes,  les  notations  d'un 
même  objet  peuvent  et  doivent  varier  suivant  la  nature  de  la 
question  qu'on  traite. 

En  ce  qui  concerne  les  notions  d'aire  plane  et  de  volume, 
étudiées  au  Chapitre  III,  je  crois  indispensable  d'en  donner  une 
définition  précise,  qui  ne  fasse  intervenir  aucun  élément  de 
calcul  étranger  aux  données  géométriques;  cela  fait,  en  pour- 
suivant les  conséquences  logiques  de  la  définition,  on  est  en 
mesure  d'étudier  l'évaluation  par  le  calcul  de  ces  éléments.  La 
question  se  pose  de  même  pour  l'aire  d'une  surface  courbe, 
mais  ici  les  difficultés  sont  plus  grandes;  en  m'inspirant  des 
plus  récents  travaux  faits  sur  cette  question,  je  crois  être  par- 
venu à  donner  à  l'intégrale  classique  un  sens  géométrique  net 
et  conforme  aux  idées  intuitives. 

Pour  les  intégrales  multiples,  étudiées  dans  le  même  Chapitre, 
je  me  suis  appliqué  à  traiter  l'évaluation  de  ces  intégrales  par 
des  procédés  rigoureux  ;  la  question  du  changement  de  variables, 
très  délicate  en  elle-même,  ne  doit  pas,  à  mon  avis,  être  traitée 
par  des  artifices,  mais  par  une  étude  approfondie  de  la  corres- 
pondance établie  entre  les  deux  systèmes  de  variables;  j'ai  tenu 
à  préparer  cette  étude  en  examinant  tout  d'abord  le  cas  parti- 
culier où  le  changement  de  variables  est  linéaire. 

Je  me  propose  de  traiter,  dans  la  deuxième  et  dernière  Partie 
de  ce  Cours,  la  théorie  des  fonctions  analyticjues,  les  équations 
différentielles,  les  applications  géométri(pies  et  les  principes 
essentiels  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 


('.cl  Oiivrai^c  est  écril  d'après  une  première  rédaction  efTec- 
luec  par  un  de  mes  auditeurs  de  la  Faeullé  de  Dijon, 
M.  (!ouss<in,  auquel  je  suis  heureux  d'adresser  mes  alTectueux 
reuuMvinicuts  [)()ur  sa  collaboration  active  et  dévouée.  Je  dois 
également  e.xprin  er  à  M.  (iautliier-Villars  ma  vive  gratitude 
pour  rempresseinent  avec  lequel  il  a  accueilli  ce  Livre  et  pour 
le  soin  qu'il  a  apporte  à  son  impression. 

I>ijnn,  r>.  juin    1907. 
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I.  —  Définition  des  nombres  irrationnels. 

j\.  \  la  hase  de  I  Vnalvsc  iiialli(''iiialM|ii('  se  IroiiNciil  les  notions  de 
fonction,  de  limite  et  de  eontimiilé  :  elles  sont  intiinenient  liées  à  la 
définition  des  nombres  irrationnels,  et  il  y  a  lien  tout  d'abord  d'éta- 
blir cl  d  t'iiidicr  CCS  notions  f oiidaiiicnlales. 

I"".n  Arillimélique,  on  ('liidie  les  nombres  enlicis.  puis  les  nombres 
fractionnaires,  auiqnels  on  est  amené-  |»ar  ['('Inde  de  la  mesure  des 
j;randeiirs;  ensuite,  en  Al<;èbre,  on  Inliodnit  les  nombres  négatifs. 
Il  coinicnt  de  remar(|U('r  (|ne  lonlcs  les  rèi;les  de  calcul  (b'-monlrées 
en  Alj^cbre  élémentaire  sont  relali\es  à  ces  seuls  nombres. 

Or,  on  constate  f|u'ils  ne  siifliseiil  pas  à  atteindi-e  certains  buts, 
l'.ir  exemple,  on  sail  (pi  il  e\is|c  des  nombres  non  carrés  parfaits. 
Soit  a  un  tel  nombre.  Le  carré  de  tout  nombi'e  x  est  ou  plus  [)etit  ou 
plus  i;rand  cpie  y..  Si  I  on  tient  à  attribuer  un  sens  à  la  racine  carrée 
de  a,  il  est  né-cessaire  de  créer  des  nombres  nouveaux. 

De  im'me,  on  sail,  par  la  (  it'oiiK'l  ne.  (pie  Ion  peni  lroii\er  deu.v 
grandeurs  entre  les(pielles  il  n\  ail  pas  de  eoininune  mesure  :  par 
e.vemple,  le  colé  el  la  diagonale  d'un  caii(-.  Pour  tlonncr  un  sens  à  la 
IJ. 


a  (iivi'inu.  I.  —  NuMitur.s  iuhatidnnki.s,  limiiks,  cuntim  itk. 

iidliiMi  tic  r.ip|)(trl  (le  ces  deux  i;i<inilrm>.  on  >ria  coiidiiil.  là  l'ucoit', 
à  crcri-  do  n<iinl)ie>  iioiix  (mii\. 

N^.  Li'>  ii(tiid>if>  fnlicr>  on  lriuli()iui;iiif>,  posllifV.  mil  i-l  iu''i;iilil.s, 
sont  dil>  noinliivs  nitionnels.  l»;i|)|)(dons  K'>  |)r(»|)in''tt''>  mii\  unies  de 
{"«■iiMMuMc  df  fo>  nondtirs. 

De  deux  nombres  rationnels  dislinels  a  el  h.  Innesl  |)ln>  pelil  qne 
I  anlre.  Si  a  v>\  |>liis  pelil  (|ne  h.  on  t'-enl   c(  <  h.   on  h  ]>•  (i. 

Si  lidis  lunnltres  a.  A,  c  >onl  tels  (|ne  a<^h.  0<^c,  il  en  l'é- 
snlle  (/  <C  ('■ 

(  >n  cNitrinie  ri>  |n-o|)iiélés  en  di>anl  <|iie  I  en^endde  des  nondjics 
ratiouiiels  esl  ordonnr. 

Si  a  esl  un  nonihi'e  ralioimel.  il  \  a  nue  inliniU'  de  nombres 
rationnels  |)liis  petits  (|iie  ^y.  aiieiin  d  fiix  a  est  plus  i;iand  (|iie  tons 
les  autres:  il  v  a  une  inlinilé  de  uond)res  rationnels  plus  jj;rand5 
<pie  (I.  aucun  il  eux  n  est  pins  petit  (pie  tous  les  anlies. 

>■  3.  iXolion  de  coupure.  —  On  dit  (pie  \'on  effectue  une  coupure 
lions  l'ensemble  des  nombres  ralionnels  si  l'on  parlciiie  cet  en- 
semble en  deux  classes  A  el  lî  telles  que  tout  nombre  de  A  est 
jdus  jieiil  (jue  tout  nombre  de  !>. 

Trois  cas  sont  alors  possibles  : 

i"  La  première  classe  A  renferme  un  nombre  a  plus  i;iand  que 
tous  les  autres.  Alors  Lout  nombre  de  la  première  classe  est  inférieur 
ou  é'^ai  à  a\  tout  nombre  de  la  deuxième  classe  B  est  |)lus  i;rand 
(pie  r/,  qui  esl  de  la  première.  R('ciproquemenl,  tout  nombre  rationnel 
inlV-rieur  ou  t''i;al  à  a  doit  faire  partie  de  A,  sans  quoi  il  aj>parlien- 
drail  à  B.  el  serait  |)liis  ^land  (pie  a.  Va\  résunK',  la  classe  A  esl 
consliluée  par  l'ensemble  des  nombres  rationnels  inférieurs  ou  éj^aux 
à  a.  La  classe  B  conqjrend  les  autres  nombres  ralionnels,  c'est- 
à-dire  les  nombres  supérieurs  à  a.  Remarquons  que,  dans  B,  il  n'y 
a  pas  de  nombre  plus  |)elil  que  tous  les  autres. 

■i"  ]^'bypolh('se  précédente  n'est  pas  réalisée,  c'esl-à-dire  que  A  ne 
renferme  pas  de  nombre  supérieur  à  tous  les  autres,  mais  on  suppose 
que  B  renferme  un  nombre  (i  inférieur  à  tous  les  autres.  Par  un  rai- 
sonnement analo^;ne  au  pr(''eédent,  on  constate  que  la  classe  B  se 
couMjose  des  ncjinbres  rationnels  supérieurs  ou  égaux  à  a,  et  la 
classe  A  des  nondjres  inférieurs  à  a. 

Il  est  é\ident  que  ces  deux  premiers  cas  sont  réalisables. 

?i"  Aucune  des  bvpollièses  |)récédentes  nest  réalisée  :  c'est  doue 
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que  diiii-  \  il  11  \  ;i  pii'^  de  iioinluc  plus  uiiiinl  ([iic  linis  les  anlrcs, 
(l;iii>  1)  il  11  \  ;i  |>;is  ilf  ikuiiIiic  jiIiis  |icIiI  (|iI('  h)ii>  lc>  .iiilir>.  Mua- 
lritll>   <l  ;il)(ii(l   l.i   |ii  i-'-i  1)1 1 1  le  de  ce  cas. 

Soil  '/  lin  iKiiiiliic  l'.il  niiiiicl  |M)sil  if  non  ciiiTc- |taflail .  I»aiij;r()iis  dans 
une  elassc  \  lc>  iminhics  rali(niii('l>  ii(''L;aIir>.  nid.  ri  le>  niind>n'>  |)n- 
silifs  .f.  IrU  (|iir  l'on  a  .i"-<^a.  pins,  daii^  une  (  la>sc  II,  lc>  nomhres 
raliiiiiiirU  ./•  I(l>  (|ni'   I  on  a  .r- >>  a. 

(  ,(•  |)arla^<'  coiisliliic  une  eoiipmc.  car  loiil  nonihi'c  de  \  e>l  inh'- 
iiciir  à  loiil  nond)!»'  de  II.  I  )(''iiioiil  ions  (uic  \  iic  rcnlcnuc  pas  de 
nombre  plus  i^raiid  ipie  Ions  |c>  autres,  c Csl-à-dire  rpi  ('lanl  donin' 
lin  nondtre  ./■  de  \.  on  peiil  Iroiixer  dans  V  un  nombre  siipi'-rieiir  à  x. 
l)'al)ord  le  fall  esl  ('sidenl  si  a:  esl  n(''i;alif()ii  mil.  l'ienons  mainlenanl 
lin  nomlire  posihl  ./•  |(d  (pie  .r- <^  y..  Il  nous  siillil  de  iiionl rer  (jiie 
lOii  peiil   Iroiner  un  \\u\\\\)\r  ixisi  t  if  h   hd  (pie  I  on  ail 

{X  -i-  /.'  )-<  a, 

•car  X  -\-  Il  apparliendr.i  \\    \   cl  sera  >iip('Tieiir  à  x. 
Nons  a\(ms  à  résoudre  I  in(''i;alile 

.?■- -h  •}.  hx  -+-  h-  <i'x 
ou 

h  (  -^x  -t-  A  )  <  a  —  x'-. 

Il  siiilil    de    jireudre  //    inlV'i'ieiir   à    1    cl    Ici   (pie  h  {'>.x  -\-  \)  soil   inlV'- 
rieiir  à  v.  —  x-,  c'est-à-dire  de  prendre  //  inlt'rieiir  à    la   lois  à   i  cl  au 

Sltlf 


noninre  |)o 

'  1X-\-  I 

De  iiKMue,  B  n'a  |)as  de  nonilirc  plus  pelil  (pie  lou>  les  autres,  c'est- 
à-dire  que,  si  x  appartient  à  l>,  on  peut  trouver  nii  nomlire  positif  // 
tel  (jue  (x  —  II)  appartienne  encore  à  B.  Il  suflit  |)our  cela  de  satis- 
faire à  rinéjj;alilé 

{x  —  h  )'-  >  oc 

ou 

■>.  h  X  —  //  -  <  r  -  —  a . 

Celle-ci  esl  Nerifiée  si  nous  axons 

xli:r  <C  X-  —  a, 

ce  oui  a  lieu  si  h  esl  inférieur  à Viusi  le.>  eondiLions  du  cas  .H" 

1  t.X 

sont  réalisées. 

Quand  une  coupure  reinjilit  les  conditions  du  cas  .>  ",  on  con- 
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xirnf  i/r  <///•<>  <iii'clli-  ih/iiiii  un  noiiilnr  irralloniicl  /.,  '/f/icst  /)(//■ 
{{r/initlon  sit/n'iicur  à  tous  /es  /Ki/nù/'cs  de  \  et  infcricui'  à  tous 
Il'S  itoinhics  <{('  H.  /-//  nirni)'  cnupurr  (h'fîniid  loujouis  le  nirino 
nomhrr  ir/afio/inr/ . 

L  t'MM'inlili'  (les  iioiiihi'cs  iMliumuls  cl  iiiMlioniifls  cousliliic  I  Cn- 
Miiililc  (|c>  iioDilui's  réels,  (ui  siiii|>l(Mii('nl  îles  noitihres. 

Il  lu'sull»'  (K-  ('('lie  th'-limliou  (|ii  une  ciniitiirc  tianl  eirecliu''0  (l;ni> 
I  iii^i'inltlc  <l»'s  niiinhrcs  lalionncls.  il  \  a  loiijoiirs  un  nonilti-c  délri"- 
uiliic  ),,  raliiuiufl  (tu  ii  ralmiincl,  Ici  (|uc  loul  iiomlii'c  àr  la  |)rciuici'e 
(•las>c  \  c>l  iiilcncui-  ou  (''i;al  à  A.  cl  (|uc  loul  nouilirc  <lc  la  seconde 
classe  l>  c>l  supcncur  ou  ('■i;al  à  A.  Nous  diioiis  (|uc  \  <•>!  la  élusse 
inférieure  relative  à  a,  I>  In  classe  supérieure. 

V  i.  Comparaison  de  deux  nombres  Irrationnels.  —  Soient  ).  et  )/ 
deux  nombres  irrationnels  dillérenls,  A  cl  l>.  A'  el  H'  les  classes  infc- 
lieurcs  el  supérieures  relatives  respeclixcnicnl  à  A  cl  à  a'. 

I)irc  <|uc/,  cl  /,'  >()nt  (lillV'rcnls,  c  est  duc  (|uc  les  coujjurcs  (^  A,  B)  el 
(A'.  IV  I  ne  sonl  pas  identiques.  Par  suite  les  classes  A  et  A'  ne  sont  pas 
idenlicpies.  Supposons  par  cxeinj)le  (pie  A'  eontienne  un  nombre  a 
(pii  11  appartienne  pas  à  \.  Mors  a  appailicnl  à  I)  cl  n'appartient  pas 
à  !)'.  Tout  nombre  x  de  A  est  inférieur  à  a.  «pu  ap[)arlicnt  à  H,  el 
a.  appartenant  à  A',  est  infV'riciir  à  loul  nombre  de  B'.  Donc  tout 
nondjre  x  de  A  est  inférieur  à  linil  nombre  de  B'.  l*ar  suite  A  el  B' 
n  ont  aucun  ('lément  comiiiiin  ;  loul  nombre  de  A  est  contenu  dans  \'. 
tout  nombre  de  B'  est  contenu  dans  Jî. 

Les  nombi'cs  rationnels  se  partaj;ent  alors  en  Irois  catégories  : 

i"  (]cu\  ipii  sont  contciui>  dans  A.  par  suite  aussi  dans  A'.  Ils  sont 
inférieurs  à  la  fois  à  /  el  à  a'. 

■'."  Les  nombres  tels  que  c/,  (pu  loiit  partie  de  B  el  (Je  A',  ils  sonl 
pbi>  i;iand>  (pic  A  el  plus  |)elits  que  )/. 

3"  Les  nombres  (pii  font  partie  de  B'  et  par  suite  de  I).  Ils  sonl 
supérieurs  à  la  fois  à  A  et  à  //. 

l'ai-  délinilion,  nous  dirons  (|ue  l'on  a  dans  ce  cas  A  <<  )/. 

1.  Ii\  |)olli('-<c  inverse  serait  <pie  A  conlicnl  un  nombre  a  n'apparte- 
nant  |»as  à  A'.  On  poserait  dans  ce  cas  a'<^).. 

>!  O.  'Si  I  on  II  deux  nondircs  réids  'padcoiu/ues  A  el  a',  pour  que 
l'on  ail  I.  <^  /.'.  il  faut  et  il  suffit  t/u'  il  existe  un  nondjre  rationnel  x 
j)lus  'jirand  tjuc  i.  l't  plus  petit  fjue  a'. 


I.   —   iii;iiMTioN   i)i:s  .\()\iiiiu:s  iuiiationnkls.  5 

lui  cUcl.  t|ii,iti»'  ciis  Miiil  |)i(>..i|i|f->  : 

I'  A  ri  ).'  xiill  iMliolinrU.  L;i  |i|(i|iilt''l(''  it'"^iillr  <lc  1"  \  li;r|)rf  (•|('- 
nioiiliilif. 

■>."   /.  c»!  r.il  luiiml,  /,    ol   iiiMl  ioiiiirl . 

Mctiilioii-'  il  ;il)iir(|  (|iir  1,1  ('(iinlil  mil  r-l  mMosii'n'c.  Sii|>|>osoiis  ).-<;)/. 
I.f  iininlxr  r;il  MMiiicl  /.  .i|)|i;irl  iriit  ;i  |;i  clii^sf  iiilV'iiciii-c  i-fl;ili\  r  i"i  /.'. 
Il  \  .1  ili'->  IKHIiIiicn  (le  ccllf  (•|.i>>c  jilii-  |:;i;iii(l-  (liH'  ).  :  ils  Sdlll  |ilil> 
|mIiI>  (|iir  /.'. 

La  ckikIiI  Kiii  est  miII1s;iiiIi'.  Su  [)|m(>(iii-,  (iiic  Idii  ail  un  iiomlirc 
ralionncl  ./  tel  (|Uf  A  ■<  ./',  ./■<</-:  /'  a|)|)arlit'iil  à  la  clas.sc  iarcrifurt' 
rt'lali\c  à  ).'.    Donc  A,  ralionnel  cl  iiilViicin-   à  ./  .  en   lall  aussi  partie. 

3"  A  csl  irralioiinci.  a'  csl  raliniincl.  La  (Ic-iiionstialiiiii  c>tanalo"iK' 
à  la  |)r(''C('Mlcnlc. 

î"  ).  cl  ).'  sonl  inatinimels.  Le  lail  r('-siille  alors  de  la  notion  <le 
coiii|)aiaisoii   (le    ileiix    nombres    ii rationnels  (n"  i). 

Ji).  IJrnsembte  des  nombres  réels  est  ordonné,  e"esl-à-dire  i\u'ét(int 
donnés  trois  nonibies  réels  a,  'x.  v,  les  conditions  a  <r  '-«■,  u  <  v  en- 
traînent  a  ■<  v.  Remarquons  ([ue,  dans  le  cas  où  u  est  rationnel,  le 
lait  est  inclus  d.ins  celui  (|iii  \  iciil  d  ('lie  ('nonc(''  in"  V)).  Il  reste  à  le 
démontrer  (|uand  a  est  iriationnel. 

Dans  tous  les  cas.  on  peut,  d  après  le  n"  T),  trou\er  deux  nomhres 
rationnels  a  cl  //  leU  (pic 

A  <  a,  a  <  [JL.  a  <  ^,  l>  <.^i . 

De  a  <C  [-*■,  |J- <  b  ré^ulle  (i<^b,  puisque  a  lait   partie   de  la  classe 
inférieure  relatise  à  u,  b  de  la  elasse  supérieurt'. 
De  a  <i  b,  b  <^  V  résulte  a  •<  v  (n"  o). 
Kniin,  de  '/.  <^  r/,  <i  <^  v  n'-siille  A  <;  v  f  n"  5). 

«i7.  Aomb/es  irr((l iunnels  posilifs  et  négatifs.  —  Le>  nombres 
irrationnels  j)lus  i^rands  cpie  zi  ro  xnil  {\\\<<  positif  s  ;  les  nomhres  irra- 
tionnels |»lus  petits  (jue  zc'-ro  sont  dits  négatifs. 

Soient  y.  un  nonihre  irralioniK'l  positif,  A  et  I)  \r>  classes  inlV-rieurc 
t't  sup«''rieure  relatives  à  ce  nombre.  Zéro  lail  pailic  de  A.  lvaiii;con> 
dans  une  classe  A'  les  noiiilues  opposés  (')  aux  nombres  de  15,  et  dans 
une  elasse  B' les  nomhres  opposés  aux  nomhres  de   V.  Ce  partaf;e  eon- 

(')  On  einpluie  aussi  l'expression  ei^aitx  et  de  sii^ne  contraire  on  sy/nelrii/ues. 
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slitii»'    une  coiiiuirc.   cjy  Iniil    iituiilirc   ralKimicl    hiil    piirlic  de    \'  ou 

(le   H   cl  Imil  nuiiihrc  ilc    \    t'x|   plus  |iclil  (|in'  hml   iminhrc  de  l>'. 

y.rvn  l.iil   partit'  ili'  l.i  <l;i>>i'   lî  .    hniic  |,i  coiiiiiin'i    \' ,   \V)  (U'Iiiiil   un 

Uiinilnr  liiiiliouuci  uti;,ilil  /.  .  Nmis  diiou'- (|nc /.('■^l  !<■  iioiiihic  ryyxi.ff^ 

à  /.  il  ni>ii»  ctri  vn\\< 

X'  =  -X,        X=-X'. 

A  «'t  /.'  <inl  llllI■^  (lcii\  |Hiiii'  \;il(iii'  iilisciliic  ),,  cl  Ton  <  <  rit 

!Xi  =  rA'!  =  x. 

Il  csl  c\  kIcuI  (|iic  /.  =  .;.  ciiliiiînc  —  A  =  —  'X  cl  inic  /,  <^  'j.  ciiliiiiiK? 
—  ).  >  —  'J-.  ).  «'I  'J-  cl;ml  (lc-<  un  Ml  lires  i-('cls  (Hiclt(ui(|iics. 

,S.  l  tih'iii's  (iiijnorhccs  d nu  immlne.  —  Sdicul  nu  uoiulii'c  rt'f't 
(|iicl(<iU(|Mc  /.  cl  lin  lUMiiKrc  liilKiuuci  |hp-i!i(  y..  I 'i(i|)(»S()US-uoiis  de 
(•(triiiiiiicr  /.  ;iii\  ii(iiidir<'s  ^.v  hi   Miih'  ludcliiiic  (l;iu>  les  deux  scus 

(l)  ....      —  a.     I),     a,      2a      ... . 

l'i'cnous  deux  noiuhi'cs  liilionncls  c/,  h  Icis  (|iic  a  <C^t.  <^h^  [)uis 
deux  entiers />  <■!  c/  tels  (|ue 

ce  (lue  nous  s;nons  Aiiic  |)iiis(|u  d  s  ji^it  de  nond)ies  ralnuinels.  Il  en 

résidlc  (|nc  l'on  a 

/>a  <X  <  7a. 

liiMUons-nous  à  eonsidtrei' le>  Iciines  de  la  suite  (i)  conipris  entre 
/>a  et  '/y..  Le  premier  de>  ternies  de  celle  suite  finie  est  plus  petit 
(|ue  /.,  le  derniei'  est  plus  ^rand  qu(!  A.  Parmi  ceux  qui  sont  inféi-ieurs 
ou  éi:au\  à  A,  |)ren()ns  N;  pins  i;rand.  Soit  Aa  ee  terme.  On  aura 

h'j.      À  <  f  //  -4-  I  )  a. 

Le  nombre  //a.  (jiii  est  liien  détermini',  est  ajjpeh'-  valeur  appro- 
chée à  y.  près  par  défaut  <le  a.  I>e  ufnnhre  (A  +  i)a  est  appelé 
valeur  appiochée  à  y.  près  piar  excès  de  A. 

Soit  un  nrnnhre  rationnel  a',  tel  (pie  a' =  y» /•  ('tant  \\\\  entier  po- 
sitif. Si  I  on  eonsirlère  la  suite  analogue  à  (1)  obtenue  en  remplaçante 
par  a',  on  constate  fpie  celte  nom  (die  suite  (2)  contient  tous  les  termes 
de  la  première,  en  pari  iculicr  //a  et  iji -\-  i)a,  do  sorte  (pie  la  \aleur 
approcbée  de  A  à  a'  |)r('S  par  d('f'aut,  A' a',  est  au  iiKunsciiale  à  //a:  de 
même.  (/i'-|-  i)a'  est  au  plus  égal  à  {h  -\-  i)a. 
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l'diir  lixci'  l('>  mI<''c>^.  (■(iiiM(l('Tnii>  les  \;ilciirs  ;i  |i|  in  i(lit''c-<  d  un  iioinhic 

■\    <     '         '                    '                    •       ^-    •                Il                         II-'' 
A  a  —  5  '   •  •  •  > 1  •  •  •  lUTs.  .Sniciil  //,,  hi  \,ilciii'  .i|i|iiii(licc  (le  /.  a  

|il("^  |iai'  (li'raiil.  i'„    la   \alciii-  a|»|>i(i(li('i'  ilc  /,  à  — -  |)ir>  |iar  (•\C(->.   Imi 
'1(1  II  lia  ni  à  /i  II -s  \  alcmw  <'iil  uTi-s   pu^iiiv  es   i  ,  ■> .  .>,  ....  mi  a 

"\.z  «•>  =  ..    -  n,i_.  .  ., 
i|2r2=.    .2^11  =■■■•, 
u„-\  <  P„, 
1 

»'„  =  «,,  H • 

lO" 

J9.  Soif  A  ///?  nonibr(?  quclcoiviuc,  £  ////  nonihrc  positif.  On 
peut  troint'i-  deux  nombres  rationnels  <i  et  h  tels  que 

a  <_!  <,!) 
et 

I)  —  a  <  £. 

l'rriKtns    un    iiDinhi'c    ralHiiiUfl    pn-^ilit    Vj    iii((  rinir   à    s.    Si    A    est 

ratifinnel.  il  siillil  de  nirndre  r/,  =  A '■>  /y  =  ).  H — ^• 

I  .,  > 

Si  A  esl  irrationnel,  on  incnd   pour   n   cl    h  les  valeurs  ajtproeln'es 

de   ),   à   T,    près    par  (h'-l'anl    et   |)ar  excès.    Ce   sonl    des    nombres   lrf\ 

el  (7/  -J-  1  )T,.  eoinprenani  ).  entre  eux  et  dinV-ranl  de  moins  de  i. 

II.  —  Bornes  supérieure  et  inférieure  d'un  ensemble. 

JKl.  (  hiaiid  on  considère  des  nomhres.  à  rexeliision  des  antres 
nomlires,  on  dil  iiiie  Ion  considère  nn  eitsenihle  :  par  exemple,  on 
peut  parler  de  reii^einhle  des  nomhres  positifs,  de  I  ensemiile  des 
iKnnlires  rationnels,  de  l'ensenihle  dos  nomlires  |i!iis  petits  (pie  i,  de 
renseinlile  îles  iiomlnes  IVacl  ioiinaiies  ipii.  ii'diiils  à  leur  pins  simple 
expression,  ont  pour  diMiomi  ii.ilenr  une  pni>sancc  de    >,  etc. 

Si  l'on  a  un  (jUM^mlile  eoiupicnanl  un  nomlire  /////  de  nomlires, 
l'un  d'eux  est  siijX'rieur  ou  (;i;al  à  tous  les  aiilres.  Mais  ceci  n  a  plus 
Ik'ii  néeessairenieiil  <i  I  on  considère  un  ensemiile  eomprenanl  une 
infinili-  de  nomhres.  l*ar  exemple,  dans  1  (MiscMiihle  des  nomhres  in'-- 
f;alil"s,  aiienn  n'est  pliisi;ran(l  ipie  tous  les  autres.  Cette  reinarfjue  jns- 
lilie  rinli'rèt  {\r<  notion^  ipie  nous  allons  inlrodiiire. 
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Soil  l-'.  iiii  «'iiscMiMc  (|ucl((»ii(|iic  (le  n(iiiil)i<'-^  :  a  t'hiiil  un  iKmihre 
l'iiliiiiiiit'l,  (l(Mi\  (  M>  Miiil   |>(tssil)li'-.  i|ui  >  f\(lii(Mil  I  un  I  mille  : 

i"   (I  i'>\  iniV'iifiii' (lu  v'j:,a\  ;'i  un  ccrliin  nom  Itrc  «le  I',. 

'.  '   (i  osl   -n[u'-fi(Mii'  ;i  Inul   nonilirc  de  I"-. 

Il  \  il  lnii|ouis  (les  noniliics  ralionncls  .salislaisiiiil  à  l;i  condilion  i"; 
^  \\  iiv  en  a  |ia^  (|ni  salislasseni  à  la  condilion  '.>.".  ('csl  <|iic  loiil  nomlirc 
ralhinncl  (■•^l  i iil(''rit'iir  ou  ('•i;al  à  un  noinhrc  de  !•".  :  auli-cincnl  dit, 
iiiirl  i|ii('  >>i)il  le  nonilii'c  lalionncl  a.  il  \  a  dans  I'.  un  nondire  an 
innins  (|ni  le  Mii|iasM'.  |)ans  ce  (■a>  on  dil  (jin-  l'^  <'.>>l  illimité  supr- 
l'ioKicnirnl:  ywv  cxcmiilc  I  cnseinltlc  des  noinhres  entiers  positifs 
c^t  illiniitt'  sii|M'i"i('nr<"iii('nt. 

I  )ans  l«'  cas  contraire,  K  est  dit  borué  supérieurement .  Les  nombres 
rationnels  >e  pai'tai^enl  en  denx  classes  :  la  classe  V,  composée  des 
nomid'cs  \éiilianl  i'  :  la  classe  W.  composée  des  nombres  \('iiliant  ■.^". 
Ce  jiarlai;e  consliliie  une  cttn|)nre,  car  ton!  inmd)re  de  A  est  ini<-rienr 
(Ml  é-i;al  à  nn  certain  nombre  de  R.  Ic(pi(l  est  inlVi-ieiir  à  tout  noinhie 
de  \\.  Il  V  a  donc  (  n"  3,  j).  /j)  "n  noinlire  M  liicn  (h'teiininé,  tel  (|iie 
tout  nombre  de  A  est  inférieur  ou  ('■i;al  à  l\l,  tout  nombre  de  B  est 
supérieur  ou  ('-j^al  à  M.  Ce  nonibre  M  est  dit  la  haine  supérieure  de 
l'ensemble  V..  Il  a  les  deux  propriétés  suivantes  : 

i"  Uoiit  nombre  de  l-".  csl  inlV'iiciir  ou  éi;al  à  Al.  Vax  ellcl,  s'il  v  avait 
dans  E  un  nondjre  a  >  M,  on  pourrait  trou\er  nn  nombre  rationnel  a 
tel  (pie  y.'^a^  'S\ .  Le  nombi'c  a  fei-ait  partie  de  la  classe  B  tout  en 
étant  inf(''iieur  à  un  nombre  a  de  l'ensemljle  E,  ce  cpii  est  impossible. 

2"  Si  A  est  inb'-rieiir  à  INI,  il  v  a  dans  1^  un  nombre  snpé'rieur  à  ).. 
En  ell'et,  prenons  un  nombre  rationnel  «  tel  que  A  <<  c/ ■<;  M.  <7  fait 
|)artie  de  la  classe  \;  donc  il  existe  dans  E  un  nombre  supérieui-  ou 
é'i^al  à  a  et  |)ar  suite  supérieur  à  A. 

On  \oit  daprcs  cela  <pie,  parmi  les  nombres  dont  eliacun  est  supé- 
rieur ou  éii;al  à  tout  nombre  de  E,  il  j  en  a  un  plus  |)etit  que  tous  les 
autres,  c'est  le  nombre  M. 

Ainsi.  In  borne  supérieui  e  de  E  est  le  plus  petit  parmi  les 
nombres  au  moins  égaux  à  tout  nombre  de  E. 

Cette  propriéléne  peutévidemmentapparteniiMju'à  un  seul  nondjre. 

II  résulte  de  ce  fait  les  remarcpies  sui\antes  : 

Si  l'ensemble  E  contient  un  nombre  plus  i^rand  (pie  tous  les  autres, 
ce  nombre  est  la  borne  sup(''rieure  de  E. 

Si  un  ensemble  E,  est  contenu  dans  un  ensemble  1'^,  la  borne  supé- 
rieure de  E,,  soit  M(E,),  est  inf('-iieure  ou  éi;ale  à  la  boine  supé- 
rieure de  E,  M(E). 
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>i  l'iii>  Ic-s  iioiiihrc^  il  lin  cii^rmlilf  I,  xml  iiilt'i'iciirs  ou  c'-ganx  ;"i 
un   iioiiiliiT    \.   \I  I  I',  I  «■■>1   iiil(  ririir  (III  ('i;;!!  ;'i  A . 

[  M  Moiiilirt'  /.  c^l  hi  lif)iiic  >ii|i('iiriiic  lie  I  cH'^ciii I ili'  ilrs  iinmhrcs 
I  iitciinir»  à  /.. 

*' I  1  .     (  )ii   (li'liiiil   (le   iiM'iiic   l.i   iKitidli   i\r  hitilli'  ili  /('lIcKie. 

lùiiiil  (lidiiH'  Nil  riixinlilc  (| ii('l((ini| ih'  I,.  >i.  (|iicl  <ni<'  sml  l(; 
ii()iiil)i(w/.  il  \  ,\  (l;iii>  \.  un  niiinlji'c  inl(  rieur  i'i  a.  I  cuM'inlilc  V],  est  (lil 
illinu'lr  (iifri  icii icini'ii I .  Siikui.  ronseiuiilc  csl  dil  horiir  in  fitrieuvc- 
nicnl :  on  ilt-iiiDiilrc  ;il(ti->  I  i'\i>lcncc  d  un  inunliir  (h'icniiiiK'  ni  qui 
csl  (lit  la  home  inft'ficuic  de  rcnst-nililr  cl  (|ui  |)0>sr(lc  la  double 
liropnélé  caracli'rislKjiic  MiiNaiilc  : 

i"     Toiil   noinliic  de   I',  r>l  >u  piTicii  r  ou  •'•i;al  à   /// . 

•>."  Si  /,  (■•^l  un  noiiiliir  plii-^  i;iaiid  (|ur  ///.  il  \  a  dans  \\  un  noinln-o 
intérieur  à  /.. 

m  es/  /(■  plus  •^nunl  /xirnii  les  noitihirs  (jui  snnl  in  J<'n  leurs  ou 
l'HaUJ'  à   Ions  ceii.r  tic   M. 

S'il  \  a  dans  \\  un  nombre  plus  priil  (|iie  loiis  les  autres,  c'est  la 
liorne  inlérieuie. 

Si  nii  enscinhle  l^i  est  eomposé  de  iionihres  contenus  dans  K.  la 
l)orne  inlt'iienre  de  1'^,.  soit  ///(  E|  ).  est  su|)('iieure  on  éi;ale  à  la  borne 
iniV'rienre  de  E,  /?^(  1^). 

Si  tons  les  nombres  de  J*^  sont  sii|)érienrs  on  t'i;aii\  à  un  nombre  A, 
/«(E)  est  supérieur  t)n  «'yai  à  A. 

l  n  noml)re  ),  est  la  borne  inférienre  des  nombres  supérieurs  à  A. 

(  hiaiid  un  ensemble  est  boiiu'  à  la  fois  supérieurement  et  inlV>- 
rieuremenl.  ikmi-^  dirons  sim|)lcuienl   <pi  il  est  hoiné. 

La  b(»rne  inférieure  d  un  ensemble  est  inférieure  ou  éiiale  à  la 
boiiie  sup(''ri(Mire  de  cet  ensemble. 

•LX"!.  Si  un  ensemble  est  illimité  supérieurement,  nous  eonviendrons 
de  dire  qn'rl  a  |)onr  borne  supérieure  -i-  x:  --i  un  ensemble  est  illimité 
inl('iieiireiiienl .  non-  con\  i(.'ndrons  de  dire  cpi  il  a  p(uir  borne  infé- 
rieure    X. 

Les  clioses  se  passent  comme  si.  à  I  ensemble  ii  des  nombres,  on 
adjoignait  deux  <'d('ments  nouN  eaux,  I  un,  4-x.  par  (b'dlnilion  supé- 
iieiir  a  Ions  les  (■l(''iiient>  de  P> .  I  antre,  —  x.  par  dt'dinilion  inli-rienr 
à  Ions  les  élc-menls  de  II.  S(»il  II'  ce  nonxel  enxiuble  :  on  peut  a\ec 
celle  convention  énoneci"  le  résultat  sui\anl  :  L  n  ensemble  de 
nombres  appartenant  à  R'  a  toujours  une  borne  supérieure  et  une 
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home  inférieure,  (/ni  sont  des  éléments  de  IV.  \ons  dirons  que  los 
i-l('-in«MiH  lie  R  sonl  1rs  nomlires  /////\;  -f- x  (M  — x  soni  infinis  et 
SDiit  ((msidéivs  eoininc  <i|)|)()St's  l  un  ;i  I  antre. 

J|.S.  Si  Von  <i  ileii.r  ensembles  de  nond^rr.s  \  rf  l>  fe/s  que  tout 
nombre  de  V  est  inférieur  ou  égala  tout  nombre  de  W.  la  borne 
supérieure  \{[  V)  fie  \  est  inférieure  ou  égale  à  la  borne  infé- 
rieure m{  B  )  >lc  r>. 

l'ii  i'iïci.  prenons  un   nombre  quelconqne  b  de  B.  Par  hypothèse, 
loii-;  le-;  noinhr<s  de    \  sont  inférieurs  ou  éf^aiix  à  b.  Done,  on  a 

\\(\}    h         ou         hlM(\). 

[.a  «'onehision  s'applique  à  tous  les  nond)res  b  de  l>.  Done  la  borne 
iniV'rieiire  /^?  (  B  )  du  B  est  ansm  sup«''rienre  on  l'i^ale  à  M(  A  ). 


III.  —  Différence  de  deux  nombres. 

Jli.   Soient  .X  ely  (\c\\\  nombres  dillV-renls:  soit  r  </• 
(considérons  tous  les  couples  de  nombres  ralionn<'ls  a,  b  tels  ipie 

x^a  <i  fj  ly. 

Formons  les  dillérences  b  —  a.  Ce  sonl  des  nombres  positifs,  fieiir 
ensemble  A  est  borné,  car  il  v  a  des  nombres  rationnels  a  et  ^j  tels 
que  a<<x,  y<C  j;  la  diU'érence  |j  —  y.  est  su|>érieure  à  toutes  les 
dilTérences  b  —  a.  F^'cnsemble  A  des  nombres  b —  a  a  donc  une  borne 
supérieure  A.  qui  est  un  nombre  jifisilil. 

Dans  le  cas  où  x  ely  sonl  tous  deux  rationnels,  parmi  les  cou|)les 
(a,  b)  figure  le  cou|)le  a  =  x,  b=y,  et  la  difl'érence  correspon- 
dante y  —  .r  est  plus  grande  que  toutes  les  autres  diflérences  b  —  a, 
de  sorte  qnej^  —  x  est  alors  la  boriie  snpi'-rieure  /.  de  Tensemlîle  A. 
On  a  donc  dans  ce  cas 

(i)  y~x  =  X,         x—y  =  —  X. 

Quand  x  et  y  ne  sont  pas  tous  deux  rationnels,  nous  convien- 
drons de  définir  leur  différence  par  les  équations  (i). 
Si  .r=  r,  nous  poserons 

x~y  =y  —X  =  o. 


m.    —   iiii"i'i:iu:m  I".   m-;   itr.i  \   nomiiuiis. 


\iii'^i,   <l.iiil   (liiiiin-^   lieux    riMiiilucN  {|ii('l((Mi(|iu>;,    la   (lillcrcucc   de 
(T^  deux   iiunilut'-;  l'-l   |i;irl,i  il  ciiiriil  (hliiiic. 

J|o.    Si  Idii  il   (Iriix  (  niiplcs  .r',  y'  cl  v,  y  hU  (|iic 

Idiilr»  lc>  (liIltTciiccs  A  —  //  faisaiil  jiailif  de  rt'iisciiildc  A  iclalif  à 
r.  y  i*>n[  anssi  pailir  de  rensciiililc  \'  analogue  rrlal  i(  à  .r',  j^' ;  donc- 
la  hornt'  sii|)(''fieiir(^  de  \  <'sl  iiitciiciirc  ou  ('j^alc  à  la  hoi'iK'  siipérif^niP 
de     \  ' .   d  ON 

y  —  '^^y—y- 

Si     Ion    -;ail    ([lie    deux    m  iiiihics    x,    V    sont    ('Oin|)iis    (Milrc    <lciix 
noMilwes  ,z',  r'.  on  a 

«/h).  On  a|)|)<dl('  oscillnt ion  A'un  cnsenihle  li  avant  poiii-  lutnics 
sii|>('il(Miie  et  inférieure  M  et />/.  le  nombre  |)ositif  on  nid  (o  ^  M  —  m. 

«^17.  Si  l'o/t  (t  deux  ensembles  de  nombres  A  el  B  tels  que  tout 
nombre  de  A  est  inférieur  ou  éi^al  à  tout  nombre  de  W  et  si,  quel 
que  soit  t  positif,  il  existe  un  nombre  <i  de  A,  un  nondire  b  de  \^ 
tels  que  b  —  a  <^  î.  lo.  borne  supérieure  M  (A)  de  \  est  égale  à  la 
borne  inférieure  m(  B)  de  B. 

I)"aprr>  la  prcni  irrc  li  \  pollirsc.  on  a  (u'   I)î.  p.   lo) 

Munirons  (pic  Ton  ne  peut  a\oir  Mi  A  )<<  /??(R"). 

V.n  circl.  SI  ('<da  t'-lail.    soient  fi   un   iion)i)re  (piclcinupie  de    \.  b   un 
nombre  (|nrlcon(|iir  de  !>.  on  aiirail 

rt-M(A)<  in(  B)i6, 
d  on 

l)  —  a     in(V>)—  M(  A  ). 

Prenons  s  po^iiil'  cl  iniV'riciir  .m  nomlirc  |)osilil'  /»(!))  —  M(V). 
I  oiilcs  les  diir<  renées  b  —  a  sei-aieni  snpi'rienres  à  £,  eojilrairemenl 
à  la  seconde  livpotlicse. 
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IV.  —  Théorie  des  limites  de  suites. 
«IS.    ('.(iiisitli'i(>ii>  une  siiilc  luliuif  de  iioiuhrcs 


(  )n  (lll  i|ii"////^'  /elle  suite  ((pour  limili-  ),.  nu  tend  ve/'S  A.  on  que 
u„  tend  vc/.s  /..  iiuitnd  n  croit  indéjiiiiincnl .  si,  quels  que  soient 
les  nonthres  /.'  et  '/."  satisfaisant  à  la  double  inéiialilé 


il  existe  un  entier  />  tel  que  la  condition  n  > />  entraîne 

Nous  donnerons  quelquefois  une  portée  plus  jurande  à  la  notion  de 
limite  en  supposant  que  ).  peut  être  égal  à  +  x  ou  à  —  oc.  Si  par 
exemple  A=  +  ac,  il  n'existe  pas  de  nombre  ).",  de  sorte  que,  dire  que 
la  suite  u^.  ....  u„.  ...  a  pour  limite  -î-x,  c  est  dire  que,  quel  (|ue 
S(,)il  À',  il  V  a  un  uoiuljre /-»  Ici  que,  [)our  n  >/»,  on  a 

À<  Un. 

Nous  dirons  que  la  seconde  définition  correspond  au  sens  étendu  de 
la  notion  de  limite  et  la  première  au  sens  ordinaire. 

w19.    Suites  non  décroissantes.  —  Considérons  une  suite  telle  que 
l'on  ail 

Soit  A  la  lj(true  supérieure  (  finie  ou  non)  de  1  enseuible  des  u„.  Je 
dis  que  la  suite  u^.  u^.  .-.,  u,i,  ...  a  |)our  limite  A  (au  sens  étendu). 

lui  efiel,  si  a"  est  plus  grand  que  A,  tous  les  «„  sont  plus  [petits 
<pie  ).".  Si  a'  est  plus  petit  que  À,  d'après  la  seconde  propriété  de  la 
borne  supérieure,  un  au  moins  des  iiu  est  supérieur  à  a';  tous  ceux 
qui  siii\ent  ce  terme  dans  la  suite  ont  la  même  propriété.  Donc,  à 
partir  dun  certain  rang,  tous  les  //„  sont  compris  entre  À'  et  a";  donc 
la  suite  a  pour  limite  /.. 

Suites  non  croissantes.  —  De  même  on  reconnaît  (pi  une  suite  non 
croissante 

a  pour  limite  la  borne  inférieure  de  lensemble  des  nombres  u,i. 
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(-(tiiiMK'  ii|)|)lic.ilniii.  soient  /.  un  minilnr  (|iirlcun<|iic.  //„  cl  r,,  ses 
\  ;iliiii>  ii|)|iri»<li('M'S  à  — -  |)i<'s  |);ir  dcliiiil  <•!  n;ir  excès  (^ii"  <S,  n.  -). 
On  i. 

Ill       1/.,     ...      U„      .  .  .^  l'/jl.  .  ._  ^2      V]. 

Leii-<emlile  des  //„  el  I  enseniMe  des  k" „  soni  leU  (iiie  Imil  nond)!"*; 
dti     |iieinM'i'    enseiidile     esl     inlein-nr    :'i     loiil     iiund)re     du     seertnd  •, 

cninnie  on   ;i    de    jilu'^   i„ —  u,,~^-  — 7,  •''   «lue.    par  snite,   (|iie|   (|ne  S()il 

t  >>  (I.  |)()iir  une  icrt.iine  \  aleur  de  //,  on  a  i',^  —  K ii<i  î,  f>n  <'ii  conclu L 
(II'  17.  [).  III  (|ne  1,1  liorne  siipérieiirc  <les  11,1.  soil  M(  //,,  ...,  ii,,.  ...), 
esl  é^ale  à  la    hoine  inttrieiire  i\(:'.>  \-„.  soil  //Me, r,,,  ...).  (Jn  a 

d'ailleurs  (n"  <S  i 

««2  À  <  Va-, 
d  où 

M  I  //) Il .,,  .  .  .)5  )>  ■   .711' t'i,  ....  v,i,  . .  .); 

il  V  a  donc  éyalilc  entre  ces  trois  noinhres. 

\insi  1(;  nombre  A  est  la  borne  supérieure  de  la  suite  de  ses 
valeurs  approehêes  par  défaut  et   lu  bmne  inférieure  de  la  suite 

de  ses  valeurs  approchées  par  excès  à  — -près;  c'est  donc  aussi  la 

limite  i<uu/uu/ie  de  ces  deux  suites. 

VâO.    Plus  gicinde  et  plus  petite  limite.  —  Soil  une  suite  quel- 
conque 

(1  )  «1,      «2,      ....      Un,      ...  ; 

//  élaiit  tix(',  l'enseinble  des  noinhres  //,,,,  '/«+i,  ••.  h  une  horne  supe-- 
rieure  M/,  et  une  borne  inlérieure  m, t. 

En  donnant  à  n  les  valeurs  entières  successives  1 ,  2,  .J,  ....  on  a 

M.=  M2i:M3^...1M„è..., 

La  première  suite  est  une  suite  non  croissante;  elle  a  |)our  limite 
la  borne  inleiieiire  M  des  nombres  M/,.  La  seconde  est  une  suite  non 
déeidissante  et  a  pour  limite  la  borne  supérieure  m  des  nombres  ui„. 
IJ  ailleurs  un  nombre  (pieb'onque  M„  est  supé'rieur  ou  égal  aux 
nombres  sui\  .mis  M,,,,., .  ....  tbjnc  aussi  aux  nombres  /n„_^.i ,  ....  donc 
à  tous  les  nombres  de  la  see(»inle  suite.  Il  en  it'sulte  111"  \',].  |).  10) 
(jiir  l'on  a 

M  2  m. 
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M  osl  (lil  lit  plus  iiiaïuh'  linutr  de  la  suite  (i),  m  esl  dll  hi  i>lus 
/letite  liniilr  île  celte  suite.  M  a  les  deux  propriélt'-s  suivanles  : 

r  Si  a  esl  lin  nonihre  plus  i;rancl  (|n<;  M.  il  v  a  ui\  entier />  tel  que, 
pnui- /<>•/>,  (»iï  a  u,i<^a. 

Vax  ellel.  la  suite  M,.  Mj,   M„,  ...  tendant  \ ers  M,  il  y  a  un 

entier  />,  tel  (|ue  pi)ur  n  >-/^  on  a  Al„  <  a,  d  t)ù  u„<i  a\ 

■j."  Si  a  esl  plus  pelil  (pie  Al.  (piel  cpic  soil  />,  on  peut  lrou\er  un 
entier  n  snpérieur  à  />.  <l   Ifl  (pie  //„>  a. 

Vax  eflet.  cpiel  que  so\l  p,  M/,4.1,  qui  esl  au  moins  éi;al  à  l\l,  esl  supi^-- 
rieur  à  (/,  e"esl-à-dire  qne,  dans  la  suite  ///j+i.  '///+-.  ••.,  il  .V  a  un 
noiuhie  au  inoin>  sup(''neur  à  d. 

La  |)lus  petite  liiuile  m  a  des  pro|)ritHés  analoi;ues  : 

i"  Si  a  esl  un  nombre  plus  |)etit  que  m,  à  |)arlir  d'un  certain  rang 
les  termes  de  la  suile  donn(''e  sonl  tous  supérieurs  à  a: 

:>."  Si  a  esl  plus  grand  que  m,  quel  que  soit/>,  on  peut  trouver  un 
entier  n  su|)érieur  à  p.  tel  que  </«  <<  a. 

J21.   Pour  que  la  suite  (1)  (tit  une  limite  {se/ts  étendu),  il  faut 
et  il  suffit  que  M  soit  égal  à  ni,  et  cette  XKileur  est  alors  la  limite. 
En    elVet,   supposons   dabord  que  la  suite  ait    une  limite   A  (sens 
étendu);  j)renons  des  nombres  ).'  et  /"  tels  que 

/.'<>.<  À". 

D"a|)rès  la  délinition  de  la  limite,  il  y  a  un  entier/;»  tel  que  pour  n  >/> 

on  a 

À'  <  Un  <  )>", 

c'est-à-dire  que  tous  les  nombres  {ip+\,  ^pj^i-  •  •  •  sonl  compris  entre 
a'  et  a",  il  en  est  donc  de  même  des  nombres  M^,^,,  nip^t,  donc  aussi 
de  M  et  m.  Le  raisonnemenl  étant  xalable  quel  que  soil  a'  inférieur 
à  A,  INI  et  m  surpassent  tous  les  nombres  inférieurs  à  A.  l^ar  suite,  ils 
sont  au  moins  éyaux  à  A.  De  la  même  façon,  on  \oil  (luils  lui  sont  au 
plus  égaux.  On  a  donc 


La  condition  est  donc  nécessaire.  Elle  est  suffisante.  En  ellet,  sup- 
posons que  1\I  soit  égal  à  m:  soit  a  leur  valeur  commune.  Prenons 
un  nombi'e  a'  inférieur  à  A  =  m.  D  après  la  première  pifjpriélé  de  la 
plus  pelite  limite,  il  y  a  un  entier  /)  tel  que  pour  /*>>/?  on  a  a'<^  U/^. 
De  même,  soit  a"  un  nombre  supérieur  à  ).=:  M;  à  |)arlir  d'un  cer- 
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liun  raiij;,  U)ii>  li'>  ii,,  muiI  iiili'iiriir>  ;'i  ).".  De  sorle  (|u  ;i  piiilic  d  un 
cfiliiin  raiii;'  les  u„  muiI  coidiuis  ciilic  /.'  cl  /,",  ce  qm  inoiilic  (jiic  la 
siiili'  (  I  )  a  |i()iir  liiiiilc  /.. 

On  rccitnnail  ainM  (|nc  Lu  limite  de  (^i).  si  elle  existe,  est  iini<iiie. 

\\\\  considcranl  spécialcnicnl  le  casdune  limile  (inie,  ou  a  l'énoncé 
snivani  : 

Lu  condition  nrcessauc  et  si/J/isi//itc  />(>///■  (jiie  ht  suite  (i)  ail 
une  limite  finie  est  (jui-  M  cl  m  soient  éi^dii.r  d  un  même  nond>re 
Jini. 

Jil'2.  THi':or.E.Mi;  I  [(\c  Caneliv).  —  /^d  condition  nécessaire  et  suf- 
fisante pour  qu'une  suite  ;<,,  «o,  ...,  u„.  ...  ail  une  limile  finie 
est  que,  à  tout  nombre  e  j)Osilif,  on  puisse  faire  correspondre  un 
entier  p  tel  cfue  les  conditions  |i.  >/>,  v  >>/>  entraînent 

I  iiu—  «v|  <  £• 

i*'   La  condilion  e.sl  nécessaire.  En  cllel,  su|)|)osons  (jiic  la  snite 

(Ij  Ui,      II.,,      ...,      ii„,      ... 

ail  nnc  limite  )..  Donnons-nous  un  nombre  £  positif  et  prenons  (n"i^, 
p.  - )  deux  nombres  rationnels  a,  ^  satisfaisant  aux  inéji;alités 

a<X<§,  ji_a<£. 

D'après  la  di-linilion  de  la  limite,  il  y  a  un  entier />  tel  que 

enliaînenl 

a  <  "!J.<  fl,         ît  <  «v<  ji, 

d'où  résulte  (n"  lo,  p.   i  i) 


2"  l\jur  faire  voir  que  la  condition  est  siiKisanle,  nous  allons  mon- 
ti'ei-  (|u"elle  n'est  j)as  remplie  si  la  suite  n'a  pas  une  limite  finie. 

Soient  M  et  ///  la  plus  i;iande  et  la  plus  j)etile  limile  de  la  suite. 
Les  cas  possibles  sont  les  sui\ants  : 

(a)  INI  =  /n  =+  X, 

{b  )  M  =  //»  =^ —  X, 

(  c  )  M  >  //j . 


i6 
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[Cf.)  Cas  tlo  M  1^ //<  = -i-  X.  iJoiiiiDiis-notis  un  uoinljre  raliouurl 
pDsilil"  A,  un  ciilicr  p.  et  clioisissons  un  autre  enlier  u  >/). 

Considérons  le  leruK'  (/^,.  l'renons  un  nouilne  rali(»nnel  13  supérieur 
il  it.j_.  \i -r  A  est  un  ccilain  nnnihrc  ralionncl.  La  suilc  (  i  i  .ivaul  [xuic 
limite  -f-  ^^  à  partir  d  un  crrlain  ranj;  les  leiines  de  la  .^uile  d(|)assenl 
l,,us  l)H- A.  On  peut  donc  prendre  un  enlier  v  supérieur  ,i  a  et  tel 
(jue 


(  )n  a  alors 

doù  (n"  1.').  p.   I  I  ) 


"a<  lî  <  B  -^  A  <  Hv, 

|«.-"v|^(,B^A)-B==  A, 


fie  sorte  que.//  et  \  étant  pris  ariiitiairement,  ou  peut  lriiu\  cr  deux 
entiers  u.  et  v  supérieurs  à  p  et  tels  (|ue  |  «„. —  i/-^  \  soit  sup<'rieur  à  \. 
La  condition  de  lénoncé'  nest  donc  pas  remplie. 

(b.)  Lne  démonstration  analoi;ue  s"a|)plH|iie  au  cas  de  M  =  /n  =  — x. 

(c.)  Cas  de  M  ^-  ni.  l'renons  deux  nombres  z,   j   tels  (|ue 

m<a<;3<.M. 

(^►uel  (pie  soit  /k  de  //t  <C  'J-  r<'-siillf  ipi  il  \  a  un  entier  ').  sup('rieur 
à  />,  tel  que  u^<i'3.\  de  [i  «< -M  n'sulte  (|ii  il  existe  un  entier  v  su- 
périeur à  //,  tel  que  «v>  j. 

Des  inégalités  ' 

résulte  (n"  lo,  p.  i  i  ) 

1  «u. —  «v  1     i  —  7.. 

La  condition  de  léncjncé  n'est  pas  \éri(i(''e  p<jur  £,  (\v->  que  £  est 
inh'-rieur  à  ^  —  a. 

Le  théorème  I  est  donc  étaldi. 

TuÉor.kME  11.  —  Si  Ion  a  deux  suites 


(■■'■) 


dûiit  ta  pientirie  a  mw  liinile  finie  )..  pour  f/ue  la  seconde  ail 
aussi  pour  linùli'  /..  il  faut  et  il  suffit  (/tn'  \u„ — \'i,\  ait  pour 
limite  o. 

i"   La  condition  est  nécessaire.    Ln  ell'et,  supposons  que  r„  tende 
\ers  /.  connue  u,i-   Soit  î  >>  o.  l'renons  deux  nond)res  a,  ^'i,   tels  que 

a  <  À  <  !i,  3  —  a  <  £. 
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(^)ii;iiiil  //  tlt|>.i->sc  tiiic  (•(•iliMiic  \.il(iir,  nii  ;i  à  l,i  lois 

(I  m'i  rt'-iiil  le 

I   "'I—  »•«  I        [i  —  X  <   E. 
I.il     ((lUcIllsKill     ('lillll     \IMI('    (HH'I     (|ll«'    soll     le     llOIllllIT     [)n->ilil     :.     ccl;! 

vt'iil  (lue  (|iic  le  luimhrc   |  it„ —  r^^  j  .1  |i()iir  liiiiilr  o. 

•i"  L;i  iitiidilinii  est  snflisanlc.  I*()iii-  le  iiioiilici-,  ii()ii>  allons  liiirc 
\()il'  <|il  l'Ile   11  c-^l    pas    iciii|>lic  si   r,;   lie  Icild   pas  \cfs  /,. 

Soii'iil  \l  cl  ni  la  |)liis  i;iaii(l('  <'l  la  |)liis  [Mlilc  liiiiilc  de  la  suite  (•^). 
Par  11  vpollirsc.  on  n'a  pas  M  =  /»==/,. 

On  pciil  a\  oir  M  >>  A,  ou  Iticii  M:  A  a\  ec  /// ■< />.  de  siulc  (|uc  Ton  a 
au  111  o m >  une  des  deux  coiulilions  M  ^  ).,  ni  <^  /.. 

S(ul  par  CM  iiipic  M  >  A.  l'rcnons  ticux  nombres  a  el   j  tels  (|iie 

À  <  a  <  [i  <  M. 

Il  \  a  nn  entier  />  lel  (|ue,  (jnel  que  soit  //  >■ /'.  <»n  a   u„<i  x.  D'autre 
part,  comme  on  a  |j  -<  M,  on  peul  Irouxer  //  >» /j  lel  (|ue  r„  >  [j. 
De 

résulte 

I  "«—'■'/)  U-  [i  — a. 

Il  >ullil  al(us  {[('  choisir  z  iiilci'ieur  à    j  —  a,  poiii'  <pic  la  condition  de 
IthioïKM"  ne  |)iiissc  v\vr  rcuiplic  [loiir  i. 

On  leiait,  eu  parlant  i\('  lliypollicse  /A?  <;  A,  une  démonstration 
analoj;ue. 

riiroiii.MF.  III.  —   Pour  qir  une  suite 

Cl,      l'î,      ...,      »•„,      ... 

^///  pour  litiiili'  le  iroiul>rr  A  {/ini  )  il  f nul  el  il  sufjil  cjue  \  r„  —  A  | 
<iil  pour  limite  o. 

(Ici  ('■none(';  s  obtient  en  appli<|uanl  le  lli<'orème  précédent  au  cas 
où  tous  les  nombres  de  la  |)rcmicrc  suite  W|,  «05  ■••,  '/«•  •••  >t>iil 
('iiaux  à  un  uièiiie  nombre  A,  et  où  par  conséquent  cette  suite  a  pour 
limite  /,. 

I  ui.oiiiMi    l\  .  —   Si  uni'  suite 

(I)  «,.      »2,         ..,      u„,      ... 

B.  2 
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a  pour  limite  "a,  la  suite  des  nombres  opposés 

"i.  ii-i —  n„,     ■  ■• 

a  pour  /imite  —  A. 

Kn  etlet.  ^(»ieul  x  el  ^^  deux  nombres  tels  (|ue 

a<— /<[!. 
Il  en  résulle  [n"  7,  p.  6) 

Comme  la  suile(i)   lend  \ers  A,  il  y  a  un  entier />  tel  que,  pour 

n  >  /),  on  a 

—  ?<"«<—«, 
ce  qui  enlraine 

Celle  double  inégalilé  exprime  que  la  suile 

— //,.     —Il,,     —    —if„.     ... 

a  pour  limile  —  a. 

Théorème  V.  —  .S'/  la  suite 

(1)  lf\,      11-2,      u„,      ... 

tend  vers  /.,  la  suite 

(2)  |«l|,       |"2|,        •..,       |''«|,        ••• 

tend  vers  \\\. 

En  effet,  si  ).  est  positif,  à  partir  d'un  certain  rang,  u„  est  positif; 
on  a,  à  partir  de  ce  rang,  |M«|=Mn,  et,  comme  |À|=:À,  l'égalité 
lim  Un^  A  peut  s'écrire  lim  |  /^„  |  =  |  A  |, 

Si  A  est  négatif,  à  partir  d'un  certain  rang,  u^  est  négatif;  on  a, 
à  partir  de  ce  l'ang,  j  u„ j  =  —  Un',  comme  |  A  |  =  —  A,  et  comme,  d'après 
le  théorème  IV,  linu^^^A  entraîne  lim( — iin}^=^  —  a,  on  peut 
écrire  lim  |  Un  |  ^  j  A  j. 

Enfin,  si  A  est  nul,  quel  que  soit  le  nombre  £  |)ositif.  il  y  a  un 
nombre/?  tel  que,  pour  /?>/>,  on  a  —  s  <<  w,,  <[  s,  doù  |  w„  |  -<  s,  ce 
qui  jjrouvc  que  |  u,,  \  a  pour  limite  o. 

Théo  RÉMI.  \  1.  —  Si  l'on  a  deux  suites 

U\,  ii>,  .  . . ,  a„,  . . . , 
p,,   V.,   ....   f„,   ,  .  ., 
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tiont  l(f  /jri'fnièrc  tciitl  vers  /.,  la  seconde  vers  u,  ).  et  u.  étttut 
deux  nombres  finis,  la  suite  de  terme  général  i'„ — a„  a  /jour 
limite  ik  —  \. 

I^<'inai(|ii(iii>  (HIC,  (l;iii>  le  ciis  de  ),  =  -j.,  ccl  éiioiicô  cuiisl  il  ne  hi  pre- 
mière parlie  du  lliéorèino  II. 

Supposons  inainl(Mi;uU  jjl  ^  A,  par  oxcin[)l<'  'j. ^  A.  S(mIc  un  noniljre 
rationnel  posilil.  Prenons  deux  nondu-es  rationnels  ti  et  ^  lels  qut; 

a  <C'k  <C  l>  <  ;jt,         t>  —  <^/  <  £, 
puis  deux  nombres  rationnels  c  el  d  tels  que 

A  <  f  <  [Jl  <  rf,  d  —  c  <  £, 

de  sorte  cpie 

(i>  a<X<  6  <c<  [JL<rf 

avec 

<  2  )  Il  —  ((   <  £,  (/  —  C  <,t. 

Dès  que  //  surpasse  un  eertain  entier  yo,  on  a 

<  3  }  a  <  u„  <  />  <c  <:.i>n<d. 

Des  inégalités  (i)  résulte  (  n"  lo,  p.   i  i) 

<4)  c  —  0  -,  [i  —  X-rf  —  a. 

Des  inégalités  (3)  résulte  de  même 

(5)  c  —  b'^v,, —  u„     d — a. 

De  (4)  f^t  (5)  résulte  de  la  même  manière 

\{\}.  —  \}  —  (v„—u„)\     {(/  ~  a)~(c  —  b), 

et,  comme  a,  6,  c,  d,  t  sont  rationnels,  on  a,  d'après  (•>,), 

d  —  (i  —  (  c  —  b  )  ^=  d  —  c  -h  b  —  rt<'2E, 
donc 

I  (  -.1  —  X  )  —  (  V„  —  Un  )  I  <  2  Z. 

£  étant  arbitraire,  (»n  a 

lini  I  (  ;ji  —  X  )  —  (  «'„  —  u,i  )  |  =  o. 

D  a|)rès  le  théorème  111,  eel.i  Mgiiilie  (pie  Ton  a 
lim(t^„—  Un)  =  [J-—  X. 
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(Vesl  l;i  iiroitrlt'U' (|iu' nous  voulions  ('lablii-.  lui  changeanr  les  signes 
el  en  se  sei\anl  An  ihéorènic  l\  ,  on  a 

lliiH  //„  —  v,i  )  =  A  —  a. 

c'est-à-diie  <]in'  l<'  lliéorrine  a  lien  dans  (|uel(|ue  sens  que  1  on  prenne 
la  diflércnee. 

On  a  aussi  (  Tliéorènie  X) 

liiii  I  u„—  v„\  =  |À  —  a|. 


V.  —  Notions  de  fonction  et  de  continuité. 

<;23.  Kn  Malhénialiques,  on  représente  par  une  lettre  un  nombre 
susceptible  de  prendre  différentes  valeurs.  On  dit  alors  que  Ton  a 
une  vaiiablc. 

Si.  au\  dilTérenles  valeurs  dune  première  \ariable  jc,  corres- 
pondent, suivant  une  loi  que  Ton  indique,  difl'érents  nombres,  on 
convient  de  considérer  ces  nombres  comme  les  \aleurs  d'une  autre 
variable  qui  est  dite  Jonction  de  la  |iremière.  Celle-ci  reçoit  le  nom 
de  variable  indépendante  ou  d'argument  de  la  fonction. 

Par  exemple,  si  Ton  donne  une  suite  de  noml)res  ;/,,  //o.  ...,  u,,.  — 
le  nombre  ««  est  fonction  du  rang/?.  La  partie  entière  d  un  nombre  x 
est  une  fonction  de  x:  — x  est  une  fonction  de  x:  x  lui-même  est 
une  fonction  de  x. 

De  même,  si  1  on  considère  plusieurs  variables,  c  est-à-dire  plu- 
sieurs lettres  dont  chacune  est  susceptible  de  repiésenter  diflerents 
nomlires,  si  à  chaque  svstème  de  valeurs  attribuées  aux  \ariables  cor- 
respond un  nombre,  suivant  une  loi  que  Ion  indique.  f)n  convient  de 
considérer  ces  derniers  nombres  comme  les  \aleurs  d'une  même 
variable  qui  est  dite  fonction  des  premières,  lesquelles  sont  les  va- 
riables in dépen dan  tes . 

Par  exemple,  en  Anthméti(|ue,  on  ap|)rcnd  à   donner  un  sens  aux 

expressions  a-\-b,  a  —  b,  ab.  j-    Les  trois  premières  sont  définies 

quels  que  soient  les  nomlires  ratifjiinels  a  et  ^,  la  quatrième  est 
définie  à  conditi(jn  que  b  soit  différent  de  o.  Ce  sont  des  fonctions 
de  a  et  b. 

Nous  avons  défini  précédemment  x —  )'  quels  que  soient  les 
nombres  réels  x  e\.y\  x  — JK  est  donc  une  fonction  de  x  et  y. 
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»  "lï.  Ktiinl  (Jouncs  deux  iioiiiLic^  >/  cl  //,  lel>  (|uo  a  <^  />,  ou  a|)|K;lle 
i/i/cfi  n//r  {a,  h)  l'onscnililc  de-  iioinlucs  .r  tels  <|ue  a'^x'^O,  inter- 
valle (  —  X,  (1)  I  <'iisciiililr  di'^  iiiimlii<'s  ./  IfU  (|iic  ./■  (I,  iiilrr- 
\(/lle  (  a,  -\-  ce)  rcnsciiililc  des  iioinhrcs  ./•  (fis  que  r/ __  .r,  iiilrivallc 
{  —  X.  H-  X  )  rens<'iMl)l<'  de  hms  les  lumiln'cs. 

Le  i)r(iiii(i'  de  ci'^  I  mIci\  .dli's  ot  dil  hornc  ;  les  aiilrcs  s(tnl  an  rou- 
ira ire  nu  mit  (S. 

Si  Ion  a  |)lu.si(.Miis  \arialjlcs  ^,J^',  .  .  .  el  de>  iiilci\alles  corrcspoii- 
danl  respeclivemciil  à  chacune  de  res  variables,  ou  appelle  chdmp 
rensenihlc  des  syslènies  de  valeurs  allrilHK'cs  aux  \ariables  x^  \\  . .  ., 
telles  (pie  .r  lait  partie  de  l'interxallc  Av  \arialiiiii  ifdatif  à  .T.,yi\ç: 
riutervallc  i'«dalit"  à  r,  etc. 

Le  champ  est  borne  si  Ions  ces  iuler\alle>  (\v  \aiialiou  sont  l)oiU(';s. 
Il  se  compose  alors  de  renseml)le  <le  lous  les  svsicuies  de  valeurs 
de  X,  y tels  que 

or.  s. ri- a',         1^ -y     l>\         •••> 

a^  a  .  h,  h'.  ...  •'■laul  des  nombres  finis. 

Le  eham[>  formé  par  tous  les  systèmes  de  \alciirs  possibles  attri- 
buées à  X.  y.  ■  ■  ■  est  (h'Iini  par 

—  X  <  ./•  <  -h  X,  X  <  J'  <  -f-  X,  .... 

JNoiis  dirons  tpie  c'est  le  champ  indéfini  des  sariables  .r,  y\  .... 

l^our  abréger  le  laui^age,  quand  on  considc-rera  simultanémenl  plu- 
sieurs variables,  nous  appellerons />r>//?/  un  svslrnie  tle  valeurs  déter- 
minées attribuées  à  ces  variables.  Nous  dirons  que  Ion  a  un  point 
rationnel  si  toutes  ces  valeurs  sont  rationnelles. 

Limite  d'une  suite  de  points.  —  On  dit  que  la  suite  de  points 

(•ï-i,  ji- .-•),    (^i,  y-i-  ••■),    •••,    i^n.yu-,  •■■},    ... 

a  pour  limite  le  point  (x^,  Vq.   . . .),  (/iiand  n  croit  indéji niment, 
si  l'on  a 

liiiia'„  =  .r,,,  V\\ny„  —  y, 

J!2o.  Continuité.  —  Soit  une  loiulion  d  une  ou  plusieurs  \ariables 
f{x.,  )',  . .  .)  déiinic  pour  tous  les  points  dun  champ  C.  (Ce  chauq) 
se  réduit  à  un  inlerxallc  s'il  n'y  a  (piuiie  Nariablc.)  Soit  (j7„,  j'y,  ...) 
un  point  {\u  (  liamp  (!. 

On  dil  (pic  la  fonction  f  est  continue  au  point  (.^'o?  J'en  •••)  ■''>h 
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pour  toute  suite  de  points  appartenant  au  elianip  C, 

(r,.  j-,.  ...)•     (.r2..>'2,  ••  •),     •■■•    (^«,  J'/M  .    Oi         •••1 
et  tendant  vers  le  point  (^.r,,,  i-„,  ...),  on  a 

lim/(./-„,  J',,.   ...)=/(-^o,  J'o,   •■•)• 

Si  celle  coiulitlou  est  xérifiée  poui-  loiil  poinl  (a:,),.!'.,,  ...)  du 
clumip  C,  on  dit  que  f  est  eontinue  dans  le  e/iamp. 

l'ai-  exemple,  les  fonctions  (  —  .ri,  |.r  |,  qui  sont  définies  pour  toute 
valeur  de  .r,  c'est-à-dire  dans  l'inler\alle  (  —  oc,  -f-x),  sont  conti- 
nues, car,  d'après  les  théorèmes  l^   et  \  ,  p.  i8,  on  sait  ((ue 

liin.r„  =  ^o 
entraine 

I  i  m  (  —  .r„  )  =  —  .r„.  I  i  m  \x„\=  ]  .ro  | . 

La  fonction  x —  y  des  deux  variables  x  et  r,  qui  a  é\v  définie 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  y,  est  continue,  car  on  a  \u  (théo- 
rème \1,  p.  19)  que 

linia:„=,r,„  \imy„  =  y,, 

entraînent 

liiiK  j"„—  y„)  =  ^0—  JK"- 

La  \aleur  ajoprochée  de  x  à  une  unit(''  près  |)ar  défaut  (partie  entière 
de  x)  est  une  fonction  définie  ))Our  toute  \aleur  de  x.  Ce  /l'est  pas 

une  fonction  continue.  Prenons  par  exemple  ./«  =^  1 ■>  et  don- 
nons à  n  les  valeurs  entières  i,  2,  3,  ....  La  suite  obtenue  a  pour 
limite  1 ,  lorsque  n  augmente  indéfiniment,  tandis  que  la  valeur 
approchée  à  une  unité  près  par  défaut  de  x„  est  toujours  égale  à  o, 
donc  a  pour  limite  o,  (jui   n'est  pas  égal  à  la  partie  entière  de  i. 

VI.  —  Fonctions  d'arguments  rationnels. 

426.  Etudions  particulièrement  les  fonctions  C(jnnues  par  l'Arith- 
métique et  1'  VIgèbre  ('lémentaire  et  définies  pour  des  valeurs  ration- 
nelles attribuées  aux  variables. 

Considérons  une  fonction  /'  de  deux  variables  x,  y  définie  pour 
tous  les  points  rationnels  appartenant  à  un  champ  C. 

Nous  dirons  que  la  /onction  f  est  uniformément  continue  dans  C, 
si  à  tout  nombre  positif  z  on  peut  faire  correspondre  un  nombre 
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positif  ■x^  tel  t/ue  /es  co/if/if/n/is 

|a:  — y|<x.  |v--y|<a 

entittinciii 

|/(.r,  V)— /(x',y)|<  £, 

(a:,  j')  et  {^x\  y  )  étant  den.r  points   rationnels  ijneironqnrs    du 
champ  C. 

Hemar(|uon.s  que  la  condition  sera  ceilainemenl  remplie  pour  loul 
nombre  positif  s,  si  elle  Test  pour  tout  nombre  rationnel  positif. 

v'27.  Les  fonctions  x -\-  y  et  x — y,  qui  sont  définies  pour  tout 
point  rationnel  (jc,  y),  sont  uniformément  continues  dans  le 
champ  indé'fini 

—  3c  <  r  ■<  -^  X,  —  X  •<)-<;-(-  X. 

Pour  résoudre  le  problème  indiqué  dans  la  définition  de  la  conti- 
nuité uniforme,  il  nous  faut  vérifier  les  conditions 

\(x  ->n  y)—  (x'  -^y'  )\  <  £,         \(  X  —  y  )  —  (  x'  —  y'  )\  <^  z. 
Ces  conditions  seront  \érifiées  si  1  on  a 

I ^ - ^' l<  .^ '       \y  —y  \<\- 

s!28.    La  fonction  xy  est  uniformément  continue  dans  tout  champ 
borné.  Soit  C.  un  tel  cliainp.  délinj   par  les  conditions 

a'S.x'^a\         b^y-b'. 

Prenons  un  nond^re  rationnel  A  supérieur  aux  valeurs  absolues  des 
(|uatre  noudires  «,  a',  è,  b'  \  pour  tout  point  du  champ  on  a 

kl<A,         lrl<A. 

Il  s  ajiil  de  résoudic  I  inégalité 

I  xy  —  ^'y'\  <'- 

Nous  li-crirons 

\(x—x')y~x'{y—y\\  <E. 

Clierehons  à  satisfaire  aux  dru\  inégalités 

\{x  —  x')y\<%  \(y—y)j.'\^l^. 


cuM'iriu;  I. 
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Dans  l«^  cliaiiii)  consKlt'it'.  ces  iiK-yalilcs  seront  vérifiées,  si  Ion 
\érili('  les  siii\anles  : 

l^._.r'|A<  =,       |r-y|.\<i. 

Il  >iiriil  [toiirccla  de  prendre  :r  —  ûr'  el  y  —  j' plus  pelils  en  valeur 

absolue  iiue  — V- 
'       •>.  A 

J2ÎK    La  fonelion  -   est    définie  en  loiil    |)oint   rationnel  (./■,  y)   le! 

que  >-^o.  Pour  quelle  soil  définie  en  lous  les  points  rationnels 
d'un  elinmp  l)orné  C 

a     T     a'.  I>      y  ^  h\ 

il  l'aul  et  il  suffit  que  C  ne  contienne  aucun  point  pour  lequel  y  soil 
nul,  c'est-à-dire  que  Tintervalle  (6,  b')ne  contienne  pas  o,  ou  encore 
que   0  et  b'  soient  difterenls  de  o  et  de  même  signe.  Je  dis  que  la 

fonelion  -  est  iiniformémcnl  continue  clans  un  tel  champ. 

Prenons  un  nombre  y.,  positif,  i-alionnel  et  inférieur  aux  valeurs 
absolues  de  b  et  Z>',  el  un  nombre  positif  rationnel  A  supérieur  aux 
valeurs  absolues  de  «,  a',  b.  b' .  Pour  tout  point  rationnel  du  champ, 


on  a 


la"!  <  A,        ]^<\y\ 


11  s'agit  de  vérifier  la  condition  sui\anle 


qui  s  écrit 


X  X 

y    y 


\^y'—^'y 


\yy 


<e, 


<£. 


Cherchons  à  vérifier  l'inégalité  suivante,  obtenue  en  diminuant  le 
dénominateur  de  la  précédente  : 

I  xy'  —  x' y  I 


1^^ 


<^ 


OU 


\{x—x')y-^x{y'  —  y)\  <  i[xK 
Il  >uffit  de  résoudre  les  inégalités  : 


a-'  I A  <  ^ 


iy-j,-|A<^ 
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On  vtiil  i|ii<'  l;i  («iikIiIioii  >ciii  \('Tilii'c  en   |iirn;iiil  ./■  —  ./'  t'I   r  —  y' 
inl(''n(Mii>  fil  \;ili'iir  iiLmiIih'  ;"i 


A 
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s  30.  Nuii>  nous  |)iii|»(isiins.  ('■hiiil  (Idiim'c  iiiic  lomi  ion  _/'(.?%  j^)  de 
(lrn\  ;iri;iiiiicnls  i;il i(inncl>.  sn|)|)os(''e  uniiornn'-inenl  (îonlinne  dans 
ItMit  <diaiii|t  IxiiiK-  iti'i  elle  se  Ironxc  définie,  de  définir  une  fonc- 
tion h'(.r.  )■)  f/'rfr^tt/)ic/i/s  i/nchoin/iK's,  (jui  soi/  t'gale  à  f{_x^y) 
Cl)  lotit  /loint  r/il lonncl  cl  i/iii,  de  plus,  soil  continue. 

La  fonclion  V  sei";i  (h'finie  en  loiii  |ioinl  (\r„,  i'„)  |)0.ss('danl  la  pro- 
priélé  suivante  :  il  existe  des  noiuhres  a,  a' ,  b^  b'  tels  (|uc  1  on  a 

a  <C.  -T,,  <    (l\  l>     '   Ko  <C  i>'- 

ol  la  foiiclioii   /Csl  (l(''(iiiie  en  lous   les   [xniils  ralionnels  du  clianii)  C, 

défini  par 

't  -^  =  «.',  Il      y     h' . 

Remar(|ii()ns  (|iie.  >"il  sagil  des  fonctions  x -\- y,  x —  r,  xy\  tout 

|J0inl   (vi"o.  )'())   vi-nlie  la  coiulilioM.  S  il   sa<;il   de  la    fonclion-5  loul 

point  (jTo,  jKo)  du  plan  tel  que  .»',)^  o  remplit  la  condition  ;  en  effet, 
étant  donné  un  tel  point,  prenons  deux  nombres  b  et  b'  de  même 
signe  et  tels  que  />  <;  )'o<Cb\  puis  deux  nombres  a.  <?' arbitraires; 
dans  le  eliainp  ainsi  olileim.  la  loMclidii  esl  définie  en  loul  point 
rationnel . 

Cela  étant,  soit  C  le  cliamp  eoriespondanl  à  un  point  (•/'o,_)'u)  M'" 
reni|)lit  la  condition  indiquée.  Rappelons  qu  à  un  nombre  positif 
donné  s,  on  peut  faire  correspondre  un  nondire  a  positif,  tel  que,  pour 
deux  points  i-ationnels  (j'iV),  (x',y')  de  C,  les  conditions 

\x  —  t'\<:x,      \.r—y\<=^ 

entraiiK'iil 

\/(t,  r  )  —f(.r',  y' )  I  <  £. 

On  peut  trouver  une  suite  de  nombres  rationnels  jc, ,  Xo,  ...,.r,;,  ..., 
tendant  vers  .r„  et  une  suite  de  nondires  rationnels  j>^, ,  ^''2,  ...,)'//,  ..., 
tendant  vers  (o;  «ii  '•  ainsi  une  suite  de  points 

(  I  )  (  .r, ,  y^  ),  (  .r..  y-i  1.      ....      i  x„,  y„  ),      ... 

tendant  vers  (.ro.  lo'-  <^>uanti  //  dt'-passe  une  certaine  \aleur.  .1 ,,  fait 
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partie  de  rinlcr\alle  {o,  a'),  Vn  ^^  rinlervallo  (6,  //),  cl  par  suite  le 
point  (.r«,  y'n)  fait  partie  du  champ  C.  Supposons  celle  condition 
remplie  à  partir  du  premier  point,  .le  dis  que  la  suite 

(■>)  ./"••'•i,  .Kl  »•     •••,   /<■>'». y,,),    ... 

a  un<'  limite  quand  n  croit  indéfiniment. 

Kn  ellet.  soit  £  >>  o.  Prenons  un  ut)ml)re  positif  a  qui  corresponde 
à  £  d'après  la  liti  iudi<|U(''e.  Du  fait  que  lOu  a 

lini.r„=:ro,  lim_/„^joi 

résulte,  d'après  le  théorème  I,  i"  (p.  i  ri  )  qu'il  v  a  un  entier  />,  tel 
que  les  conditions 

V->P-        >>/> 
entraînent 

lesquelles  entraînent  elles-mêmes  l'inégalité 

!./■(  J^ii.,  yi>.)—fi-'\-  jKv)  I  < £. 

D'après  le  théorème  1,  a",  ce  fait  exprime  c|ue  la  suite  ('i)  a  une 
limite.  Soit  À  celte  limite. 

Je  dis  qu'elle  reste  la  même  si  l'on  remplace  la  suite  (i)  par  une 
autre  suite  de  points  ralionnels  tendant  vers  (x»^  Vq),  soit 

On  a,  par  hjpothèse, 

D'après  le  théorème  11,  i"  (p.  i()j,  il  y  a  un  entier  p,  lel  que, 
pour  n^p,  on  a 

|a:„  — x;j<a,       \yn  —  y'nK^- 

Ces  conditions  entraînent 

\f(a7,„y„)—/(x„.y'„)\  <  e. 

Comme  la  suite  (a  )  a  une  limite  A,  ceci  exprime,  d'après  le  théo- 
rème 11,  2",  (|ue  la  suite 

a  la  même  liinile  )..  Ce  nombre  À  est  donc  indépendant  de  la  suite 
choisie,  il  ne  dépend  que  de  (57,,,  y^^). 
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l.a  (onction  V  i'ImtcIk'-c.  si  elle  oxislc,  (Icxant  rire  conliniic  en 
(a'„.  i'„  I.  doit  tUre  éj^alc  en  ce  pointa  A.  î\oiis poserons 

Il  laul  niouU'cr  (|ue  la  (onction  I'  ainsi  détinie  xt-rilic  les  conditions 
imposées.  Tout  d'ahord,  si  (^./•„,  id)  est  rationnel,  nous  poiiV(»ns 
prendie,  nue!  que  soit  //.  ./■„=./„,  y„=:  y„.  Ij  est  évident  (pie  Ion  a 
dans  ce  cas  ).  =  fi^jr^.  y,)),   d'où 

donc  F  est  égal  à  j  en  hml  poinl  rntionncl . 

Montrons  maintenant  (|ue,  z  et  y.  avant  la  même  signilication  que 
plus  haut,  pour  deux  points  quelconques  (.r,  ri.  (jr',  j>-')  du  (dianij)  G, 
l(^s  conditions 

U'  — -^'K^.       !.>■— .r'l<a 

entraînent 

\¥(x,y)  -   F(.r',  y  )|ie. 

Kn  elFet,  si  x  est  ditlerenl  de  x\  prenons  une  suite  de  nombres  ra- 
lionnelsx,,  j:^,  ...^x^^  . . .,  tous  compris  entre  r  et  x'  et  tendant 
vers  X,  et  une  suite  de  nombres  rationnels  x\^  x'.^^  . . .,  x\,,  ....  tous 
compris  entre  x  et  x'  et  tendant  vers  x' .  Si  x  est  égal  à  x' ^  prenons 
une  suite  de  nomijres  rationnels,  tous  contenus  dans  l'intervalle  de 
variation  de  r  relatif  au  champ  C,  et  tendant  vers  x  ^  x\  soit  jTi, 
x.y-,  ...,  x„,  ...:  prenons  .r'^^=x„.  En  opérant  de  même  pour  la  va- 
riable jk?  "11  dt'tcrminc  deux  suites  de  points  rationnels  du  champ  C 

{x\,y\),     ...,     (./:;,,7„),      ...; 

la  première  tend  vers  (.r,  y),  la  seconde  vers  {x\  y'),  et  Ion  a,  quel  que 
soit  n, 

I  ^n  —  K  I  <  ^1  i  yu  —  y'u  l<  3£- 

Ceci  entraîne 

\f(:r,.y„)—/l.r„,y'„)\<t. 

(^)uand  n  croît  indéliniment,  d'après  le  théorème  VI  (p.  -to),  le 
premier  membre  a  une  limite  qui  est 

\\\\u/(t,„  y,,)  —  liiu/(j-'„,  j;,)| 
ou 

I  Fi-f,  y^  —  Fi^',y')\^ 
Donc 

\F(x,y)-F(x',y)\^t. 
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Re\enons  an  |uiiiil  (.r,,,  .)'ti  )■  ^i  Ion  a  une  siiilc  (luclconque  de 
points 

(J-|.ri) (-^z;,.),,).       -.. 

tendant  vers  (.r^,  }„),  la  fonction  sera  délinie  en  ces  points,  à  partir 
iliin  certain  lanji.  Je  dis  qur  Ton  a 

liiiiF(.r„,  y„)  =  F(.r„,  j'„). 

Kn  cllcl,  £  et  y.  avant  toujours  la  même  siiinili(;alion,  quand  n  dé- 
passe un  certain  entier,  on  a 

!•'•«— -^0 1  <  a,  |7«— 7o|<=t, 

ce  (pu  entraîne,  d  aprcs  ce  (pu-  Ton  \ient  de  voir. 

I  Pi--^-,,-  .>'//  '—  l'i^i..  ro)|=e, 

et,  comme  s  est  arbitraire,  cela  sii;nilie  <pie 

lim  l-(x,„  Vn  )  =  F(a"n,  J'o  >• 

Donc  la  lonction  F  est  continue  an  point  (j;„,y„^-  C'est  donc  une 
fonction  continue  en  tout  point  où  elle  se  trouve  définie. 

Ainsi  la  fonction  F  est  bien  déterminée  et  remplit  toutes  les  con- 
ditions imposées.  Nous  dirons  que  F  est  /a  fonction  f  étendue,  et  le 
procédé  de  définition  de  F  s' appeMera  p/incipe  d'extension . 

«31.    On  a  \  Il  que  chacune  des  loncUions  d  arguments  rationnels 

I  o 

X 

x^  y,     X —  Y,     XV.     — 

-       •      y 

est  iiniforniénienl  continue  dans  tout  champ  l)orné  où  elle  se  trouve 
définie.  Donc  le  |)rineipe  d'extension  s'applique  à  ces  fonctions,  et 
donne  naissance  à  des  fonctions  d'arguments  quelconques  que  nous 
continuerons  à  désigner  par  les  mêmes  notations  et  à  appeler  somme, 
différence,  produit,  quotient.  Les  trois  premières  sont  définies  pour 
tout  point  (jc,  y);  la  quatrième  est  définie  pour  tout  système  {x,y) 
tel  que  y  ^  o. 

La  définition  de  ces  quatre  fondions  est  nouvelle,  sauf  en  ce  qui 
concerne  x  —  }-. 

Nous  avons,  en  etlét,  de'-lini  précédenunenl  (  n"  14,  |).  lo)  une 
fonction  x — y  d  arguments  quelcoiupu's,  dont  nous  avons  démontré 
qu  elle  est  continue  (  n"  2o,  p.  22)  et  qu'elle  se  r«''duit,  (|uand  x  et  y 
sont  rationnels,  à  la  fonction  définie  par  l'Algèbre  élémentaire.  Ces 
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deux   pr(t[tri(''t(''s  ne  |i()iivaiit   ;i|)|)iirlriiii-  (ju'à   une   seule  foinlion.    la 
|»reini«'re  (iéliiiiliou  eoïncide  a\ec  la  délinition  actuelle. 
ÏA'-<  (juatre  I<mhI  loiis  soiil  cniil  iniir^.  ('"eNl-à-dire  (iiic.  -^i 

<-^'i-.Ki) {:r„,v„),      ... 

est  une  suite  (If  |ioiiil^  Iciidaiil  \  ers  (.i',  >'  ).  les  express  ions  sui\  antes  : 

,.  .  .  .     .        •'■" 

tendent  res|)eeti\einent  \ers 

On  peut  donc  dire  que  /e  rrsullat  c/es  quatre  opérations  de 
l' Arilkmétitiue,  ej/'ccli/res  su/-  deu.r  nombres  r,  y  quelconques^ 
est  la  limite  vers  laquelle  tend  le  résultat  obtenu  en  ejfectuant  la 
même  opération  sur  deux  nombres  x«,  j',,,  tendant  respectiKcment 
vers  les  nombres  donnés. 

Il  convient  de  remarquer  que,  si  Ton  a  une  fonction  de  plusieurs 
variables  et  (jue  l'on  donne  à  certaines  de  ces  variables  des  valeurs 
fixes,  la  fonction  se  réduit  à  une  fonction  des  autres  variables.  Si  la 
première  fonction  est  eonliniie,  la  iioii\elle  fonction  I  est  a  fortiori. 

Signalons  comme  cas    particulur  d  un  (puilient  —  le  cas  de  x^i. 
On  obtient  alors  la  l(uictiou      <  ipii  est  dite  \  inverse  de  y. 

^32.  Fonctions  composées.  —  Soient  x.  y.  ...  des  variables, 
y,  '.i,  ...  des  fonctions  de  x.,  y^  . . .;  y,  '.i,  ...  peuvent  être,  à  leur  tour, 
arguments  dune  nouvelle  fonction  V .  Celle-ci  peut  alors  être  consi- 
dérée comme   une  fonction  <1>  (.r,  y,  ...)  de  o",  r.  ...  par  riiilermé- 

diaire  des  fonctions  /',  ■::, On  dit  que  c'est  une  fonction  composée 

dex,  y,  .... 

Dans  le  cas  dune  seule  variable  indépendante  x  et  d  une  seule 
fonction  intermédiairey',  la  fonction  ¥  eslà'ile  fonction  de  fonction. 

Les  quantités  x  -\-{y  -\-  z)  et  x  [y  -f-  z).,  par  exemple,  sont  fonc- 
tions composées  des  trois  variables  x.,  r,  z  par  l'intermédiaire  des 
fonctions  x  cV y  +  z . 

.Si  f,  -j,  ...  sont  fondions  continues  des  variables  x,y,  ...  et 
si  l  est  fonction  rontinue  de  f,  '.i,  . .  .,  la  fonction 
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est  fonction  continue  de  X,  }\  ...   eu  Un\\    poiiil  où    les    foncliuns 
considérées  se  Irouvent  définies. 

En  ciVel,  soienl  (xo.  .)  o-  •••)  un  |t()inl,  cl 

(.r,.  V,,  .  .  .  I,     (.r.>.  ^,„   .  ..)      (.r„,_K„.  ..  .),      ... 

une  suile  quekuncjiR'  de  points  leudanl  vers  (.r„,  j'o,  ...).   D'après 
riiypollièse,  si  l'on  pose,  pour  n  ^o,  1,2,  . . ., 

F  est  définie  el  conlinuc  pour  tous  les  systèmes  de  v;i leurs  (^  /„,  'v„,  ...). 
Cliaeune  des  fondions  /",  -.p.  ...  étant  continue,  on  a 

lim/„=/«,         liiiicp^^ -fo,         ...; 

F  étant  continue  par  ra[)port  à  y*.  ■■:, il  en  résulte 

limF(/„,o,„  ...)  =  F(/o,<P ), 

ce  qui  s'écrit 

\\m^{x„,  y„,  .  ..)  =  *(a7o,  j'o,  •••); 

cela  exprime  que  la  fonction  <I>(.r,  y\  . . .)  est  continue. 

VIII.  —  Extension  du  calcul  algébrique. 

J33.   Le  calcul  algébrique  comprend  le  calcul  des  égalités  et  le  calcul 
des  inégalités.  Occupons-nous  d'abord  du  premier. 

Le  calcul  algébrique  des  égalités  résulte  d'un  certain  nombre  de 
principes  que  l'on  établit  en  Arithmétique  et  en  Algèbre  élémentaire 
el  qui  peuvent  se  résumer  dans  le  Tableau  suivant  de  formules, 
où  jc,  7',  z  désignent  des  nombres  rationnels  : 

X  -h  y  —  y  -i-  ^. 

cr  -\-  (  y  -^  z  t  —  X  -r-  y  ■+-  z, 

X  -h  O  ^  X, 

X  —  a"  =  o, 
o  —  j-  =  —  X, 

X  —  ( —  y)  z=^  X  —  y, 

—  (—X)  =  .r, 

^y  =  y^-, 

{x  -y-  y)  z  =  xz  -^  yz, 
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X.O  —  (), 

.r.  I  =  .r, 

.r  ( —  jr  )  =  —  .ry, 

^' 

-  =  I  (x  ^  o), 

.T 

X  I 

•*  'M.  Si  deux  fondions  t  l't  f .  ildr^ uiticnts  quelconques  .r,  j)',  ..., 
sont  con/ini/es  et  sont  éi^ales  fwuf  tout  point  rationnel,  elles  sont 
encore  épates  pour  un  point  </uelconque. 

Soil  (./■„•  .>(i-  •••  )  ""  |><>iiil  (|iicl<()iu[iu'.  l'rciious  une  siiile  de  |)i»iiils 
rntifinnels 

(.r,,  j'i,   .,.),      ...,     {x„.y„,  ...j,      ... 

tendant  vers  (.Tu,  }„,  ...).  P;ir  hvpollièse,  on  ;i,  pour  //::=:  i ,  v>,  . . ., 

/(>„,  r„,  .  ..)  =  'i(x„,y„,  ...). 

(hianil  //  croît  indélinimenl,  les  deux  luetiibres,  en  vertu  de  la 
continuité  de  y  et  de  cp,  ont  pour  limites  respectivement y'(xo,  j)'u,  ...) 
et  ',p(x„,  )■„,  ...);  donc  on  a 

Cela  posé,  toutes  les  fonctions  qui  figurent  dans  le  Tableau  pré- 
cédent sont  foncticnis  continues  des  variables  qui  y  entrent,  les  unes 
en  vertu  du  principe  d'extension,  les  auti'es  en  vertu  de  ce  principe 
et  du  tbéorème  relatif  à  la  continuité  des  fonctions  composées;  par 
conséquent  ces  égalités,  valables  quand  les  arguments  ont  des  valeurs 
rationnelles,  sont  encore  valables  quand  ces  arguments  sont  quel- 
conques. 

Ainsi,  toutes  les  régies  du  calcul  algébrique  relatives  aux 
transformations  d'égalités  s'appliquent  aux  nombres  quel- 
conques. 

s.  35.  Calcul  des  inégalités.  —  l.es  règles  fondamentales  du  calcul 
des  inégalités  établies  en  Aritbmétique  et  en  Algèbre  élémentaire  sont 
les  suivantes  : 

De  x^  y  tl  y  ^  z  résulte  ^  >  5, 

De  3"  >  0  résulte  —  x  <  o, 

De  X  >  r  résulte  x  -i-  z  ^  y  -\-  z, 

De  a?  >  ^  et  c  >  o  ié>ulte  xz  >  yz. 
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La  première  rè^le  a  été  élcndue  à  des  lumibres  (|uelconqiies  (n"  6, 
I».  ')) .  La  seconde  résulte  de  la  déliiiition  des  nombres  opposés 
(n"  7,  p.  ()).  Généralisons  la  Iniisirme. 

.*•  el  y  étant  deux  nombres  quelconques,  soit  x  >>  y.  D'après  la 
(U'Iinition  de  la  difT<''rence  (n"  I  i,  p.  lo),  cette  inégalité  entraîne 

j-  —  y  >  o, 
ce  (Mii  peut  s'écrire,  d'après  le  calcul  des  égalités  étendu, 

d'où  résulte 

Etendons  de  uième  la  (piatrièuic  règle.  Montrons  d'abord  que  le 
produit  de  deux  nombres  positifs  rjuclconques  .r,  y  esl  \)o^\l\ï.  Pre- 
nons deux  suites  croissantes  de  nombres  rationnels  posiLif s 

J'i  <^  J"2  '^  •  •  •  <^  ^11  "^  •  •  • 

tendant  vers  x  el 

y\<yi<--<yn<--- 

tendant  vers  y.  On  a 

^'/i}'ii'^  o,       X  II  y  II  <C  -^'/j-f-i  yn-\-i  j 

donc  x„y„  tend  en  croissant  \ers  xy.  Donc  on  a  xy'^  o. 
Cela  étant,  reseiions  aux  inégalités 

^>  y-:        2  >  o. 

De  X  >  Y  résulte  x  —  y  ^  u,  d'où,  d'après  ce  qui  précède, 

(x  —  y)  z  >  o, 

ce  qui  s'écrit,  d'après  le  calcul  des  égalité-s  étendu, 

xz  —  yz  >■  o 
OU 

xz  >  yz. 

\insi,  le  calcul  algéhriquc  relatif  aux  transformations  d'éga- 
lit('s  et  (V inégalités  par  addition^  soustraction ,  multiplication^ 
diiision,  se  trouve  étendu  aux  nombres  c/uelconcjues. 

M.'Mi.  Si  X,  y,  z.  ...  sont  des  variables,  en  ellécluant  sur  ces  variables 
et  sur  des  nombres  «,  6,  c,  ...  les  opérations  d'addition,  de  sous- 
traction el  de  multiplication,  on  obtient  des  polynômes  par  raj)port 
3  •^-  y'i  ^-  •  ■  •• 
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\ii\  flleclii.inl  (  »•<  u|)(i;iliiiiis  cl  «'M  oiili»'  I  (»|)(i;iln)ii  di;  diMsiou, 
on  uhlienl  »lrs  f'rr/cfio/is  nil inmiflli's.  I  unie  fViiclion  ralionuelle 
en  ./■.  )'.  c.  ...  |ieul  rVn-  <  iiii>i(l<'i(''c  (•(uninc  loiiclKin  coinitosér  des 
\;iri;il)lcs  .r.  r,  r-.  .  .  .  .i\  ce  ii  n  ccihii  n  iioinhic  d  i  niri  MH'ili.iirfs.  cliiKjiif 
lunditin  inhM  iiiidiiiirr  <t;inl  ulilcniic  t-n  illccl  ii.ml  I  une  do  (|u;ilrc 
0|)friitiiin>  .inllinicl  Kjiit's  -<iir  d  iinli'o  InnclKtn^  inltinii-diiiiic^ . 
l/a|)|)li('alMiii  dn  lliiMntnii-  ilo  l(inr|ion->  cdMiiiosi-es  i  |».  :>.{))  niDnlii; 
(lu  Une  (laitntn  lalntnnelle  en  ./•.  »'.  z.  .  .  .  csl  ionilion  contiinu' 
de  ./■.    )'.  c,  ...  «-n  II  Mil  I  II  II  ni  on  clic  csl  (h'-linlc. 

Si  II.  \- ■stnil  tics  Jonci ions  continues  de  certaines  variables 

./•.  r.  - toute  frrtction  rationnelle  en  u,  k,  . . .  est  fonction  con- 
tinue tic  .r.  V.  c-,  ...;  cela  résulte  du  lliéorènie  des  fonctions  c.oni- 
i)OS(''es.    l-^n   |>ai'tirulier.  la  somme,  le  produit,  le  tjuotient  de  deux 

fonctions    continues    de    ./•,    r.    c vo///   fonctions    continues 

de  j  \  )'.  c-,  .... 

IX.  —  Grandeurs  concrètes. 

.137.  La  notion  de  noiiil)!*'  irrationnel  et  le  calcul  de  ces  nombres 
avant  été  ('■tudiés  par  une  voie  purement  anahtupie.  il  v  a  lieu  d  exa- 
miner de  quelle  manière  et  s()u>  (pielles  conditions  ces  notion^ 
sadaplenl  à  Iclude  des  grandeurs  eoncrèles,  géométriques  ou  pliv- 
siques,  telles  que  longueur  reeli ligne,  angle,  durée,  etc. 

lùanl  donnée  une  espèce  de  grandeurs  déterminée,  nous  dirons 
<|ne  cette  espèce  de  grandeurs  est  mesurable  si  elle  satisfait  aux  con- 
ditions suivantes  : 

(Jn  sait  ce  que  c Csl  que  deux  grandeurs  égales,  (jii  une  grandeur 
plus  grande  qii  une  autre,  qu'une  grandeur  égale  à  la  somme  de 
plusieurs  autres  A,  B,  C,  grandeur  que  nous  représentons  par 
A  ^  B  -H  G. 

Si  Ton  a  deu\  grandeurs  A,  B,  telles  que  \  >•  15.  il  existe  une 
grandeur  G  telle  que  A  est  égale  à  la  somme  de  B  et  G.  La  grandeur  G 
ainsi  définie  se  représente  par  A  —  B. 

iJe  plu?,  les  notions  d  éi;alile.  de  comparaison,  d  addition  et  de 
sonstractitin  sont  telles  (ju  elles  satisfont  aux  conditions  qui  régissent 
les  ncjtions  analogues  relatives  aux  nombres  aiitliimtiques. 

Car  exemple,  de  A>B  et  B>G  résulte  V  >  G,  de  A>B 
résulte  A  H-  C  >  B  -^  G. 

l  ne  grandeur  A  peul  être  divisée  en  //  parties  ('-gales,  c  esl-à-dirc 
»ju  il  existe  une  grandeur  A,,  telle  (jue  A  est  égale  à  la  somme  de 
B.  3 
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/?   <;randeiirs  »'i;ali's  à    \,.  On  «lit  t|iu'  A,   esl  la  //"""   parlic  de  A  et 
Ion  i'-(M"il 

A,  —  -  ■.  "u  A  —  //  \|. 


l-.laiil  (lomu'cs  driix  i;iaiidi'iirs  A.   B.  \\   v  a   un  cntiri'  p  tel  que  la 
^ramleur />li  esl  |)liis  i;rande  que  A  (axiome  d"  \i(diinirde  ). 

On    en   d»'duil   qu'c-lant   données   deux  grandeurs   A,    H,    on   peul 

trouver    un   entier   /)    tel   (lue  —   soit   inférieure   à    B.   Imi    ellel,    pre- 

non>    //    lel    que    la    iirandeur    // l>  soil    |)lu>  i;rande  (|ue    V.    I^a   i;ran- 

deui-   V'=  —  est  inférieure  à  B,  ear.  si  l'on  a\ail  A'    B.  la  somme  de 
n 

/i  grandeurs  égales  à  A',  c'est-à-dire  A,  serait,  d'a|)rès  les  liypothèses 

relatives  à  l'addition   des   inégalités  entre  grandeurs,  supérieure  <»ii 

égale  à    la   grandeui-  /H),  ronlrairenienl  au   lail  que  /?  H  >>  V. 

38.  Coni/ini-aison  de  deux  grandeurs  de  m<'me  espèce.  —  Soient 
A  et  B  deux  grandeurs  de  même  espèee.  Prenons  un  entier  n  et  eon- 

sidérons  les  grandeurs  -»    2-»    3-?    ••••    Nous   admettons    (axiome 

n         n         II 

d'Arehimède)  qu'il  existe  des  grandeurs  dr  cette  suite  supérieures  à  A. 

Alors,  ou  bien  A  est  égale  à  une  des  grandeurs  de  la  suite,  ou  bien 

est  comprise  entre  deux  grandeurs  consécutives.  En  tout  cas,  il  y  a 

un  entier/?  tel  que  I  on  a 

B  ^  ,  H 

/^-    =:A<(/V   -e    Ij-- 


Les  niuiibres  fractionnaires  — ?  - — - —  ainsi  définis  sont  dits  mesures 

n         n 

a//p/oc/iées  de  A  à  -  près,  par  défaut  et  par  excès,  quand  on 

prend  B  pour  unité. 

Faisons  /;  :=  1 ,  y,  3,  ...;  considérons  lensendile  a  des  mesures 
approchées  par  défaut  et  l'enseml)le  ^i  des  mesures  approchées  par 
excès.  Ces  ensembles  possèdent  les  propriétés  suivantes  : 

1°  Tout  nondjre  -  de  a  est  inférieur  ou  éiial  à  tout  nombre  ^  de  [i. 
n  ^  n  ' 

En  eU'el,  on  a 

B      ,  B 

P  -^^^  <fj  -■ 
n  n 

Si  nous  divisons  B  en  nn'  |)arties  égales,  la  grandeur  />—  est  égale 
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î\  fin    lit'  ces   [);irlic>.    la   maiidcii  r  y—    ol   ('■;;al('  à   ifri   i\o   ces  pai'lies. 

La  srconilc  l'Iaiil    plus   i;raM(l<'  (|iit'  la    |iit'iniri('.  du   a   (ili  ~^  jtn\   cesl- 

a-.lirr    ^^  <  ^,  ■ 

>"  (  hirl  que  si)it  le  n<)iiil)ir  posilif  î,  il  existe  un  iimnlue  «Je  a  el 
un  nduilnc  de   i  diHV'ranl  enli'e  eux  de  moins  de  s. 

Va\  «'llel.  le  nonil)re        de  a  el  le  nuudir»'  ~ de  'j  diffèreni  de  -, 

/'  //  '  n 

«|ui  ('--1   inici'ifur  à  £  si  I  on  a  //  >  -  • 

De  res  deux  |»i-o|)rit''lés  résulte  i  n"  17,  p.  i  \)  (\\x  il  y  a  un  nombre 
(li'tcrnunr  ).  qui  est  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  mesures 
approchées  par  défaut  et  borne  inférieure  de  l'ensemble  des  me- 
sures approchées  par  excès.  Ce  nombre  a  est  dit  la  mesure  exacte 
de   V  quand  on  prend  \ipour  unité  ou  encore  le  rapport  de  A  à  B. 

3îl.  Plaçons-nous  à  un  point  de  vue  en  quelque  sorte  réciproque. 
Dans  lespèee  de  grandeurs  considérée,  choisissons-en  une  U  que 
nous  appellerons  unité.  On  peut  former  des  grandeurs  égales  à  U, 

2  L ,  . .  . ,  o  L  .  ...  e  l  a  —  )   -,   •  •  •  1  —,  •  •  •  • 

'  \       .1  n 

Foriniins   la    grandeur  éyale    à    />    lois    la    «^landcui-       ;   sa    mesure 

€st  —,  et  nous  pouvons  la  désii;ner  par  —  L. 
n  ^  ^  '        « 

Remartiuons  que,  si  -  =  ^,  les  Ki'''ii<leurs  —  l    et  — ,  U   sont  iden- 
'  ^  /i  /i  ^  n  n 

ti(|ues,  car  loules  deux  sont  égales  à  pn' ^=  p  n  fois  la  i;randeur  — ,• 
1  ^11  'un 

Si    Ton   a    -  <;  '—r^    la    "randeur   —  L     est    plus    petite   fuie    la    iiran- 

deui-  ^U,  car  la  première  est  égale  à  pn'  fois,  la  seconde  à  p' n  lois  la 

i^randeur  — r  • 
'^  nn 

En  résumé,  à  tout  nombre  posilil  rationnel  a  correspond  une 
grandeur  de  mesure  a,  et  ces  grandeurs  sont  entre  elles  dans  le  même 
ordre  de  grandeur*  relatif  que  les  nombres  qui  les  mesurent. 

Soit  maintenant  A  un  nombre  positif  irrationnel.  Soit  G)  l'ensemble 
des  grandeurs  mesurées  par  les  nombres  rationnels  inférieurs  à  À,  et 
soit  Gj  l'ensemble  des  gran(lriii>  mesurées  par  les  nombres  rationnels 
supérieurs  à  A. 

D  après  ce  qui  précètle,  toute  grandeur  (i,  e>l  plus  |)elite  que  toute 
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i^iaiitlciir  (  i_,.    Dr  plus,  soil   H  une  grandeur  de  l'espèce  considérée: 

(in   peul    lrou\er   une  i^ranilenr  (j,  et  une  grandeur  (io  leiles  (pie  la 

t;randcui-  dilIV'ienre  (j-..  —  G,    S(jil  inférieure  à   H.    Kn  eflel,  prencnis 

1  U         ,,         •     /'  I         I  I   '      1     -^    '    '        > 

un  cnlier  /i  Ici  (lue  —  «C  h  ;  suit  —  la  \aleur  appiocliee  de  A  a  -  près 

iiar  (N'taiil.  Les  deux  yi-andeurs  —  l    el L  font  partie,  la  prenii(M-e 

'  '  n  n  '  ' 

(le  (  "i , .  la  ^ee(Ui(le  de  (1.,  et  ont  pnur  dillc'rence  —  >  inférieui-c  à  !>. 
"  '  /i 

Su|>p(is(ins  (pi  il   existe   une   grandeui-   (  "i    mesurée   par   le   nombre 

il  rationnel    A.    Soient    /i    un   (Mitier  el    -    la    valeur  approcli<'e   de  ). 

n  '  ' 

,     i        ,  I   r     ■     I  I  U        IJ  U  .  , 

a  —  pre.>  par  detaul.    Les  grandeurs  —,  2  — >  •  •  • -,  n—-,  cpii  sont  parmi 
/j   '  '  °  n         II  '    n      ^  ' 

les  grandeurs  (i,,  sont  plus  petites  que  (i,  car—  est  la  mesure  appro- 
cln-e  de  (i  à   -  |)r("'S  par  défaut     Au   contraire,  les  grandeurs U, 

l  .....  (|ui    sont    |)armi    les   grandeurs   (î^-    sont   plu>   grandes 

(|ue  G.  Donnons  à  n  toutes  les  \aleurs  entières;  nous  obtiendrons, 
d  une  |)art.  toutes  les  grandeurs  (i,.  d  autre  |)arl.  tout«:s  les  gran- 
deurs Gol  ainsi  (i  est  sujjérieure  aux  premières  et  inférieure  aux 
secondes. 

Il  ne  peut  exister  deux  grandeurs  G  et  G'  dillérentes  satisfaisant 
à  la  condition  d'être  supérieures  à  toutes  les  grandeurs  G),  infé- 
rieures à  toutes  les  grandeurs  Gj.  En  efl'et,  soit  G  <;  G' ;  toute  gran- 
deur Go  devant  être  plus  grande  que  G',  et  toute  grandeur  (j,  devant 
('■tre  plu>  petite  que  (j,  toute  grandeur  Gj  —  G|  serait  au  moins  égale 
à  la  grandeur  (j'  —  G,  ce  qui  contredirait  un  résultat  précédent. 

Axiome  de  continuité.  —  iNous  supposons  que  l'espèce  de  gran- 
deurs considérée  satisfait  aux  conditions  du  n"  37  et  en  outre  à 
cette  nou\elle  condition  :  //  existe  e (fectivenient  une  grandeur-  G, 
supérieure  à  toutes  les  gra/n/eurs  (j,  et  inférieure  à  toutes  les 
grandeurs  G^.  c' est-à-dire  une  grandeur  (  i  ntesurée par  le  nombre 
irrationnel  ).. 

Dans  ces  conditKjns,  tout  nomlu-e  positif  est  la  mesure  d'une  gran- 
deur de  1  espèce  considérée,  et  ces  grandeurs  sont  entre  elles  dans  le 
même  cn-dre  de  grandeur  relatif  que  leurs  mesures. 

De  telles  grandeurs  sont  dites  grandeurs  continues  mesurables. 

40.    Lne  unité  L'  étant  fixée,  la  somme  de  deux  graudeurs  con- 


I\.    —     (.ItA.Mir.l  us    CONCHKTKS.  Sj 

li/ii(i's  mesurables  (1.  (1    a  i><iiir  incsiin-  lu  somme  des  nombres  / 
et  /.'  tjui  mesurent  (i  et  (i'. 

Lt-   liiil   ;i    lieu   (|ii,iii(l    /.   cl    /,'  xiiil    i-.(li(iiuifU.  (Mf.  M    I  <tii   rrdiiit  ;iii 

I  -  I  I  I     •  '  ,         ■  -  P     '  I         P      i 

même  ilt'iKUiiiiiiilciii    les  \:ilciii>  (le  /,   cl    /.  .   m»iciiI    /.  ^=  — ^    A  = la 

//  // 

iiiiiudciir  (î  est  ('^iilc  ;i  />  lui>  la  :;riiii(lciii-   --  hi   "randctir  (î    c-«l  éyale 
'  '  Il  ' 

■A  p'  lois  la  i;i'aiulcui-  —  •   (j  -j- (j'esl  «lune  «'-^alc  à  ( /y -h /?')  f"is  la  j^ran- 

(Iciii-  —  ;  (Idiic  sa   incsiirc  esl  =  ).  -|-  ).'. 

n  n 

Sn|)jj()suns   iiiamlciiaiil  A  el  /.'  (Hiclcoiujiics.   l'rcnous  ilcs  udiiiUics 

ralionnels  a.  'i.  %  .  '^J  Icls  (|ii<'  a  <  A  <  ^i.   a'<  a'<  y. 

Sôiciil    \  cl    \'  lc>  i;ian(lciiis  iiicsun'cs  |);ii-  a  el  a  .  On  a 

A  <  G,         A'<G', 
(i  o  ù 

A  -f-  A'  <  G  +  G'. 

Donc  la  mesure  'x  de  ii  -1-  (i'  esl  supi  rieiiie  à  la  mesure  de  V  -h  A', 
t|ui  esl  'j. -^  a'.  iJe  même  on  montre  que  jjl  esl  inférieure  à  j  H- |il'. 
Les  nondires  A  -h  a'  el  u.  sont  eompris  enlie  v.  J-  a'  et  j  -|-  ^i'.  donl  la 
dillérenee  peul  èlre  rendue  aussi  petite  que  I  f)n  veut.  (Jn  a  donc 

a  =  X  -H  /'. 

La  |)roposition  sélend  au  cas  d  un  nombre  quelconque  de  grandeurs. 

Il  en  résulte  aussi  fpie,  si  Ion  a  deux  yramleui-s  fi  et  (V.  telles  que 
G  <C  Cï''  mesurées  par  les  nondjres  "a  el  a',  le  nombre  (jui  mesure 
(V  —  (i  esl  éijal  à  a'  —  A. 

il.  llemarcpious  cpie  les  uoudjrcs  posilil>  pctsscdent  toutes  les 
propriélés  des  «grandeurs  continues  mesurables. 

Soient  deux   nombres  positifs  a  el  b.  Le  rapport  de  a  à  b  est  le 

quotient  -j-   Ln   ellet,    dabord    la    /?"""    partie  de   b.    dc\ant  «'tie   un 

nombie  qui.  niulli|)ii(''   par//.    iepr(»duisc  /y.  est   -.  La  mesure  a[)pro- 

cliée  i)ar  défaut   de  a  à    —  i)rcs,   b  étant    I  iiiiilt',  est  le  nombre    -j    lel 
'  /*    '  n 

que 


P 

on  en  d<-(luil 


P  -  -^a  <\  fj  ~-  I1-; 
'   n  II 


n     b 
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Crilf   douille  iiK^-'iiliU'  iiioutrc  tiiK-  y  est    ht  hoi-nc  suiiéiuMire  des 

lumiltres  -  el  la    borne   iiilV-rlenr**  des  noinbies  ^- Donc -,  est   la 

n  n  h 

mesure   exacle   de  a   (|iiaiid    on   prend    h    pour    unilé,    on    encore   le 

lapporl  lie  ci  à  h. 

Vl.  (i/y//i(/(-(/rs  p/'opo/tfo/i/icllrs.  —  Supposons  cpi  on  ail  deux 
iiiandenrs  variables  V,  B,  (res|)èces  dillerentes  ou  non.  mais  toutes 
deux  eonlinues  mesurables  el  se  correspondanl  de  telle  inani«''re  que  : 

i"  \  i\enx  élats  identiques  de  A  correspondent  deux  étals  iden- 
tiques de  B; 

a"  A  la  somme  de  deux  états  de  A  correspond  la  somme  des  deux 
états  correspondants  de  B. 

Soient  A| ,  Ao  deux  états  de  \,  elsoii  V,  >■  A^.  Les  étals  correspon- 
dants B,  et  B.j  de  H  sont  tels  que  l'on  a  B,  >>  Bo.  En  ellel,  il  existe 
une  grandeur  A, —  V^  telle  que  V,  est  la  somme  de  A,  —  Vo  et 
de  Ao.  A  cette  grandeur  doit  correspondre  un  étal  de  B  qui,  ajouté 
à  Bj,  donne  15),  on  a  donc  B,  >>  B^. 

Cela  posé,  prenons,  parmi  les  grandeurs  \,  un  état  de  grandeur 
déterminé  \(  pour  unité.  Prenons  pour  unité,  dans  les  grandeurs  B, 

la  grandeur  B,  qui  correspond   à  A,.  Remarcjuons  qu'à  —■>  n  (Hanl 

entier,    correspond    une    grandeur    B,    (pu,    nmllipliée    par    n,    doit 

donner  B,,   correspondant  à    V,;    donc  B,  :=    -;  donc  à  —  corres- 

pond  —  et  à  />  — -  correspond  p  —  ,  quels  que  soient  les  entiers  />  el  n . 

Soient  Vo  un  étal  de  la  grandeur  V,  a  sa  mesure,  Bj  l'étal  cor- 
respondant de  B.  Je  dis  que  la  mesure  de  Bo,  lorsqu'on  |)rend  B, 
pour  unité,  est  À. 

Pour  montrer  que  ces  deux  mesures  exactes  sont  égales,  il  suffît  de 

montrer  que  les  mesures  approchées  à  -  j>rès  par  défaut  sont  égales. 


n 
I 
n 


(piel  que  soit  n.  La  mesure  approchée  à  -  près  par  défaut  de  Aa   est 
le  nombre  -,  tel  que 


'-  a,î;  A,  <' A,- 

n  '  n 


De  là  résulte,  poui-  les  grandeurs  correspondantes, 


/-^B,<B,<^-i:i:-lB, 
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l)(iiic  -    fxl    hi    iiM'^iiif   ;i|i|)ii)(li('f  il        \)vr>   |>;ii'  •l<l;ml    ilc    l!,. 
/(  '  '  n   '  ' 

\m--i.  (If'iix  (''l;il>  ((int-spondaiils  des  j;iaii( leurs  V  ri  Ij  oui  inèiiio 
iiioiur.  \\n  (liiiilics  trrines.  /r  /ftpporl  dr  ih'Aix  étals  de  grandeur 
A  est  égal  au  rapport  des  dcu.r  états  de  graitdeur  li  correspon- 
dants. On  dit  (jiic  les  j;rand('iii>  \  cl  \\  vaiicnt  proportionnellement 
ou  sont  propnrtionnelles. 

V.\.  (' h(tn genienl  d' unité.  —  S(»il  une  j;riiiid('iii-  \  \arl;d)lc.  l-'alsnas 
choix  (111110  iiiiiU-  L  dans  ecllc  espèce  de  ji;randeiirs,  el  soil  a  la  mesure 
de  A.  A  et  a  sont  deux  i;randeurs  (|ui  se  correspondent.  Elles  sont 
proportioiiMflles,  cai"  à  deux  ('lais  identiques  de  V  correspondent 
deux  mesures  égales,  el  à  la  somme  de  deux  ('lats  de  A  correspond 
|)Our  a  la  somme  des  mesures  de  ces  deux  (-tais.  Par  suite,  si  nous 
d('-sii;nons  p,ir  A,  et  V^  deux  étals  de  A.  paiw/,  cl  a-,  les  nomlires 
(pii  le.->  mesurent,  le  rappoit  de    \.j  à    \,  est  ('"^al  au  rapporl  de/7o  à  «,  , 

c'esl-à-dire  au  (juoliciil  — •  <  )n  peut  donc  ('■cnre 

r,  1      i     .    .  raniiort  de  A.,  à  U 

Ra|)|)<irt  <!.;  A.  a  A,  =  — LJ —  -  .  ,   • 

rapport  de  A|  a  U 

C'est  le  théorème  du  changement  d^ unité. 


X.  —  Relations  entre  l'Analyse  et  la  Géométrie. 

li.  Les  «généralités  (|ui  \ieiinent  d  ('lie  ('-lablies  sur  les  grandeurs 
concrètes  s'appli(|uent  en  j^articulier  aux  ii,randeurs  étudiées  en 
(jréomélrie,  par  exemple  aux  longueurs  rectilignes,  aux  angles,  aux 
aire>  polygonales.  I3e  même,  sur  un  cercle  déterminé,  el  indépen- 
damment de  la  notion  de  longueur  de  la  circonférence,  on  peut  définir 
1  égalit('-  de  deux  arcs,  un  arc  somme  de  deux  autres:  cela  sullil  pour 
(pie  1  (tn  |niisse  considérer  la  grandeur  arc  de  cercle  sur  un  cercle 
délermin(''  comme  continue  mesurable. 

La  notion  de  rapport  de  deux  grandeurs  de  m('me  espèce,  le 
tln-orème  des  grandeurs  proportionnelles  sont  utilisés  dans  des  théo- 
rèmes fondamentaux  de  la  (jéom(''lrie.  à  saNoir  le  théorème  sur  la 
mesure  des  angles  au  centre,  le  th(''or('nic  des  segmenls  interceptés 
par  deux  sécaulo  sur  des  paralh-ics.  ic>  llicoièmes  reialilV  à  la  mesure 
des  aires  des  rectangles  avant  une  diuieiisi(jn  commune,  des  volumes 
des   paralléh'pipèdes  ayant  deux  dimensions  comuiunes.  Toutes   les 
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rclallons  de  la  (ié«»iiiélrie  (|u  <»ii  pciil  ■.\\)^)c\rv  /nr/z/qi/es,  c'esl-à-dire 
on  inl(M\  icnnont  des  ra|)|>t»ils  de  i;i  andciiis  de  iiièiiic  es|)rcc.  s'aj)- 
pnicnl  sur  CCS  ihcort-mcs  fondamentaux. 

(^Miaud  on  dcuiouirc.  par  exemple,  (pic  le  i-.ippoil  i\c  deux  ani;les 
au  cenlre  csl  ei;al  au  lappoii  ties  ares  ooncspondanls.  le  llicorcme  d<'s 
î;raudeurs  propoiliouncllc^  t'iahlil  le  tail  daii>  loule  >a  iii'iu'ralilé  une 
loi>  (pi  on  a  il(''ui()nlri''  par  voie  |>iiremenl  i;(''omél lupic  (|iic  les  deux 
eondili(tns  fondamenlales  de  la  piojjovtionnalilé  sont  réalisées. 

Kn  n'suuu',  loule  la  (léométrie  élémentaire  esl  fondée  sur  ses 
méthodes  |)ropres  et  sur  le  ili(''orème  des  j^randeuis  proj^orlionnelles. 

On  \tnl  le  r(Mc  (pic  puicnl  en  (  u'oinélne  les  nombres  ralionnelsel 
irrationnels  arilhm<''l!(|ues.  i^es  iiond)res  n(''i;alils  ou  nuls  intei\  iennent 
ensuite  (piand  on  introduit  les  notions  d'axe,  de  segment  dirigé,  de 
sens  de  rotation,  ele. 

Nous  a\ons  fait  remai(picr  plii>  liaul  (pie  la  lliéorie  delà  mesure 
des  grandeurs  permet  de  eom|)arer  deux  arc>  d  un  même  cercle,  mais 
non  pas  deux  arcs  sur  des  cercles  ditterents,  ou  un  arc  de  cercle  et 
un  segment  reetiligne.  Pour  arri\er  à  eUecluer  cette  comparaison,  il 
faut  définir  la  longueur  de  la  circonférence.  Les  raisonnements  faits 
en  (léométiie  |)our  dc'finir  la  longueur  d'une  circonférence  peuvent 
se  résumer  ainsi  :  on  démontre  (|uc,  si  Ton  considère  d  une  |)ait  tous 
les  j)olygones  réguliers  inscrits  possibles,  dont  on  désigne  les  j>éri- 
mè'lres  par  />,  d'autre  |)art  tous  les  polygones  réguliers  circonscrits 
possibles,  dont  on  désigne  les  périmètres  par  P, 

i"   Tout  nombre//  est  plus  |)etit  (pie  loiit  nombre  P: 

2"  (  )n  peut  trou\er  deux  nombres  /)  cl  I*  d(»nl  la  diflérence  soil 
inférieure  à  un  nombre  donné  £. 

On  appelle  loii<:ii('ui  /le  la  circonférence  le  noml)re  détermini'-  / 
qui  est  borne  supérieure  de  l'ensemble  (Jes  nombres/)  et  borne  infV'- 
rieiire  de  1  ensemble  des  nombres  P. 

La  longueur  dune  circonférence,  et  par  suite  celle  d'un  arc  de 
cil-conférence,  étant  une  notion  acquise,  on  définit  les  fonctions 
sinus  et  cosinus,  à  l'aide  desquelles  on  construit  la  Trigonométrie. 

Lnfin,  la  Géométrie  analytique,  considérée  à  ce  point  de  vue,  est  un 
ensemble  de  théorèmes  et  de  propriété-s  (|ui  sont  des  combinaisons 
de  certaines  relations  métriques. 

En  résuim',  la  G('ométrie.  la  Trigonométrie,  la  Géométrie  analytique 
utilisent  rAiitliiii('ii(jue  et  T  Analyse  pour  l'étude  des  propriétés 
gé(jmétriqiies.  Léciproqueuienl,  la  Géométrie  esl  utile  pour  l'Analyse 
de  plusieurs  manières.   Elle   fournit  des  rejvrésenlations  simples  de 
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r»'>ulliil>  .iii.il  \  I  ii|ii(>..  s(tii\<'iil  iiii^'^i  iiii  l;iiii;;ii;<^  r;i|)i(lr  ri  cuiiiiiioilr. 
Klllin.  l'Ile  iiiiiiil  rr  I  ('\i>l('li(<'  (le  c  <'il;iiiic->  (mu  I  ioii^  Mlii[>lcs.  <(»IIIIIU" 
N'S  Irtiiclioiis  SIM  ./■  cl  vn>.i\  iiiii.  ruiiiiiK-  liiiii>  le  \criniiN.  |i>ii('iil  un 
l'<M('  I  iii|)i>i't;iiil   en    \ii;il\>r   [Mire. 

i.').  Si  I  nii  cniisKlri  (•  lui  >\  >l<iiie  i  le  dfilV  \  .1 1  i;i  l)U'>  ^^  J',  <»M  >iill 
coiiimcul.  CM  coiirtlniiuces  (•arlcsiciiiic>  |i;ir  c\ciii|)lc,  (»ii  (;iil  corics- 
|iontlrc  il  luul  svslciiie  (j^,  )' )  un  |m)IiiI  du  phiu.  ( '.elle  rcpin-sculatioii 
e>l  iililc.  >(Ul  (|uc  I  lia  coiisidcic  une  tic'-  \arial)lc.s,  )'.  par  cvciiiplc 
ciMiiiiic  fonclioii  tic  ,/•.  «ioit  (iiir  I  «m  coiisidcic  les  deux  \  aiialjle'.> 
(•«miMic  indcpciidanles.  (  )ii  a  di-s  ic^ullaN  analogues  t]iiaiid  il  s  aijil 
de  lioi^  \arlal)les  .r.  1',  c-,  soii  (juc  ::  ■>(iii  Iducliou  de  x  cl  y,  soil  que 
les  liuis  \arial)les  soient  iMdé|teiidanlc^. 

l'ar  une  exlension  de  lani;ai;e  suu\enl  eoiniuode,  un  lail  la  eon- 
vcnti(tn  >ui\anle  : /i  ('lant  un  enlicr  (|uelcon(|uc.  supérieur  ou  nonà.^, 
on  (I  II  (|ii  un  -^vslèllle  de  \  alcur^  a  llriltu('-e.s  i'i  //  \  ;irial)les  .r, ,  j:^, . . .,  An 
conslilue  un  poinl  de  {'(^spdcc  à  n  dimensions  (\„.  (lel  espace  esl 
1  ensenilde  de  lous  les  points  ainsi  conçus. 

On  appelle  sphère  de  centre  («i,  a> (t,i}  el  de  rayon  0,  (ian> 

r(.'S|)ace  à  n  diiiiensions,  Tenseinhle  de>  points  (x,,  ^o»  ••  -i  ^n)  ^^^^ 
<pie   I  on  a 

X(^/  —  a,)-  =  p-. 

L  intcTieur  de  la  splièie  esl  I  en><iiil)le  t\('^  poiiil->  pour  le^tpiels 
on  a 

U).  l'.nsenddcs  de  points  —  iJaus  I  (jspace  à  //  diincnsious,  on  dil 
quun  ensemble  de  points  est  borné  si  lensenihle  des  valeurs  des 
coordonnt'cs  de  tous  ses  points  est  horné. 

On  dit  (j^u  it  ne  suite  de  points  A,,  Ao, .  .  . ,  A^.  . . .  tend  vers  le  point 
limite  \„  si  chacune  des  coordonnées  de  hp  tend  vers  la  coor- 
donnée correspondante  de  Ay.  On  reconnaît  (|ue  cette  propriétt' 
peut  encore  se  traduire  par  le  fait  sui\ant  :  quel  que  soit  s  >  o,  les 
|joinl>  de  la  suite  A, .  V^,  ...,  A^,, . .  soûl,  (pi.ind/y  de|)asse  une  cerlaine 
\aleur,  conq)iis  à  I  intérieur  de  la  sphère  de  centre  Ay  et  de  rajon  o. 

I)ans  I  espa(;e  à // «liincnsions  (i,<,  on  dit  (pi  un  ensend)le  de  [)oints  E 
ti>[  fer/né  si,  étant  donn(''e  une  suite  de  points  quelconques  <lc  1"^, 

A,.     A,,     ....      A, 

avant   pour  liiiiilc   un    point    A„,  ce  point   A„    tait   ()arlie   de    \i.    Par 
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exemple,  d.ius  l'espace  à  une  dimension,  un  iiilerxalle  [a,  b)^  extré- 
mités co/n/i/iscs,  eonstilue  un  ensemble  fermé.  Au  contraire,  l'en- 
semlile  des  \aleurs  de  x  telles  (pie  a  <;  .r  ^ />  n'est  pas  fermé,  car  on 
peut  pieudi'c  une  suite  de  valeui's  de  .r  de  I  inler\alle  tendant  vers  rt, 
qui  ne  fait  pas  partie  de  l'ensemble. 

L'intervalle  (a^x  <i-{-^)  est  un  ensemble  fermé. 

Étant  donnée  une  circonférence  dans  un  plan,  l'ensemble  des  |)oints 
inii'rieurs  et  des  points  situés  sur  la  courbe  est  un  ensemble  fermé. 
Au  contraire,  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  la  (circonférence 
n'est  pas  fermé. 

47.  Si\  dans  l'espace  à  n  dimensions  constitué  par  les  varia- 
bles x,  y,.. .,  un  ensemble  de  points  E,  borné,  contient  une  infinité 
de  points,  il  y  a  au  moins  un  point  \o,  de  coordonnées x^^y a,  ..., 
tel  que,  rptel  que  soit  z  positif,  le  champ 

contient  une  infinité  de  points  de  E. 

Comme  E  est  borné,  on  peut  trou\er  un  champ  C 
a%x^a\         b^y^b\         .... 

contenant  tous  les  points  de  E.  Partageons  C  en  2"  champs  partiels^ 
chacun  d'eux  s'obtenant  en  remplaçant  l'intervalle  de  variation  («,  a') 

1                •              [       a  -\-  d  \          ■             f  a  -\-  a'       i\       ^         ,         ^    ,  , 

de  X.  soit  par  (  «, l^  soit  par  (  >  a    1,  et  opérant  de  même 

pour  les  autres  \ariablesy, L'un  au  moins  de  ces  champs  contient 

une  infinité  de  points  de  E.  Soit  C,  un  tel  champ  : 

on  a  les  relali(jns 

«  =  «1  <  «j  =tt  ^         b  -b\  <ib\  ^l)' .,         .  .  .  , 

ci  —  a            ,  ,        ,         1)  —  h 
a\  —  cïj  = ■ — 1  6 ,  —  0\  = •  •  •  • 


En  opérant  sur  G,  comme  sur  G,  et  répétant  indéfiniment  l'opé- 
ration, on  a  une  suite  de  champs 


G->, 


donlchacuncontient  une  infinité  de  points  de  E. 

Soient  rty,,  «j,,  bp.,  b  ,  ...  les  nombres  qui  jouent  relativement  à  G;, 
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\c  rcMe  (|ii<'  |i)Mciil  (f.  <i\  h,  //',  ...    i('l;ili\  ciiH-nl   ii  (!:  on  ;i 


a      </, 

.      <i,, 

•■ 

d'     a\ 

■      'l'p 

<i  — 

-  a 

"'/>- 

"i 

■>i 

On  ;i  poiii-  /y^,.  // <l«'s  relalions  anjiloj;ues. 

I)'a|)rrs  cela.  (|iianil  />  croil  nnli-lininicnl,  ffp  el  (/'.,  ont  une  limite 
coniiniinc  ./ „  :   /j/,  ft   //,   ont  nnc  liinitc  coiiiiiiunc  )'o,  <'l'". 

Le  |)oint(d"o'JK( )  ainsi  obtenu  est  lel  (|iie,  quel  que  .soit  £  p(jsilit", 

«piand  //  dépasse  une  eertaine  valeur,  ^z,,  et  ^/'  sont  compris  dans  Tin- 
ter\alle  [.r„ — £..y„H-£),  hf,  el  h'^,  dans  rinter\alle  {vn — î,  JKo+s)?  •••i 
eest-à-dii'c  qui'  \c  clMiiip 

contient  U'  cli.mip  C^,.  par  suite  eonlient  une  infinité  fie  |)oints  de   \\. 

iS.  I.ldut  (loniK'C.  dans  l'espace  à  n  fJiniensions  G,^,  ////''  suite 
de  points 

(n  A,.     A,.      ...,     A,„      ... 

distincts  ou  non.  et  dont  i ensemble  est  borné,  on  peut  en  extraire 
une  suite  de  points 

Aa,-      Aa.,      .  .  . ,      Ax;,-      •  •  ., 

dif/dices  cfoissants,  tendant  rers  un  point  limite  \^. 

Kn   ellel.  deux  cas  >ont  j)os^il)les  : 

i"  Les  |)oints  distincts  de  (i )  sont  en  ntjinhre  fini.  Alors  l'un  d'eux 
au   moins  e-l   r(''p(-té  une  infinité  de  fois.    Il  s<m\i,   par  exeni|)Ie.  aux 

ranj;s  a,.  7.0 y./, La  suite   \y..    V^;  ,    ...,  A^^^.  ...  a   un   point 

limite.  sa\oir  ee  poini  hii-im'ine. 

2"  H  j  a  dans  (1  j  une  inlinité  de  points  distincts.  Soit  L  leur  en- 
semhle.  Donnons-nous  une  suite  de  nombres  positifs  tendant  \ers 
zéro  :  £|,  s^,  ...,  t/,,  ....  I)  après  l(;  n"  \~ .  il  existe  un  point  A„  de 
coordoniK'es  ('.r,,,   )'„.  ...)  lel  (pie,  quel  (pie  soil  î/,,  le  champ  C/, 

Coiilieiil   Mlle  intinité  de  poiMl>  de  E. 

Ln  particulier,  le  champ  C,  contient  une  infinité  de  points  de  E. 
Soit  \^   I  un  tl'eux.  Le  champ  Cj  contient  une  infinité  de  points  de  E; 
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par  constMiiicnl  il  conlicnl  uiu'  iiilinili'  de  points  de  la  siiilc  (i)  parmi 
l'ciix  (pii  siiiNeiil  Ajj  .  Suil  Ajj  rua  dv  ces  points.  C:i,  conlenanl  une 
inliiiilt'  (le  |)oinls  de  K.  eonlient  une  infinité  de  points  painii  ceux  qui 
suiNciil  \^  .  Soil  V^  liiM  deux,  lin  poursun  aiit  le  laisoiinenicnt.  on 
uhlieiil  une  suite  A^,.  Aj^  ,  ...,  \^^,  —  d'iniJices  croissants.  De  plus, 
(|uel  que  soit  A.  le  point  A^,,  est  contenu  dans  le  champ  C/,.  Comme  s^ 
tend  vers  zcio.  les  coordonnées  jr.  ^%  . . .  de  A^j,  tendent  vers  ,r„, 
>', de  smic  (pn^  le  point    V^,  tend  \ers  le  point    \„. 

19.  iVolion  de  domninc.  —  Des  exemples  lin-s  de  la  (léométrie 
monlrenl  ipic  I  on  |teut,  dans  cerlains  cas,  donner  un  sens  précis  à 
I  expression  sunante  :  parlai;er  le  plan  en  devw  régions  séparées  par 
une  C(^url)e  tronticre.  Par  exemple,  en  se  donnant  une  ellipse,  on  sait 
délinir  la  rc'gion  intérieure  1  et  la  région  extérieure  K.  De  même,  étant 
donnée  une  parabole,  on  sait  distinguer  la  région  I  qui  contient  le 
foyer  de  la  région  E  qui  ne  le  contient  pas. 

Un  tel  partage  satisfait  aux  conditions  suivantes  :  les  |>oinls  du 
plan  sont  répartis  en  trois  catégories,  I,  R,  F  (F  comprenant  les 
points  de  la  C(»urbe).  De  tout  point  de  1  comme  centie.  on  peut 
décrire  un  cercle  dont  tous  les  points  font  partie  de  l.  De  tout  point 
de  E  comme  centre,  on  peut  décrire  un  cercle  dont  tous  les  points 
font  ])artie  de  E.  Si  A  est  un  point  de  la  courbe  frontière  F,  un  cercle 
quelconque  de  centre  A  contient  des  points  de  I  et  des  points  de  E. 

iJ'une  manière  générale,  dans  l'espace  à  n  dimensions  G,,,  suppo- 
sons que  I  on  ait  pu  répartir  les  points  de  G,^  en  trois  catégories, 
I,  E.  V.  dans  les  conditions  suivantes  : 

Si  V  est  un  point  fie  F.  toute  sphère  de  centre  A  contient  des 
points  de  1  et  des  points  de  E.  Réciproquement,  un  point  A  tel  que 
toute  s|)hère  de  centre  V  contient  des  points  de  I  et  des  points  de  E 
est  un  point  de  F. 

Si  B  est  un  point  de  l.  une  sphère  de  centre  B  et  de  rayon  suffisam- 
ment petit  ne  contient  que  des  points  de  1. 

Si  G  est  un  point  de  E,  une  sphère  de  centre  G  et  de  rayon  suffi- 
samment petit  ne  contient  que  des  points  de  E. 

Les  exemples  donnés  plus  haut  montrent  que  ces  conditions 
peuvent  être  effectivement  réalisées.  Toutes  les  fois  qu'elles  le  seront, 
nous  dirons  que  I  ensendjie  des  points  de  1  et  de  F  constitue  un 
doDiainc  Les  jjoints  de  I  sont  les  points  intérieuis  au  domaine,  les 
points  de  F  en  constituent  la  frontière,  ceux  de  E  sont  extérieurs. 

Le  domaine  D  constitué  par  la  réunion  de  I  et  de  F  est  un  ensemble 
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friiiic.  Vax  cllrt ,  -muI  une  s  mit,-  de  |i()iiils  de  I  ).  \  , .  \  j.  .  .  . ,  \^,,  .  .  ., 
iivaiil  iiii  |»imil  liiiiilc  V„.  (]('  |)<»inl  A,,  ne  |it'iil  t.iii»'  pailic  ilc  I*',  car, 
s  il  en  faisait  pailic  on  |)iiiin;til  lnui\(  r  une  -spliric  df  cfiilrc  \„  donl 
Ions  1rs  [)<)inl>  Itiaicnt  pailic  de  V..  Le  poiiil  \^,.  |U)iii/^  assez  j;rand, 
ferail   |»aili(.'  de  1'!.  ee  (|iit  serail  <(iiiliiiire  a  I  li\  pollièse. 

La    Iroiilière    I'    e-l    un  eii'^eiidde    frritiL\  car,  si   une  -mie  de  ixiiiils 

de  l'\    \,,  Aj,  ....  A/, <i  pour  liiuilc  un  poinl  A„,  lonlc  splièrc  1' 

de  ceiilre  A„  eonlieiil  à  son  inl<'iieiir  des  points  de  la  suite;  si  A^  est 
un  tel  |i(Mnl.  on  peiil  Iroiixer  iiik'  >|>li(?-e  1'  de  ceiilre  \/,  conlenue 
daiiN  1".  ei.  (  (ininie  \/,  lait  parlie  de  K,  '^'  conllenl  des  points  de  |  ei 
de  I'!:  donc  il  en  est  de  iiK'iiie  de  ^.    Donc  A„  (ait  partie  de  V . 

^i  A  (>sl  an  poini  intérieur  au  donidinc,  \\  un  point  extérieur , 
le  se  arment  île  droite  AB  coiitienl  au  moins  un  point  de  la  fron- 
tière. 

\\\\  ellet.  de  A  coniiiH'  centre.  décri\  ons  nue  sphère  de  ravon  s  -<;  AB; 
elle  coupe  M»  en  u\\  point  (1.  Si  ^  est  assez  petit,  le  segmeiil.  AC  ne 
Cfnitient  cpie  des  points  de  I.  Soit  [i  la  borne  supérieure  des  nombres  o 
tels  que  cette  condition  est  remplie,  et  soit  H  le  point  de  \B  tel 
(pie  Ml=  j.  Toul  point  de  A I  >  Ml  ik'  entre  \  el  II  lail  partie  de  1, 
tandis  f)ue,  si  H'  est  un  poinl  situé  entre  II  et  l>,  il  y  a  entre  II  et  W 
des  points  de  E  ou  F.  Il  en  résulte  qu "une  sphère  de  eenlre  H  con- 
tient toujours  des  points  de  I  et  des  points  de  K.  Donc  H  est  un  point 
d.'  r. 

On  dit  c|u"un  domaine  est  borné  lors(|ue  l'ensemlde  der^  |)oints 
dont  il  se  compose  est   borné. 

l  II  champ,  Ihiiiic  ou   non,  con>litue  un  domaine. 


XI.  —  Infiniment  petits  et  infinis. 

oO.    l'ne  (juantité  variable  (|ui  tend  vers  zéro  est  dite  un  infininienl 
petit.  Si  a  et  j  tendent  simultanément  \  ers  zéro,  et  s'il  va  un  nombre/,- 

tel  (jue  j-^  tend   vers  un  nombre  lini  et  dillVrent  de  z(''ro  lorsque  a  tend 

vers  zéro,  on  dit  (pie  j  est  indnimenl  petit  d'ordre/.  |)ar  rapport  à  a. 
lJeu\  inlinimcnt  pelils  y,  'p  sont  éijuivaleiits,  si  leur  rapport  tend 
vers  I  (piand  a  leiid  \crs  /.('-ro.  iJans  Tf-tude  de  la  limite  d  un  rapport 
d  infininienl  pelit>.  on  j)eiil  renq)lacei*  chacun  d'eus  par  un  infi- 
ninienl  petit   é(|ui\alent.  Va\  eliel,  si  a,  %'  d'une  part,  ,3,  3'  de  Tautre 
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>oiU  <'(|ni\  iilriils.  on  |)cnl  i''(  riit; 

^  -  ^'  X  "'  X  -^ 
a        a  a         p 

a'      3  ...  •  ..  I  [i     3' 

el.  coinnie  -  >   rr  oui  poiii   liinitc  un.  si  I  un  des  rapporis  -.  ^  a  une 
a      p  '  '  '  a      a 

liinilc.  laiilrt'  a  la  niOnie  liinik'. 

l/in\rise  iliine  cjuantilt-  inlinnnenl    |)elil('  Icnd  en  \aleiir  ahs<)lue 

vers  +  X  el  esl  dil  un  in  fi  niincnt  t^nuid  ^nx  un  m /lui.  I^lant  donnés 

deux  mlininienl   :;iands  a,    'j.  s  d   v  a   yn\   n()iid)rc  /,    lel  (lue  -4-  a   une 

'  •  '        a'' 

liniile  finie  el  dilléreute  de  zéro  (|uand  a  graudil  indéfininienl,  on  dit 

que  |j  esl  infiniment  yrand  d  ordre  k  par  rapporl  à  a.  De  même,  deux 

infiniment  grands  sont  équivalents  si  leur  rapporl  a  pour  limite  un. 


XII.  —  Théorèmes  sur  les  fonctions  continues. 

ol.  Nouvelle  définition  de  la  continuité.  —  Soit /(x,  y\  ...) 
une  fonction  de  n  variables  définie  en  tous  les  points  d'un  domaine  IJ 
de  l'espace  G„.  Soit  Ao  un  point  de  ce  domaine.  La  première  défi- 
nition de  la  continuité  en  A,,  (n"  25,  p.  21)  est  celle-ci  :  pour  toute 
suite  de  points  A),  . . .,  Ay,,  ...  de  D,  tendant  vers  Ao,  on  a 

Iim/(A/.  )  =/(AoJ. 

Seconde  définition.  —  La  fonction  f  est  continue  au  point  A,)  du 
domaine  D  si,  à  tout  nombre  z  positif ,  on  peut  faire  correspondre 
un  nombre  positif  '■j.  tel  que,  pour  tout  point  (x,  y, . .  .^du  domaine, 
les  conditions 

I  .r  —  a7o  I  <  a,  |  _^  _  j,r„  |  <  a, 

entraînent 

|/(.r,  7,    ...)—/(  370,  JKû,    ...)1<E. 

Nous  allons  montrer  que  celle  seconde  définition  est  équivalente  à 
la  première.  En  effet,  supjiosons  d'abord  que  la  fonction  satisfasse 
aux  conditions  de  la  première  définition.  Donnons-nous  une  suite  de 
nombres  positifs  a,,  a.,.  ...,  a^,,  ...  tendant  vers  zéro.  Si  la  fonction 
ne  satisfait  pas  à  la  seconde  définition,  c'est  que,  pour  un  certain 
nombre  s'  positif,  quel  que  soit  ay,,  on  peut  trouver  un  point 
Ap(.Xp,  y  p.  . .  .)  lel  que  Ton  ail 

(»)        '  \T,,  —  x^\<ia,„       \yi,  —  yo\  <^i,. 


I 
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•  Il  iiK-nie  lein|)s  (|ii»' 

(•.>.•  I./''-^'/'- .'■/ I  — /'••''h..)' )!     i. 

I)i)iiiinii>  il  //  le--  \  ;ileiir>   i ,  j..  A <  >ii  d»  Iciiiiiih-  ;iiii>i  une  Mille 

«le    |><iiiil>    V,.    \^ A/,.   ...    i|Ni    ;i    |Miiir   liiiiili-    \,,   iliijurs   les    iih'"- 

^iilili's  (i)  t'I   <l  ii|)rr>  If  (;iil  i|iir  y.f,  iciid  Ncr^  /.('■ni.  <  )ii  iloil  ilonc  avoir 

1'"'./'  ^/')  =/t  ^.W. 

cf  (jiii  ((uilrt'dil  I  int\:L:alih'  (  >,  i.  \iiim  la  |iicmirn'  dt'-liiiil  inii  riitraîne 
la  seconde. 

l\(''Ci|»r()(|iH'inenl.  [lailiui^  de  l;i  Neiomie  déliniliun. 

Soil    une  siiih'  de  |iuinK 

A,.     Ao A, 

lendanl  \ei'>  \,,  el  ^oïl  £  un  noinijre  posilil.  I  )éleiiiiin()ns  a  parla 
condition  de  I  énoneé  de  la  seconde  définition.  (  hiand  p  dépasse  une 
certaine  \al<'ur.   on  a 

i  -2"/.  —  ^u  I  <  2.  I  V,,  —  T'fd  <  a 

<roù  résulte,  d  a|)iè>  la  >econde  délinilion. 

!./'(  -T,,,  y,,..  ■  ..)  —  ./■(  a?,,,  _>'„.  ...)!<£; 

comme  s  est  arbitraire,  cela  signifie  que 

\\in/(  \,.)  =/(  A„  I. 

e  e>l -à-dire  (juen  parlant  de  la  seconde  délinilion  nous  relrou\ons 
la  première. 

I  )e    la   >eeonde  délinilion  on   déduil   fpie   les  l)orne>  supérieure   et 
inli'iieure  des  \aleurs  de  la  fonelion  dans  le  eliain|) 

I  ^  —  -r,.  I  <  a.  U'  -  Jo  !  <  3t, 

tendent  \ers  /'(.ro,  j',,,  ...)(|uand  a  tend  \er>  zi'-ro. 

oî2.  ContiiHiUr  II  ni  fin  me.  —  Si  f(.i\  y,  . .  .)  est  une  Jonction 
tli' li nie  en  l(nis  les  points  <l  un  ilonuiinc  Ixnnc  I)  rt  continue  en 
tous  (es  points  de  ce  don^aine,  à.  tout  nombre  positif  s  on  peut 
faire  correspondre  un  nombre  positif  -j.  tel  ipie,  pour  deux  points 
fjuelcoiujues  {^.f,y,  .  .  .),  {x',y,  ...)  du  ilonuiine,    les  conditions 

|./-  — u-'i  <  a,        \y  —  y\  .-.ï, 
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cntraiiK'iit 

'/{.r,  y,  ...)--./•(, r',  y\  ...)|<e. 

I  >(•lul(»as-ll(>ll^   une   miiIc  tic   imnihics  [tosilils  7.|,   Xj,    ...,   y.p.    ... 

tciulaiil   Ncrs  zéro.   Si   la    pioposilion   csl  iiicxaclc,  il  v  a    mi  noinhre 

posilil    t'   Ici  (|iie.    (|iicl    (|uo  soil   a,,,   ou  pciil    lioiisci-  un  couple  de 

points   \/,  (./•/,.  .•'/,.  . .  .),  A'^,  (.r„,   ]'  ,  ...)  \éi-ilianl  les  conditions 

I ^/. - ■^;- ! < x/-,     1^/'  — .//'!< ^- /M   ■•• 

avec 

i/(A„)-/(A;,)|   £'. 

iùïisons  suceessivenient  />  =  i,  .2,  .'^,  ...,  nous  obtenons  une  suite 
de  couples  de  points  (  A/>,  Aj,).  De  la  suile  A,,  A2,  ••.,  A/;,  .-.,  donl 
reuseinhle  est  borné,  nous  pouvons  (n"  48,  p.  43)  extraire  une  suile 

A..„     A-.,     ...,     A^.,„     ... 

tendant  \ers  un  [)oinl   limite  A„.  Ce  point    \|)biil  partie  du  domaine, 
pui-itpK-  celui-ci  est  un  ensemble  ferm»'-. 
La  suite  de   points  correspondants 

^r     ^.     ■■-     -H.'     ••• 

a  aussi  pour  limite   V„,  car,  si  Ton  considère,   par  exemple,  la  eoorr 
donnée  x,  on  a 


(  )r  ayj^  tend  vers  zéro.  Donc  .r^^  a  mé-me  liinile  que  ^■.,. 
On  déduit  de  là.  en  \eilu  de  la  contiiiui  !('  de  la  loiu  tion, 

liiM/(AY,,)  =  /tA„),  lim/(A:,J=-/(Ao), 

d'où 

Iiin|/(Ay,,)-,/ÏA.;.J|  =0. 

Mais  ceci  est  en  contradiction  avec  le  lait  que  I  on  a  toujours 

l/(AyJ-/(A;j|l'£'. 

On  exprime  la  propriété  obtenue  en  disant  que  la  continuité  est 
uniforme.  On  en  tire  la  conséquence  suivante.  .Ço;7a>>o;  si  Von 
considère  tous  les  couples  de  points  V  (.r,  y,  . . .),  \'(j:',  y',  . . .) 
tels  (jae  \x  —  j;'  |  -<  a,  \y  ■ —  y'  |  ■<  î'-,  •  •  -,  l^i  l>orne  supérieure  [ii  des 
nombres  jy  (x,  y,  . . .)  — fyx'i  ,>  ^  •  •  -j  |  i^^'^d  vers  zéro  avec  a. 

53.  Une  fonction  continue  dans  un  domaine  borné  est  bornée 
et  atteint  chacune  fie  ses  bornes. 
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Soil  M  lit  Itoiiic  sii|»('Ti(iirc  <lr<.  \iilcinN  de  hi  (onclion  /dans  le 
flomainc.  mi  plus  l)rir\  rmciu  hi  l.onic  sii|)(  riciirc  i\o  /.  l'mions  iiiic 
siiilc  (le  iiuiiil.io  /.,.  A. ).^,.  ...  Jii|VTicnr>  à  M  <|    Iciidaiil  vri<  M. 

-V  ('lia(Hic  «ulici-  /)  ii(»u>  |»nu\nii>  l'.iiic  ((il  ri'S|)(  tiid  le  (iii  noiiil  \., 
du  d(.iiialnc    Ici   ([iic   Idii  ail    /(A,,  i  > /.,,.  De  la    suite  de   poinl^    \^. 

^j \/'-  ••■•""''' "''''""i"-  '^■^•'■■i.yt>»s(  II"  48  )  une  suite    \^  ,  \^ 

\^,.  ...  Icndaiil   \(|--    tiii   [toiiil   liniilc    \„.  (  ",<•   |i(iiiil     \„  lail    |.ar[ic  du 
domaine  (|ui  est  un  eii>cirdilc  Iciiik'.  (  )ii  a  donc  liiii/'l   \^^  )  -^  /(  \„  ). 

lyauti-e  pari,  on  a 

À  a,  </(Aa;,r    M, 

d  où.  eoinnic  /.^^  tend  \cis  M, 

/,A„)  =  lin./(AaJ=  M. 

Cela  iiionlrc  ; 

I"  (jne  l<i  horiie  sup(''ncu!-c  M  c^l  un  noniitre   liiii  ; 
■.i"  que  eelle  liorne  supérieure  (;st  alleinic  en  un  |)oint  du  domaine. 
On  nioiilreiail  de  m(''ine  que  la  lonelion  e>l  hoinée  inférieuremeiil 
et  atteint  en  nu  |)oinl  sa  home  inférieure. 

54.  Sif{.r)  est  une  fonction  (T  une  variable  x.,  continue  dans 
l  intervalle  borné  (a,  h),  elle  prend,  au  moins  une  fois,  toute 
valeur  comprise  entre  fia  ]  el  f\b). 

Supp(»sons,  pour  fixer  les  idées, /(c/)  <:_f(^b).,  et  soit  a  tel  (|ue 
f(a)<l  <fih\. 

Considérons  I  enseinhle  des  nombres  x  de  linlervalje  (<7,  b)  pour 
les(|uels  on  a  f{^x)  ;:'/..  Cet  ensemble  contient  a  et  ne  eonlieni 
|»as  b.  Soit  c  sa  borne  sup(''rieure.  (hiel  (pie  soil  ;  posilif,  I  inlcr- 
\alle  (c  —  £,  c  -h  £)  contient  à  la  lois  des  nondjres  |)our  lesquels  on  a 
f[x)'îilA,  à  savoir  certains  nombres  -<^";  ''l  il<"^  nombres  pour  lesquels 
on  a  y(jc)>>A.  à  sa\oir  les  nombres  >>  r  de  TinterNalle  (c,  c+c). 
Donc  les  bornes  sup(''i"ieui'(;  cl  inb'riciirc  tic  la  lonelion  dans  ecl  in- 
ter\alle  com|)rennenl  entre  elles  le  nombre  A.  Mais  ces  deux  bornes 
tendent  \ers  /"(  cj  (|uand  z  prend  une  suite  de  valeurs  tendant  \ers 
zéro  (n"  ol,   j>.   \- }.   (  )n  a  donc 

/(  (-•  )  =  'A- 

On    \oit   ainsi    (|ii^///t'  fonction    continue   ne  j)cul  passer  dune 
B.  4 
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fd/fi/f  à   uni    (lutrc  sans  passer  par  toiilrs  les  valeurs  intermé- 
diaires. 


IVo.  I'  onelioii  croissante  on  décroissante .  —  L  nv  loiiclioii  d  une 
variable  x,  définie,  soii  [)()ur  toutes,  soit  seiileniont  pour  certaines 
valeurs  dun  intervalle,  est  (\\\e  constamment  croissctnte,  si  pouideux 
valeurs  r,  x'  on  a  toujours 


f(x')-f(x] 


>o. 


Llle  est  dite  constamment  décroissante  si  Ton  a 

t\T')  -/(x) 

; ■■ <  O. 

X   X 

l  ne     (om  liDii    ((instanimcnt    ci'oissaute    ou    décroissante    ne    peut 
|>rendie  (|u  une  lois,  dans  un  lutcix  aile,  une  \alcur  donnée. 


06.  Une  fonction  f  constamment  croissante  ou  constamment 
décroissante  dans  un  intervalle  borné  (a,  b),  cjui  prend  une  fois 
toute  râleur  de  V intervalle  (m,  M  ),  m  et  M  étant  les  bornes  infé- 
rieure et  supérieure  des  valeurs  de  f  dans  V intervalle,  est  continue 
pour  toute  valeur  de  l'intervalle  (a,  b). 

Supposons,  par  exemple,  la  fonction  f  croissante.  Soit  Xq  une 
\aleur  de  l'interxalle,  ((ue  nous  |:)rendrons  d'abord  distincte  de  a  et  b. 
f(Xo)  est  coin|)iis  cntic  m  et  AI  el  csl  distinct  de  ces  deux  nombres. 
Prenons  un  nombre  z  j)Ositif  et  tel  que  fiXo)  —  ï,  f{-^o}-^  ^  a|)|)ar- 
tiennent  à  l'intervalle  (m.  M).  Par  hvpotbèse.  la  fonction  prend  la 
valeur  /'(Xq)  —  z  pour  un  certain  nombre  j",,  cpii  doit  être  inférieur 
à  Xo  ;  de  même,  elle  prend  la  \aleui- /(.z,,)  +  î  pour  une  valeur  x-j 
supérieure  à  Xo-  Pour  toutes  les  valeurs  de  x  telles  que  .r,  <i  x  <Z  x.,-, 
f{x)  est  compris  entre  /'(.^i  )  ei  f{x-2)-,  c'est-à-dire  entre  /"(xq)  —  e 
et/(.ro)  +  £.  Si  a  est  le  plus  petit  des  nombres  x-^ — x^^  et  :r„ —  r,, 
la  condition  \x  —  Xo]  ■<  a  «-nti-aine  \f{x)  — f{x„)  \  <  s,  c'est-à-dire 
que  la  fonction  est  continue. 

Si  x„^=a.  on  a  /\a)  =^  m.  Le  raisonnement  s'applique  en  consi- 
d('rant  seulement  les  inéj^alités  de  droite. 

Si  x^^  6,  on  conserve  seulement  les  inégalités  de  gauclic. 

Enfin,  une  démonstration  analogue  s'applique  au  cas  où  la  fonction 
est  décroissante. 
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'H  .    /'  n/ii//o/is  i/nr/si-s.  Sml  \  :=f(x)   une   t(»iicli(tii  coiil  iiiin- 

dans  iiii  lah  r\;illr  Ikhii»'  (^a,  h),  toujours  croissanh'  ou  toujours 
«l<''(  ^ol■^sa^l(■  ilaii>  •et  i  iilri\all<".  Sou'ut  ///  et  .\J  1rs  Loiiics  iiilerieiiro 
et  sii|icn(Miic  des  xalcni^dc  la  loiiction  dan^  cit  int«'r\  aile,  (louiuio 
J(j^)  «'st  (  iiiiiinuf  et  varie  toujouts  dans  le  inèiiie  sens,  elle  prend,  une 
fois  et  une  Mille,  louti'  \al<'iir  ((nn|irisc  entre  ///  et  M.  l)onc,  élanl 
donne''  un  uoinlire  \  tel  ([iie 

m^X  :  M, 

il  existe  un  nomlti'e  x  de  linlerNalle  [a,  b)^  et  un  >eul.  tel  (|ii<; 

fix)-.  \. 

On  peut  (loin  considérer  j?  comme  une  fonction  de  X,  définie  dans 
l'intervalle  (^///,  M).  On  pose  x  =  'f  (X)  et  l'on  dit  que  x  =  «^(X)  est  la 
fonction  inverse  de  X  =f(^x).  cp  est  croissante  ou  décroissante  sui- 
vant (|iie  /"  e-»t  croissante  on  décroissante.  \']n  cfl'el,  si  /  est,  par 
e\cni|)le,  ci-oissanlc,  fies  deux  conditions  x\,<ix,,  /'(Xq) -<_/(.r,  ), 
l'une  entraîne  raulre,  donc  's(  \)  est  aussi  une  fonction  croissante. 

1  )e  plus,  la  fonction  '^  |)iend  une  fois  toute  valeur  de  I  inter- 
valle ('/.  h),  car,  si  ./"o  est  une  telle  valeur,  en  posant  \^^^=^  j\x^\  la 
fonction  '^  prend  la  valeur. r^  lorsque  X  =  Xq.  Donc  (n"o6),  '-^(X)  est 
une  fonction  conlinnc  pcjui'  toute  valeur- de  l'intervalle  (m,  M). 

Cette  notion  s  l'-leiid  au  cas  des  fonctioirs  ch'-linies  dans  des  inter- 
valles non  l)oriiés.  I*ai-  exemple,  si  /'  est  irne  fonction  définie  dans 
rinter\alle  (<i,  -4- x  ),  continue  et  toujours  croissante,  tendant  vers 
-r  X  en  incMire  teiiip>  (pie  ./■.  en  a|)pli(piaul  le  lli(''oiènie  des  ibnclions 
inverses  à  un  intervalle  (a.  A),  et  donnant  ensuite  à  A  des  valeurs 
crftissant  indtHiniment,  on  obtient  une  fonction  inverse  définie  dans 
l'intervalle  [/"(«),  +  x],  continue  et  toujours  croissante. 


XIII.  —  Étude  des  fonctions  '"^J x^  œi\,  iui^a". 

9 
oS.  Fonction  \fx.  —  La  fonction  \  =  j:'",  où  ni  est  un  entier 
positif,  est  définie  dans  l'inlcrvalle  (o,  4-X));  elle  est  continue,  tou- 
jours croissante  (d'apr-ès  le  calcul  ali^éljrique  d(;s  inc'i^alités  étendu  )  cl 
tend  vcr's  4-^  avec  .r.  (  ïetle  loue!  ion  \  a  donc  une  fonction  inverse  ; 
on  la  d('■■^l:;nc  par  la  notât  ion 
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La  (V>ii('litin  ./•  csl  diliiuc  clans  I  inlci\,illc  (^  o.  -t-ocV  coiiliuiio  c[ 
l(Mi jours  cniissanlc.  (î  csl  la  itirinc  ni"'""'  (irillinirtiqno  de  \. 

Si  //  <'sl  une  roiiclioii  tl<'  |>liisiein's  \arial>l(s  .r,  )  ,  ...  cl  si,  dans  un 
cciiain  doniaiiu',  //  est  posilil,  \^^ ii  est.  dans  le  même  domaine,  une 
fonction  coniinue  (les  Nariahles  a\  r.  ..  .  (  (Taj^rès  le  lliéorcme  sur  la 
cimliniiilc  Av>  ioïK-tions  coniposi'es.  p.  :>.(),  n"  32). 

ait.  hiiitctioii  :ry .  —  Imi  su|)p().>.anL  délinu-  I  c\prcssu)n  y  .r,  le 
calcul  des  l'adicaux  cl  la  lli(''onc  des  exposants  Iraclionnaices,  négatifs 
cl  nul.  permellenl  de  donner  un  sens  à  l'expression  .r'',  x  étanl  un 
nomliie    positif   et     r    un    nombre    ralinnnel   (pielc(^ii(|ue.    Ou    a. 

si   Y  est  nosiiifel  ('i^al  à  —  :  .>f.'=i  x''".  si  y  =  o  :  .r.^=  i  ;  si  r  ^  —  r', 
-  '  '  '/  "  ■/  .' 

1'  étanl  positif  :  ./■'=  — -,' 

On  démontre  que  I  expression  x^'  ainsi  di^finic  a  les  propriétés 
suivantes  : 

I    or  .X-  =  {x.x  y  ^ 

I  {x''y  =x>\ 

II.  Si,  dans  x^,  on  lixe  y,  la  fonction  de  x  que  Ton  obtient  est 
définie  pour  toute  valeur  positive  de  x:  elle  est  croissante  sijK>Oy 
décroissante  si  y<^o,  égale  à  1  si  j>'  =  ().  D'ailleurs,  cette  fonction 
est  continue,  par  application  du  |Hincipe  des  fonctions   composées. 

III.  Si.  dans  x-'',  on  fixe  x,  la  fonction  de  )'  obtenue,  définie  pour 
toutes  les  \aleurs  rationnelles  de  j',  est  croissante  si  ,r  >  1 ,  décrois- 
sante si  X  <^  i ,  égale  à  1  si  .r  =  i . 

I\  .   X  étant  fixé,  quel  que  soit  s  >  o,  ou  |)eut  trouver  y.  >  o,  tel  que 

entraine 

|^'-i|<e. 

.\e  dis  que  x^^  considérée  comme  fonction  d'arguments  rationnels,, 
est  iiniforménicnt  continue  dans  tout  cliamj)  borna  C  de  la  forme 

a  -  .r  ^  2',  !i  ^y  _;  p', 

a  étant  un  nombre  positif  (voir  n"  t26,  p.  aa). 

l'renons  un  n<jmbre  a  supérieur  aux  nombres  a'  et  -,  de  sorle  que 

1  , 

—  <  a  <  a  <  a. 
a 


Mil.    —    irilKK    l)i;s    l'ONCTIOXS.  53 

l'rciKins  m»  culicr  //  sii|)('i  inir  à  |  ^j|  et  à  |  jj'1-  On  i'i  ci;iiis  C, 


X  t'iaul  cuiMpii--  ciilir  -  <l  II.  ,/•'  isl.  dainr^   la  |)i(»|ni(''l(''  II,  coinin'is 

/  I  \  ■'■ 
enti-o  (  -      =^  fi  y  cl  (1? . 

)'  ('•liiiil  (■i)ii)|)fi>  ciiliT   — //   ti    //,  (Il    \cilii   (le   la    |)i(»|)rH''t(''    III,  r/'^* 
t'I  (ly  siuil  li)ii->  (lcu\  roiiipns  cnlii'  n   "  cl  ti" .  On  a  doiic,  ilaiis  C, 

a-"  <  x'  <  rt" . 
Cela  pose,  il  faiil.  claiil  dounc  z  pitsilil,  \('i-ilicr  rin(''i;alit«'' 
(i)  |a7-  —  r'-'  I  <e. 

l'aile  le  sera  si  Ton  \éi'i(ic  les  deux  mi i\ ailles  : 


{■}.)  \x^  —  x'^  I  < 

(3)  \x-^' -  x'^' \  < 

\.  ini''i;alilé  i  ■>.)  peut  s"(''cni-e 

Coinine  on  a  x^' <i  a" ,  lim-i^alité  (4)  sera  \érilîée  si  Ton  \ériHe 


(5) 


I   < 


\x  /  I       •>.«" 

(  j)'  élaiil  compris  entre  (^  j  '  et  (^^j      =  (|i  j    ,  (5) 
fiée  si  l'on  vérifie  les  deux  inégalités  suivantes  : 


sera  ven- 


(6 


/  ,7-'  \  «  ^        £  I  /  ^  \  "  I  ' 

\x  /  ^  -^a"'  \    x' /  I        la'- 


<  7  )  I ar'"  —  X"  I  <  — ^  .r" ,  |  .r "  —  x'"  1  <  -^^  .r'" . 

Comme  jt"  et  .x'"  sont  supérieurs  à  «"",  ces  deux  inégalités  seront 
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vénlil'CS    SI    I   Itll    ,\ 

(8)  l.r'"  — ./•"!  ^.  — -' 

Or.  ./■"  csl  uiif  riiiu'lion  ('oiiIiihic  de  ./•,  par  siiile  iiniloriiu'ineiit 
conliiuii- dans  I  inlcrsallc  ItnriK- (  —  w/ ).  I  )()iic  1  inéi;alilé  (S)  est  \éri- 
(icr  ilt's  (]uc  I  on  a 

*'  ('tanl   lin  certain  noiiihic   poMlil.    L  iii(''i;aliU''  (:^)  esl  ainsi   résolue. 
L"inéi;alité  (3)  s'écril 

•>. 
Elle  csl  \éri(iée  si  I  ou  a 

jc'y~y  esl  compris  cnlrc  r/''~'   cl     ^ ._  ^  =  >'/■*'   ^'.    Il    <ii(fit   donc,    pour 
vérifier  (g),  de  \éri(ier  les  deux  inégalités 

(lo)  |a^''"^  — 1|<  ^,  |a^'"^'— il<  -^. 

Cela  a  lieu,  d  ajirès  la  jjropnélé  1\  .  ipiand  on  a 

\y-y'\<-:u 

V,  étant  un  certain  nombre  positif. 
•  lin  résumé,  les  conditions 

|a"  — a-'Ky,  |.K  — y|<Yi 

entraînent  l'inégalité  (  1  );  la  proposition  est  démontrée. 

Le  principe  d'extension  est  donc  apj^licable  à  .r->",  et  cela  en  tout 
j)oint  (XfljjKo)  tel  que  Xo>o,  car  on  peut  prendre  a,  a',  |i,  p',  avec 
a  >  o.  tels  que  a  <  Xç,  <  a',  '^  <  j',,  <  '^' • 

Par  conséquent,  il  existe  une  fonction  bien  déterminée  àex^y  que 
nous  désignerons  encore  jiar  .r-^',  définie  |)Our  tous  les  points  {x^y) 
tels  que  ,r  >>  o,  continue  et  se  réduisant  quand  y  esl  rationnel  à  la 
fonction  connue  x^. 

D'après  le  théorème  des  fonctions  composées,  les  fonctions  x^x'^^ 
x^x^,  {x^y,  ...,  qui  figurent  dans  le  Tableau  1  (p.  52),  sont  fonctions 
continues  des  variables  qui  y  entrent.  Les  équations  I  étant  vérifiées 
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([iiaml  lf>  \  iiiiiililcs  suiil  i:il  Kiiiiicllcs  ri  Ic-^  driix  riiciti  hi'o  de  cluKlilC 
(■(|  mil  II  m  cliiiil  loii(ii(>ii>  cuiil  I  Mlles  (le  ci's  \  iiiiii  Mrs.  les  mêmes  ëj^alilés 
(»iil  encoïc  lieu  tjiiand  ,/■  ri    r  stml  (|ucl(()ii(|ii(s  i  n  '  lii,  p.  .u). 

Si  //  cl  v  soiil  (les  fondions  de  \aiial»lcs  (|ii(lcon(|iios  /^.r,  )'.  .  .  .), 
ccmliniifs  dans  un  ccr-laiii  doinaiiir  cl  -i.  de  idii-,  d;iii>  ce  domaine, 
//  est  posilif,  la  lonclion  //''  csl  rniulioii  rond  une  i  les  \  aiiahics  ^,  J',  ... 
(lîins  ce  domaine. 

Iteniart/nc.  —  Si  l'on  a  .r  >>  i ,  -k  ;>  o,  je  di>  (|iie  l'on  a  .r'  >-  i .  Va\ 
efl'cl,  prenons  une  snile  >',,  i;..  ...,  \„,  ...  de  nomhres  rationnels 
pf)silifs  tentlanl  en  croissant  \ers  y.  iJans  rc^  conditions,  xy"  lend 
en  croissant  vers  j:*  .  Comme  on  a  x^'"^  i.  on  a  aussi  .r'  >>  i. 

GO.  I)ans  lexprcssion  .r^.  doimoii-.  à  r  une  \aleiir  fixe  a.  On 
ohtieni  la  (onction  .r".  C/csl  une  IoiicIkhi  eonliniie,  croissante  si 
I  on  a  (I  >  o,  décroissante  si  d  <[  o,  en   \eilii   de   I  ('^alilt'' 

Lr  -f-  A  )«  =  :f"  (  I  -; 


et  de  la  remar(nie  |)i(''ccdcnle. 

01.  Fonction  exponetUieile.  —  En  fixant  x  et  faisant  varier  y^ 
on  a  la  fonction  rt-^"  qui  est  dite  yo/?c^«o/?  exponentielle. 

Cette  fonction  est  croissante  si  a  >\,  d(''croissante  si  rt<i,  en 
vertu  de  a'+'^=  a'' d^  et  de  la  même  remarque,  éj^ale  à  i  si  a  =  i . 

Si  l'exposant  tend  vers  +  oc,  la  fonction  exponentielle  tend  vers 
-f-  oc  si  rt  >>  I  ;  elle  tend  \  ers  zéro  si  a  ■<  i . 

I  •  •        a>        ,    ,  ,  •  ... 

l.  expression  — ^;  ou  b  esl  un  nombre  posilil.  ci  ou  (i  est  supé- 
rieur à  I,   lent.!  \ ers  -|- ce  en  même  temps  (pie  r-   l'-u  eflct,   donnons 

d  al)ord  à   y  des    \aleiirs    oositixcs  enlicres   et    posons  11,,^=  ^-ri  on  a 

I  I  ifi) 

"^    =  7-   Ce  rapport   tend   \  ers  a  lors(|ue  //  aui;inentc  indé- 

liniment.   Mu   prenant  un  nombre  a'  IcA  (jue   \<Cci'<Cfi,   |)Our  n^p, 
//   elanl     un    ccrlaiii    entier,     le    ra|)poit    — ^^— —   dépasse    <t'    cl    Ion    a 

"h 

(fp+i><i"/,-    'i  pj^>>  '1-  i(pi   cl    yciK-ralcmenl    it  p^/i  ^  a'^  u  p.    Donc 
iip+/t  f'i'oît  indeliniment  a\ec  //. 

Si  y  n'est  pas  entier,  soit  <j.  sa  partie  entière:  on  a  'J.  _:  y  <C  'J-  -h  1, 
d  (1  II 

a'  ^a    <  (f      , 

li-''  y''  <  (|jn-i)''. 
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Donc  — 7  est  roiiinris  entre  les  deux  expression-; 
y''  '  ' 

"  w  I  a'^  a- 


qui.  loiile>  (liii\.  Icndenl  \ei"s  -[-  x.  iJonc  — r  leiid  ;iii>>i  \ers  -^  oc. 

1  yl. 

iMl.  Fo/irfi'on  Idgjr.  —  l^osons  X  =  <7',  rt  élaiil  positif  el  difFérent 
de  I.  La  fbiiclion  X  est  définie  dans  l'intervalle  ( — a;.  +  oo)  et  est 
toujours  croissante  ou  toujours  décroissante.  Ses  hornes  supérieure 
et  inlf-rieiire  sont  H-  x  et  o.  Il  eu  n'snite  Texistence  d  une  fonction 
inverse  hien  d('leriMin('"e.  (  )n  l;i  d(''>iL;ne  comme  il  suit  : 

.r  =  log„X. 

C'est  la  fonction  logarithmique  dans  le  système  de  hase  a.  Elle  est 
définie  pour  toute  valeur  de  X  intérieure  à  l'interxalle  (o.  H- oc)  et 
est  croissante  si  «  >  i .  décroissante  si  r/  <<  i . 

Les  proj)riétés  fonil;iiiienl.des  de  la  loiiction  loi;aijlliiiii(pie  résultent 
de  celles  de  lexponenlieile. 

r-  De 

n    ff    =^  a 

résulte,  en  posant  X  =  a'',  \  =  a-^\ 

log«XY  =  x->-_r 


ou 


2"    D( 


ou 


resuite 


logaXY  =  l<'i:„X  +  l..g,.  Y. 
If'ga^X-'  )  =  xy  =y  logaX. 


3"  Soient  deux  systèmes  de  logarithmes  de  bases  a  et  a! .  Prenons, 
dans  le  système  de  base  a' .  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'éga- 
lité a-^=z  X.  On  a 

ou.  en  remplaçant  x  par  log^, X, 

iogaX  l<Jga'«  =  loga'X. 


\iv.  —  sKitrEs  M  Miiniyt  r.s. 


(Jii   a   ainsi    loi;,,  \,    en    luiidinii    iïc    l(ti;„\    et    <\e   log^,  r/.    C  esl   le 

I  lii'oicmc    (lu    cliariyt-mi'iil    lii'    haM-.    Si    ni>ii>    taix)!!^     \  i=:  r/',     nous 

o  I  )  I  e  M  (  )  n  -5 

\<»^„a'  lo','„a  =  I. 


XIV.   —   Séries  numériques. 

Vh\.  La  Motittn  (le  s/'z-fc  (l(''ii\<'  de  la  nolioii  dr  liiiiilc.  lùanl  ijoaiiée 
une  su  Ile 

(I)  "i-     ".-.      "/, 

on  loniif  la  •^omIn(■  s,/  des  //  |»ieiiiicr>  Ifiiiio.  Si  .s„  a  une  liniilt'  lime 
([iiand  //  (Toil  indt-liniinenl ,  on  dit  i|iii>  ///  si'i'ic  {^\)  est  coin'ci^i'nlr 
i-l  n  /HKir  soniinc,  la  liniilc  (!<'  s„. 

Dans  tous  les  autres  cas.  on  dil  que  la  x'-rie  est  r/ivr/f^rn/c.  Mais 
SI  .s„  tend  \ei's  ^x  ou  — x  {cf.  n"  iSi.  nou^  dirons  (|Uf  la  -«(''ne. 
quoique  di\eri;enle.  a  une  somme  délenuinée,  éf;ale  à  +  ce,  ou  — ■  x. 

L  ne  condition  nécessaire  de  eonveigence  est  que  //„  tende  vers 
zéro  lois(jue  /t  croit  indéfiniment. 

Poui'  étudier  la  converoence  d'une  série,  on  |)eut  sii|i|»iiiiier  un 
certain  nomlire  de  termes  au  commencement  de  la  série. 

Si  l'on  a  plusieurs  séries  converi;enles  de  termes  «généraux  //„,  („, 
iv,,.  de  soiiiiiies  s,  .ç',  .s",  la  série  de  terme  général  at/„  ^  ùv,^-r-  ar,,. 
(i.  h.  (■  ('tant  des  constantes  quelconques,  est  eon\er<iente  et  a  pour 
somme  as  -^  hs  -\-  es" . 

6i.  Séries  à  lernw.s  posi/ffs.  —  Dans  une  série  à  termes  positifs. 
s,,  ne  peut  que  r-roître  a\ee  //,  donc  .s,,  a  une  limite  s.  qui  est  finie, 
ou  égale  à  H-  x.  Il  \  a  convergence  dans  le  premier  cas,  divergence 
dans  le  seconfl. 

Dans  tous  les  cas,  la  somme  s  de  la  série  est  la  borne  supé- 
rieure de  l'ensemble  des  nombres  obtenus  en  faisant  la  somme 
d'un  nambrc  fini  de  termes,  pris  arinl raircmcnt  dans  (a  série. 
En  ellet.  nous  saxons  déjà  (jue  s  est  la  Itorne  su|iérieure  de  l'ensemble 

.s,,.v^ .v„,  ....  .Si  Ton  prend  dans  la  série,  d'une  manière  quel- 

con(pie.  des  termes  de  somme  ï,  il  est  évident  que  l'on  a  -"^.s«, 
n  étant  le  rang  le  plus  élevé  des  termes  qui  entrent  dans  la  somme  1. 

Donc,  en  adjoignant  à  l'ensemble  des  nomlires  .ç,,  .s. s„.  ...  les 

diflérents  nombres  1"  qu  il  est  possible  de  former,  on  ne  modifie  pas 
la  borne  supérieure  de  lensembb;. 
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Dt'plnci'ttirnt  ilcs  /r/'fnrs.  —  KlaiiL  donnée  une  série 

(  I  )  //  I  ,  //  0 //  „ 

à  termes  positifs,  la  série  ohlenue  en  écrivant  les  termes  de  (i)  dans 
un  ordre  qucli'<)n(|ue  est  équivalente  à  la  première,  c'est-à-dire 
qu  elle  est  coun ergente  ou  di\ergenle  en  niéinc  leni[)s  et,  si  elle  est 
converi;ente,  a  même  somme  que  (i). 

Précisons  la  notion  de  déplacement  des  teimes  d'une  série.  Consi- 
dérons une  suite  d'entiers  positifs  /,,  «.,,  /;,,  ....  telle  que  chaque 
entier  positif  se  trouve  une  fois  et  une  seule  dans  celle  suite.  Consi- 
dérons aloi'S  la  série 

(  >.  )  «/,,       «/,,      ?«/3 l'i,, 

Nous  dirons  que  c'csf  la  série  (i)  flans  l.a(/iiellr  on  a  chaniié 
l'nrrire  ries  Icrmes. 

s  est  la  borne  supérieure  de  l'ensemble  des  nombres  obtenus  en 
faisant  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  termes  pris  dans  la 
série  (i).  Si  l'on  fait  la  même  opération  pour  la  série  (2),  il  est  évi- 
dent que  les  deux  ensembles  de  nombres  sont  identiques.  Donc  (2) 
a  iiième  somme  que  (1). 

Groupement  de  ternies.  —  Etant  donnée  une  série  à  termes  posi- 
tifs, si  a,,  ao,  ....  a^,,  ...  est  une  suite  quelconque  d'entiers  croissants, 
la  suite  .Sjt^  ^j^  ,   ....  5^  ,   ...  a  même  limite  que  la  suite  .v,,  .So,   .... 

•V// 

Cela  montre  que  l'on  obtient  une  série  équi\alente  à  (i),  en  réunis- 
sant en  un  seul  terme  les  a,  premiers  termes  de  (i),  en  un  second 
terme  les  (a^  —  a,  )  termes  qui  suivent,  etc.  On  dit  qu'on  elï'ectue  ainsi 
un  groupement  de  termes  eonséeali/s  dans  la  série. 

Plus  iiénéralement,  on  a  une  série  équivalente  à  (1)  en  (îonslituant 
une  nouvelle  série 

(3)  U,,     Uo,     ...,     U„,     ... 

dont  chaque  terme  U  représente  la  somme  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  (i)  et  cela  de  telle  manière  qu'un  terme  de  (1)  entre  une 
fois  et  une  seule  comme  élément  d'un  terme  U. 

En  edet,  la  série  (3)  est  équivalente  à  celle  qu'on  obtient  en  rem- 
plaçant chacun  de  ses  termes  par  la  somme  des  termes  u  qui  le 
composent  et  écrivant  à  la  suite  les  uns  des  autres  tous  les  termes  //, 
dans  Tordre  où  on  les  rencontre.  Cette  série  intermédiaire  n'est  autre 
que  (1)  dans  laquelle  on  a  déplacé  les  termes. 
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(')o.    (a/rictè/cs  (/('  co/n'eri;e/ice.  —  lùaiil  tloiiiK-cs  deux  stjries  à 
termes  posihis 

(  I  )  »i,     //...     . . .  i(„.     . . . , 

(  •-'  I  »'i.     »■,,,      .  . .  (•„.      .... 

ii|  I  mi  ;i.  à  |);irlir  d  un  cfilain  rang,  *'„•<«„,  el  si  l.i  .S(''nc  \\}  est 
(•rin\erg(Mile.  il  en  est  de  iiKMiie  de  (2).  En  parlant  de  là,  on  df'inonlre 
un  fciiain  nondjic  de  rci^les.  dont  les  plus  importantes  sont  les  sni- 
\anle-i  : 

Si  I  (in  a.  à  partir  (I  1111  ceiliiiu  laii';,    ""*"'  <C     "^    »  et  si  la  si'rie  (  1  )  est 

coiivcri;enle.  il  en  est  de  même  dri  :^). 

(Jomnie  exemple  de  séiie  eonveri^ente  à  termes  positifs,  on  e(»nnait 
le«;  |)roj4ressions  géométriques  décroissantes. 

On    établit,     daiitre    part,    les    faits   suivants  :    la   s«'rie    de    teime 

i;énéral  - —  esl  eonver^ente  si  -j.  ">  1  ;  la  s<'-rie  de   terme  "•'•m'-ral  -    est 

divergente.  On  en  eoncliil  I  existence  des  earaetères  de  eon\ergen('e 
sui\ants.   pour  une  série  à  termes  |)ositifs  : 

I"    Si    I  ensemble    (\('>    nombres    n^(/„.    'j.   étant  supérieur  à  i,    esl 

borné,    la  série  est   con\ergente   (par  eom|)araison    a\ec    la   série  de 

terme  général  —  )• 

"2"  Si  ni(„  reste,  à  |)artir  d'un  certain  rang,  supérieur  à  un  nombre 

positif,  la  série  esl  divergente  (  |Kir  comparaison  avec  la  série  de  terme 

i;énéral  -  )• 

j"    Si  Ton  a.  à   partir  d  un  eeilaiii  rang, 

'\/u„  <  A-  <  1 , 

la  série  esl  eon\crgente  (par  com|)araison  a\ec  une  progression 
j;éométri(jue  de  raison  /c). 

4"   Si  Von  a,  à  partir  d'un  certain  rang, 

^^^</.-<  I. 
u„ 

la  S(''rie  esl  consergente  [A'  étant  considéré  comme  le  rapport  de 
deux  termes  cons(''eutifs  d  une  |)rogression  géométrique  de  raison/.  ). 

(i().    Séries  à  ternies  queleorujiies.  —  l  ne  série 
(u  «1,     «2.     ■  •  • ,     "«     •  •  • 
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est  dite  absolument  convergente  si  la  série  des  valeurs  absolues  (ou 
modules)  des  termes  est  con\ergente.  Posons  |  //„  |  =  w„,  on  h 

ltn  =  ("n-^  U'„  )  —  tl'„. 

(".(miiiic    u,i  -+-  u\,  est  égal  à   2  //„  si    u„  >  o,  à  o  si    ii„  -<  o,    on   a 


[^a  série  de  terme  général  (  11  „  +  u„)  est  con\ergente  si  la  série  u„ 
Test,  alors  u,i  est  la  difïerenee  entre  les  termes  généraux  de  deux 
séries  convergentes  à  ternies  positifs,  donc  la  série  (i)  est  conver- 
gente. D'ailleurs,  la  somme  de  ses  n  premiers  termes  a  un  module 
moindre  que  la  somme  des  modules  des  termes.  Donc  sa  limite  S  est 
inférieure  ou  égale  à  la  somme  S'  de  la  série  des  modules. 

Dans  une  série  absolument  convergente,  on  peut  déplacer,  d'une 
manière  quelconque,  les  termes  sans  changer  la  somme,  car  ce  dépla- 
cement revient  à  opérer  le  déplacement  analogue  dans  les  deux  séries 
convergentes  à  termes  positifs  (//„  -h  //„)  et  u„.  Leurs  sommes  ne  sont 
pas  modifiées,  donc  celle  de  la  série  proposée  ne  l'est  pas  non  plus. 
11  en  résulte  que  l'on  peut  aussi  opérer  un  groupement  de  termes, 
j)ourvu  qu'il  satisfasse  aux  conditions  indiquées  plus  haut  (p.  58). 

67.  Si'ries  alternées.  —  Ces  séries  sont  constituées  comme  il  suit  : 
à  partir  d'un  certain  rang  les  termes  vont  en  décroissant,  tendent 
vers  zéro  et  sont  aiternativemenl  positifs  et  négatifs.  On  a,  en  suppo- 
sant les  conditions  précédentes  reinplies  à  partir  du  premier  rang,  et 
posant  S„=  Ui  -h. .  .+  u,i>  avec  //,  >  o, 

S,>S3>..., 
So<S4<..., 

On  a  ainsi  deux  ensembles  de  nombres  tels  (|ue  tout  nombre  du 
premier  est  plus  grand  que  tout  nombre  du  second.  De  plus,  on  peut 
trouvei-,  dans  les  deux  ensembles,  deux  nombres  dift'érant  d'aussi  peu 
que  l'on  veut.  Il  y  a  donc  un  nombre  S  qui  est  limite  commune  de 
ces  deux  suites.  Donc  la  série  est  convergente. 

r><S.   î^a  série 
/  I         I  ■  ■ 


I         \  .•>.        1.2.3  n\ 

est  convergente,  car  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  o, 
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lorsque  n  ci(jil  iiulcliiiiincnl  ;  s.i  sdiiinu'  se  représenle  |)ar  le  iniinhre  c, 
lie  sorte  que  l'on  a 

I/<'\|»ressioii  (  I  H )     »  (|iiiiiiil    I  riilK  r   |»(i>ilil    ///    IcikI    Nrrs  -h  X, 

teiid  \<  Ts  le  n(iiiil)ie  <'.   l'-il  rllel.  (iii  a 

/'  =  '" 

,,  =  1 
en  posaiil 


m  (  m 


.  >..  .  .p.mi'  p.  V  //i/  ^  m/         \  m     / 


(  )n  recDniiiiil  (jne,  si  j>  est  li\e.  //,„,/,  augmente  a\e(;  /w,  de  sorte  que, 
(|uau<J     m    aui;nienle,    (  '  -; )       ne     peut     (ju  au^^inenler.      I)  autre 

part.  II,,!./,-  lorsque  ni  eroîl  indéfiniment,  a  pour  liniil»-  —  qui  est  le 
(/>-+-  I  i'"""  ternie  de  la  séries'.  On  a  donc 


<  e. 


Je  dis  (pic  (  1 I  ,  |)(jur  ///  sutlisaninienl  j;rand,  peut  dé- 
passer e —  iî,  quel  que  soit  le  nombre  z  positif.  Kn  ellet.  |)re- 
nons  q  assez  ^rand  pour  que,  dans  la  série  e,  la  somme  Sy  des  q  ~\-  i 
premiers  termes  soit  plus  grande  que  e  —  t.  Astreiiinons-nous  en- 
suite à  prendre  m'^q.  Dans  le  développement  de  f  i  -i 1  ?  consi- 
dérons la  somme  des  q -{-  i  premiers  termes.  On  a 


/'-'/ 


Le  second  membre  a  jioiir  limite  S^,  donc,  quand  m  dépasse  un 
certain  entier,  dépasse  Sy  —  £,  c"est-à-dire  r'  —  as.  En  résumé,  on  a 

'         II"' 

lini  (  I  -: )      =  e. 

m  J 

On    en   (l('(liiit    que   (i- — ;]    ?  ipiand   .r   cnu'i    iii(l('linimciit    dune 
manirre  (pielconcpie,  tend  \ers  e.  lui  ellet,  supp(jsons  dabord  x  po- 
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silil.  cl  soit  ///  lontici-  It'l  <|iu'  m  "^  .r  <<//<  +  i .  <»ii  a 

'_V""' 


I   - 


m  -+-  I 


/fi  -1-  I 


(-;;7^r<(-jr<(- 

l^es.  deux  termes  extrêmes  tendent  \er.s  e,  quand  r  et,  par  suite,  m 
tendent  \ers  H-  x.  Donc  [  i  H —  )     tend  aussi  vers  f. 
Si  .;■  lenti  \ers  —  a:,   on  pose  j:"  =  —  x'  et  l'on  a 

Donc  la  limite  est  encore  e.   Il  en  résulte  que,  si  ./•  croît  indéfini- 
ment en  valeur  absolue  par  des  valeurs  de  signes  quelconques,  on  a 


""M  '-- -;  =^'- 


\a\  posant  .r  ^--  on  peut  encore  dire  que  (i  -f-  ^-)*  a  pour  limite  e 
quand  a  tend  \ers  zéro. 
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i)i:i{i\  KKS  i:r  im  i:<ii;\ij:s  i>i:s  ionciions  di:  \  vi;i  \I!Li:s 

i;i:i:m.i:s. 


I.  —  Dérivées  premières  des  fonctions 
d'une  ou  plusieurs  variables. 

<)9.  Soil  fix)  une  fonction  (Kune  variable;  .ro  étant  une  valeur 
de     la     \arialjle,     x^i-\-l^     une    aiilre     \aleur,     on    forme      le    rap- 

port -. ->!  ee  iap|iuil  a  une  liinile  déterminée  quand // 

tend  vers  zéro  ifune  manière  (|ii<;lcon(|ue,  on  dit  que  la  Ibnclion  a, 
en  Xo,  une  dérivée. ^'èy  ce  fait  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  d'un 
intervalle,  les  \aleurs  de  cette  déri\ée  constituent  une  nouvelle 
fonction  de  x.  On  la  désij^ne  par  f  (^x). 

Si  Ton  considère  une  fonction  y(x)  dans  un  intei\alle  lini  (  c/,  h), 
(piand  on  considère  les  \aleurs  Xo  =  <^/,  ./■o  =  />,  il  n'y  a  lieu  de  prendre 
que  des  accroissements  positifs  dans  le  premier  cas.  négatifs  dans  le 
second. 

Si  l'on  représente  en  axes  rectangulaires  la  fonction  considérée 
|)ariin('  courbe,  <tn  a,  en  chaque  point,  /'(.ro)  ^  tanga,  a  étant  l'anyle 
de  la  tangente  à  la  courbe  au  point  d  abscisse  x^^  avec  l'axe  des  x. 

70.    [ne  constante  a  p(uii-  (l(''ri\ée  zéro,  x  a   pour  déri\(''e  liinili'. 

Si  //,  V,  w  sont  des  fonctions  d'une  variable  x  ayant  des  déri\ées  //, 

i',  (v',  la  fonction  au  -\-  bv  -i-  nw  a,  />,  c  étant  des  constantes,  reçoit 

l'accroissement  rt  A^-h^At^  +  r  Air  (piand,  .r  recevant  l'accroissement 

A./".  //.  c.  tr  recoiN  enl  les  accroiss<'meiit>  A//.  Ar.  An:  elle  a  pour  (li'ri\  ée 

,•  A//  ..       ,   Ar  ..  Ai\'         .  <      I-  '         /    /  ;      1      ,• 

Il  II  M/ h  liin  /'  —  -r  \\n\c  —  <   c  «'Sl-a-diic  (iii  -\-  h\-   -i-  nv  :  la  ionc- 

A/  A./-  \x 

tion    //r.   tpii   reçoit  raccroissemeni    // Ac -i- c  A //  -r- A//.   Ar.  (piaiid  u 

et  i'  reçniNcnt  les  accroissemenls  \u  cl   Ar,  a  pour  diTiNçc  tn'  -:-  \'//' . 
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On  i;énéralise  celle  dernirre  rèi;le  et  I  «m  miiI  (|iic  le  junduii  de  |)lii- 
sieurs  fonctions  //,.  i/^.  ....  t/„  a  pour  dérivée  la  somme  des  produits 
oblenus  en  remplaçant  clKupie   lonetion   par   sa  déri\ée.   Ce  résultat 

s  exprime   tl  une    façon    simple   en    introduisant    le   rapport   —    (ju  on 

appelle  la  déi"ivée  logariliimujue  de  la  foncliou  //  :  la  d(''ii\ée  lo^a- 
iillimi(pie  d'un  produit  est  égale  à  la  somme  des  dérivées  logarith- 
miques des  dillérenls  facteurs.  Par  a|>plicalion  des  refiles  relatives  au 
produit,  m  étant  un  entier  positif,  la  dérivée  de  jt'"  est  /??./'""'. 

,  .  a  .  Il  -^  lu         u         lu .  f  —  At'.  ii 

i^e  quotient  -   a  pour  accroissement  — : 


donc  a  pour  dérnée 


Il  4- 


71.  Dérivées  (le.'i  fonctions  de  Jonctions.  —  Soient  //,  fonction 
de  ./  .  et  y.  fonction  de  //.  On  sujipose  (]ue  u  a  une  dérivée  par  rap- 
port à  ./■  et  )■  une  dérivée  par  lapporl  à  //.  Soient  x^  une  \aleur  de  la 
\ariable.  iio  et  i',,  les  valeurs  correspondantes  de  u  etjK,  -l'o -f-  A.r  une 
nouvelle  valeur  de  .r,  //„  —  \ii.  i,,  -\-  \y,  les  valeurs  correspondantes 
de  //  et  y.  Toutes  les  fois  que  Ion  a  lu  ^  o,  on  peut  écrire 

\y  _  A)     \u 

Deux  cas  sont  à  distinguer,  suivant  (|ue  I  on  a.  ou  non.  («',.),,  ^o. 

i"   Si  (;/j.)„^o.    tpiand    !  A.r  |    est  inférieur  à   un   certain   nombre 

positif  y..  A//  est  dillérent  fie  zéro.  L  égalité  (  i  )  est  applicable  et  donne 

(a)  y.r=  y'u  «'• 

i"  Si  («.,)»  ^  o.  donnons  à  \x  une  suite  de  valeurs  tendant  vers 
zéro:  les  accroissements  correspondants  lu  sont  de  deux  sortes  :  les 
uns  nuls,  les  autres  difîerents  de  zéro.  A  ces  derniers  s'applique  la 
formule  (  i).  Pour  les  autres,  le  Ay  correspondant  est  nul,  de  sorte  que, 

dans  tous  les  cas.   —  a  pour  limite  zéro. 
Ix      ' 

iJonc-  la  formule  )'^.  :^r„.  ii'j.  est  applicable  dans  tous  les  cas;  elle 

s  étend  au  cas  de  j)lusieurs  fonctions  intermédiaires. 

T;2.  Dérivées  des  fonctions  inverses.  —  r  étant  une  fonction  de  x. 
continue  et  toujours  croissante  ou  toujours  décroissante  dan>  un  inter- 
Aalle.  a  une  fonction  inverse   l)ien  déterminée:   A»- et  Ax  étant  deux 
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accroissiMiiciils  coiTcspoinljinls.  ni\  ;i 

Ak  _    I 
A.r  ~  Â7-  * 

Kn   »''carl;iiil    le   cms   nù   l'un   dc^   i;i|.[i()rls  Iciid   \ci'S  zéro,   on   a,  on 
prenant   lo  Imiilr-  de-;  deux  incinl»ros, 

_     I 

IJ  adlciirs.   >i    lune    des    (h'rivées    Icnd    \cis    z(;ro.    l'autre   e,randil 
indéfininienl . 

73.    Dérivée  de  loj;,, ,r.  —  Considérons  le  i-a|)|)(»rt 
loi;,,' •'■ -i- /<  )  —  l"Sr(.ï'         I  ,         /         h 


-r  '";;«     I  -^ 


(-.)• 


h  ~  II'    "^'^ 

Posons  A  ^  'J..V.  L'expression  précédente  devient 

I 
-  lo-,,  (i  -4-a)«. 

X 

\_ 
Oiiand  h  et   par  suite  y.  tendent  vers  /.éro,  (i  -ha)*  tend  vers   e;    la 

I 
l'onction    loi;antluni(pie  étant   continue,   loj;,,  (i -f- a  )*  a    pour    limite 

lo:;,,  (^  Il  V  a  une  d«''ri\('e  qui  est  —\^^il(l<'^  "i'  encore  — i ,  donc 

'  X     ^  X  iog^.  a 

(loga.r/  =  Z^o^^„e 


X  lo"/-  Cl 


On  appelle  lot:  ai- il  limes  né/jcriens  les  loi^arilhmes  pris  dans  le 
SYslèitie  de  hase  e;  on  les  désigne  par  la  notation  I..r.  On  a 

et  dans  le  cas  de  a  =  e,  comme  Le'  =  i , 

{Lx)'=-. 

X 

Dérivée  de  la    fonction  exponentielle.  —   La    fonctiotj    inverse 
de  y  =  a''  est,  comme  nous  l'avons   vu,  x  :=  \o^„y.  Appliquant  le 
it. 


66  CIIAI'ITKi:    11.    ~    DKIUVKKS    KT    TNTl'UiKAl.KS    UKS    FONCTIONS. 

llicoi'riiic  >iii-  lii  (léi'i\('e  d  (inc  fonction  inxorse.  on  a 

y'r  =  —  = =  y  i.a  =  a'  l.a. 

x\  I  "^ 

rïïTï 

lui  |);irli(iilier,  on  a 

Cliorclions  la  (léri\ée  de  x",  a  élanl  c|iiel(on(|iK'.  iNous  écrirons 
X"  =  (e'')"  =  e"'-'. 

el.  d'apivs  le  lliéorrnie  sur  la  dcri\ée  d'une  fonction  de  lonclion, 

La  rèi^le  donnée  |ioiir  le  cas  de  lexposant  entier  el  positif  se  trouve 
étendue  au  cas  d  un  exposant  ([uclconque. 

74.   Les  fonctions  trii;ouoniélriques  sin;r  et  cos.r  définies  par  la 
Géométrie  sont  continues.  On  a  en  effet  : 

(i)  sin  (a-  -t-  h)  —  sin  .r  =  -z  sin  —  cos  (  x  -{ \  ■ 

Le  second  membre  a  une  valeur  absolue  moindre  que  asin  -,  donc 


tend  vers  zéro  avec  h;  cos.r  ^  sin(  x  +  -^  )  esl  aussi  continue. 
La  formule  (i)  donne  alors 


.    /> 

.  ?iii  - 

ï-in  (  .r  -)-  fi  I  —  siii.r  ■> 


d'où,  d'après  le  fait  que  —, —  lend  \ers  i  t|uand  /i  tend  vers  zéro, 

>in  {X  ^-  h  )  —  -èinx 

liiii -, =  cosa", 

h 


donc  sinx  a  pour  déri\ée  cos.r;  cos.?  =  sin/ .r  4-  -)  a  pour  dérivée 
cos(.rH — ^  \  ^=-  —  sinx;  lani;.r  a  pour  dérivée —  ou  (  i  -t-  tani;-.r); 

^  ■}.  I  '  C()S2  X  O  /  ' 

I  -     •       ,  —    I 

cotang  X  a  pour  dernee  ^—^ — 

Fondions  Irigononiélricjues  inverses.  —  Pour  définii-  une  fonction 
trigonométnque  in\erse  sans  ambiguïté,  il  faut  fixer  l'intervalle  dans 
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lt'(iii('l    i»ii    la    cniiNKlrr-c.    Par    cxcniplc.   à    loiil    iioiiiLre  .r  de    l'inlei- 
valle  [ — I . -h  I)  on  |umiI  laire  (Morrespondic  un  aie  compris  (Milie  —  — 

et  -  iltinl  le  sinus  soil  (''i;al  à  .v.  On  a  ainsi   une  loncinni   hicn  diUer- 

mince  (|ui   est    I  une   des   dt-teriumalioiis   de  arcsinx.  Soit  y  celle 
fonction,  on  a 

)■  =  arr  siiia-,         x  =  sin  }',         T'y=  cosj', 


y'x 


«osj       ,/,_ 


V'  1  —  X- 


Dans  les  conditions  fixées,  cosj-  est  positif,  le  radical  doit  être  |»iis 
avec  le  sij;ne  -t-. 

De   même,   x  étant   un    nomhre   (pielconcjue,   il   y  a  dans  linler- 

\alle  (  —  ~'  +  T  )  une  seule  détermination  )' de  la  fonction  arc  tangj:. 

(  )n  a 

y  =  nrc  taiii^a".         x  =  taiiirjK.         .r',.=  i -f-  tang- 7-, 
I  I 


y'r  =■ 


I  -+-  tang-  X        I  -^.T- 

75.  Théo/ème  de  Rolle.  —  Si  une  fonction  f  cV une  variable  x^ 
continue  clans  un  intervalle  (a.  h),  s'annule  pour  les  valeurs  a,  b, 
et  a  une  dérivée  pour  toute  lutleur  de  x  intérieure  à  l'intervalle, 
cette  dérivée  s'annule  au  moins  une  fois  dans  V intervalle. 

Eu  effet,  on  a  par  hypothèse  /'(«)  =  y"(6)=  o.  Soient  m  et  M 
les  bornes  des  valeurs  de  la  fonction  dans  l'intervalle  (a,  6). 
Si  m  ^  M  =  o,  la  fonction  est  constante,  sa  dérivée  est  toujours  nulle. 
Sinon,  on  a  au  moins  une  des  conditions  m  <C  o,  M  >o. 

Supposons  par  excm[)le  M  >■  o.  D'après  le  n"o3,  la  fonction  atteint 
la  valeur  M  pour  une  \aleur  au  moins  de  la  variable,  nécessairement 
diflerente  de  a  et  de  b.  Soit  x^  une  telle  valeur.  Pour  toute  valeur  a;- 
de  rinter\alle  on  a /\x*)^/*(x„). 

Cela  [)osé,  formons*^ — —;  le  numérateur  est  néi;atif  ou  nul. 

Si  l'on  donne  à  x  des  valeurs  tendant  vers.ro  pai"  valeurs  supérieures, 
le  rapport,  étant  négatif",  a  une  limite  négative  ou  nulle.  Si  l'on  donne 
à  X  des  valeurs  tendant  vers  ./•„  par  \aleurs  inférieures,  le  rapport, 
("tant  positif,  a  une  limite  positive  ou  nulle.  Cette  limite  est  donc  nulle, 
et.  comme  elle  est  {'gale  à  /'(xo),  on  a  /'(.r,,)  =  <^>- 
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T().  htirniiili'  des  accfoisscmcuts  /i/us.  —  Soil  ./(./■)  une  fonction 
{"(inliiuic  iliiii-^  iiii  iiiter\;ille  [a,  ù),  ayant  une  ilcii\(''e.  C.lu'i'chons  une 

expression  «In  ra|i|)orf j — = >«oil    V  coUc  ([iianlilc.  l^osons 

o  (  .r  )  =  /(  l>  )  — /(  .r  )—  \{b  —  x). 

o(x)  est  continue  et  a  une  il(ri\<'('  (jui  est  — /'(x)-{-  V.  Comme 
on  a  'i(^/^= 'j(/>)  =  o.  par  ap|)li(alion  «In  llK'orriiie  de  Rolle,  o' ^  x) 
s  annule  pour  une  valeui-cde  I  inter\alle,  donc 

?'(c)  =  — /'(c)-t-.\  =  o, 
d"(»ù 

A  =/'(c), 
/(b)  —  /(a)  =  (b  —  a)/'(c),         a  <  c  <  b. 

Kn  mettant  .r,  .r  -h  A.   r  -;-  hh  au  lieu  de  a,  />,  c,  on  a 
(i)  f(x-rk)—f(x)=hf(.r-^^h)         ('o<0<i). 

On  doit  interpréter  ce  résultat  ainsi  :  x  et  x  -\-  li  étant  deux 
valeurs  de  rinlervalle,  il  existe  un  nombre  H  compris  entre  o  et  i, 
tel  qu'on  a  l'égalité  0)- 

Il  résulte  de  la  défînitionde  la  dt''ri\ée  que,  si  dans  un  inter\al!e  une 
fonction  est  constamment  croissante,  sa  dérivée  est  positive  ounnlle; 
si  la  fonction  est  décroissante,  sa  dérivée  est  négative  ou  nulle. 

Réciproquement,  si  dans  un  certain  intervalle  la  dérivée  est  posi- 
tive, la  fonction  croît,  car  le  second  membre  de(i  )  est  du  signe  de  h  ; 
si  dans  un  certain  intervalle  la  dérivée  est  négative,  la  fonction 
est  décroissante.  Si  la  dérivée  est  constamment  nulle,  la  fonction  est 
constante. 

77.  Fonctions  de  plusieurs  variables.  —  Soit /"(.r,  jk? -^i  •••)  "i^^ 
fonction  de  plusieurs  variables.  Si  1  on  donne  à  toutes  les  variables 
moins  une,  x  par  exemple,  des  valeurs  déterminées,  la  fonction  y 
devient  fonction  de  la  seule  variable  x.  Elle  peut  être  continue  par 
rapport  à  cette  variable  et  avoir  une  dérivée.  S'il  en  est  ainsi  pour 
toutes  les  valeurs  de  x  d'un  intervalle,  et  cela  quelles  que  soient  les 
valeurs  attribuées  à  j^,  ;,  .  .  .,  cette  dérivée  est  elle-même  une  fonc- 
tion des  variables  .r,  j',  s,  ....  On  la  désigne  par  la  notation 
fxi-^i  y^  *'i  •'•)■)  O'i  dit  que  c'est  la  dérii'ée  partielle  de  f  par  ra/)- 
port  à  X.  Il  peut  y  avoir  de  même  des  dérivées  j)artielles  par  rapport 
à  j,  c.  ...  ;  on  les  désigne  \i^v  f'^{x,  y,  z,  . . .),  f'^{x,y,z,  . . .). 


I.    —    DKRIVKKS    l'RKMIKHKS    l»KS    KONCTIo.VS    ll'lNi;    Ol     IM.ISIEIHS    VAKIABLKS.       69 

IH.  Hemiirijuoiis  <|ii"uii('  tonclioii,  dr.  deux  \;iri;il)les  par  exemple, 
priil  èlre  e(»nlliiiie  par  rapport  à  (^liaciine  d'ellr.s  et  même  avoir  des 
dérivées   pai'tifllcs  en    luiil    point    >ans    pour   cela    être   eontiniie    pai" 

rjp|)ort  ;i  I  •'n^iMiililc   de-»  \arialde>. 

l*renon>.   par  rxcinpir,   la   fonciion   f(^x,  y)  qui  est  égale  à      .,'        , 

pour'  tous  les  points  du  jilan  sauf  pour  le  point  .r  =  o,  j'  =  o.  pour 
le(|uej  elle  est  é;;ale  à  z('ro. 

On  eonstate  (pic  la  roiiclion  t'^l  nulle  ipiand  le  point  (  JC,  JK)  est  SOll 
sur  Oj;,  soit  sur  Or.  l'ille  est  donc,  à  Iriri^ine,  continue  (|uan<l  .r  ou  >' 
\arie  seul  et  a  en  ce  p(unt  i\v^  dérné-es  partielles  niille>^. 

Prenons  maintenant  un  point  autre  (pic  l'origine.  (  )n  peut  toujours 
ctuisidérer  un  tel  point  c(urimc  inl('rieur  à  un  clianip  ne  contenant  pas 

l'oriaine  et  dans  lc(|uel  on  a  /"=  — '— iJone  /'est  encore  continue 

par  rapj)orl  à   cliacune  des   variables   et  a    des    dérivées    partielles. 
Cependant  la  fonciion  nest  |)as  continue  à  l'origine  par  rapport 
à  lensemble  des  deux  variables.   En  ellel,  si  un  point  varie  de  façon 
que  j'  =  a  .r,  a  ('tant  constant  et  ^  o,  on  a,   |>our  .r  ^  o, 

a 

tandis  que.  pour  j^- =  o,  /  ^  o. 

79.  Soit  u^  f(.r.  r,  :■)  une  fonction  de  plusieurs  variables 
(trois,  par  exemple),  définie  dans  un  certain  champ.  Soient  deux 
points  du  champ,  l'un  (jr,  >  ,  z),  l'autre  (.r -{- A.r,  t  +  A  >',  ^ -^  A:;). 
A:r,  Ar.  A;  seront  dits  les  accroissements  des  variables  à  partir  des 
premières  valeurs  a:,  r,  ::.  Posons 

Au  =/{.T  -h  lx,r  -^  A  K,  z  ~  As)— /(.r,j',  z). 

On  a  I  identité  suivante  : 

,    ^tl  —  fir  -f-  Aa",  r,  z  )  —  /'C.7-,  y,  ;;  ) 
(1;  -t-/'^.r -T- Aj",  j' -^  Aj',  3) —  f{x -r- S.x,r,z) 

^  f{T  -T-  Ax.  y  —  ^y.  z  -H  As)— /(  J-  —  Ar,  j'  -H  Ai-,  z). 

Si,  dans  un  chnnip  <lonné,  bt  fonciion  /{•>',,}',  -)  ff  des  dérivées 
fiarlirlles  par  rapport  à  cliacune  des  variables  et  si  ces  dérivées 
partielles  sont  inférieures  en  valeur  absolue  à  un  nombre  A,  la 
fonction  est  continue  par  rapport  à  Vcnsemble  des  variables. 

Supposons  ces  conditions  remplies.  Le  second  membre  de  (i)  est 
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la  sonimo  «k-  trois  dillcreiicos  duiil  cliaciiue  est  la  dlUtTeiice  entre  les 
états  de  i;randeiir  dune  fonction  dune  seule  varial)le,  à  sa\oira:  pour 
la  première  dilléronce.   )'  [)our  la  seconde,  c  pour  la  troisième. 

En  appliquant  la  formule  des  accroissements  finis  à  cliaciine  d  elles^ 
on  a,  0,  0',  h"  désii;nant  Irois  nombres  compris  entre  o  el  i. 

i   Am  =  /■;,  (  .r  -T-  0  Aj-,  y,  z)  Ij-  — /;  (  a:  -+-  Ix,  y  -^  W  ly,  z  )  \y 

Il  en  résulte,  d  après  1  hypothèse  faite, 

I  \u  \:^ki\\x\^\\y\^\\z\). 

Donc  A//  tend  \ers  o  a\ec  \x^  Aj',  Ar,  donc  /"  est  c()nlinue  par 
rapport  à  l'ensemble  des  \ariables. 

80.  Dérivation  des  fondions  composées.  —  Supposons  (juc 
X,  y.,  ;,  qui  sont  les  arguments  de  la  foiictioi)  u  = /"(.r,  i,  j),  soient 
non  |)lus  \ariables  indé|)eiidantes.  mais  fonctions  d'autres  variables 
i,  0,  ...  ;  supposons  que  les  dérivées  jjartielles  f[.^  f'y.,  f.  soient 
continues  par  rapporta  l'ensemble  des  variables  qui  jentrent,  que  x, 
}^,  z  soient  continues  par  rapport  à  chacune  des  \ariables  /,  f(,  ...  et 
aient  des  dérivées  par  rapport  à  chacune  d'elles. 

Laissons  fixes  les  variables  indépendantes  sauf  /.  Donnons  à 
celle-ci  une  première  valeur  /,  à  laquelle  correspondent  poiirx,  y-i.z 
les  valeurs  ./SK.  cet  pour //la  valeur//,  puis  une  seconde  \aleur^H- A^ 
à  laquelle  correspondent  pour  o;,  y,  :;  les  valeurs  x  +  Ax,  y  +  Aj^, 
:;  +  A:;  et  pour  a  la  valeur  a  +  \u.  La  formule  (^2)  est  applicable  : 
Divisons  les  fleux  membres  par  A^.  il  \ient 


\  IF  =fAoc^^^x,y,z)-   -f-  f'^.(x^\x,y^^-\y,z)^ 

I  -^.fzAx^:^x,y  +  \y,z-^W'\z)^^ 


Faisons  tendre  A^  \ers  zércj.  A  cause  de  la  continuité  de  x.,  j',  -;,  ^Xy 
Aj^,  Ac  tendent  \ers  zéro.  Comme  u  est  continue  par  rapport  à  l'en- 
semble (.r,  j>',  z),  A/<  tend  aussi  vers  zéro.  Les  dérivées  /^^,  fy^^  fi 
du  second  membre  de  (3)  étant  continues  par  rapport  à  l'ensemble 
des  variables,  tendent  respectivement  vers  y]^.(a;,  j',  z-)^  fy(x,  y,  z), 

At'     Av     A" 

f'z(x,  y,  z).  Les  rapports  -^,  -^-,  —  tendent  vers  x'^,  jk^  :■'[■  De  sorte 
que  le  second  membre  a  une  limite  qui  est 

fc^'t-^fy-yi  -^f'z  ^'t  ■ 
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l^c  |)reinier  ineinhi'(î  «le  {■'>)  ;>   doiu-  .m-^^i    mw   limilc;  ccsL  ht  dc- 
fivéc  tt'i  (le  fi  par  rapj)Oii  à  f  c[  Ton  a 

C'est  la  rèi;le  de  dén'\alioa  des  ronelions  coin|)os(;«;s.  I*2lle  ocjuipreiid 
comme  cas  particidiers  les  rè<;les  de  di-r-lvalioii  d'une  somme,  d  un 
produit,  d  un  (luolicul  cl  le  I  Ih'orrnic  des  (onclinns  dt;  jonclious. 
Toiilclois,  il  convient  de  remar(juer  (pi'elh;  a  été  éLablie  ;i\ee  une 
hypothèse  restrictive  en  |)lus,  à  savoir  que  les  dérivées  partielles  de  / 
sont  continues  par  ra|)p(»i-t  à  l'ensemble  des  variables. 

81 .   For/nule  des  accroissetncnls  finis  pour  les  fondions  de  plu- 
sieurs variables.  —  Revenons  à  l'expression  de  lu  (n"  79)  et  posons 

o(  t)  =  f(.v  -f-  t  Ax-,  y  -^  I \v,  z  -^  t  \z). 

On  reconnaît  (|uc  1  on  a 

A«  =  o(  1  )  —  9(0). 

En  appliquant  la    lormule   des  accroissemcnls    finis   à    la   fonction 
d'une  varial)le  '-^(^j,  on  a,  0  étaiil  un  nombre  com|)ris  entre  o  el   i, 

<p(l)  — cp(())  =  'j'(')  ). 

lin  dt'rivant  '^{l)  par  la  rè^ie  des  l'ouclious  composées,  on  a 

o'it)  —  /^(.r  -(-  t  A.7-,  y  -h  t.\v.  z  -h  f  \z)  \x 

■^fy{^-^tl^,y-^tly,  z^t  Iz)  \y 
+  /:'  ^ ^  -t-  ^  ■^■^1  y  -^  t \y,  z  -^  t  \z)  Iz, 

d'où   la  formule  des  accioisscments   (inis 

f{x-^  ^x,y-^ly,z-^lz)-f(x,y,Z)  =  f^(.c^^)lx,y-^^)\y,  z-^^\\z)lx 

-^/;.  (  .r  +  6  A,r,  y  +  ()\y,  z-^<)\z)ly 
-+-/'l  (  .77  -f-  0  A.r,  jK  -H  0  A/,  z-^(ilz)  A3. 


II.  —  Différentielles  premières. 

Xti.  Soit  ^/ =  f(x,  y^  z)  une  fond  u)n  d  une  ou  plusieurs  \ariables, 
ayant  des  déri\ées/^,  /'^.,  /". .  I^onumis  à  ./;,  y.  z  des  accroissements 
A./-,  \y,  \z.  Nous  poserons 

(i;  du  =  df=/^{x,y,  z)\.r -^ /;.  [x,  y,  z)\v^/Ux,y,  z)\z. 

et  nous  dirons  que  du  ou  rlf  esl  la  di (J'érentielle  de  la  fonction  u. 
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S'il  n'v  a  (jn'unc  seule  variahie,  on  a  une  di Jféi'cndcUe  or-'/inairc. 
S'il  V  a  plusieurs  variables,  t)n  a  une  t/ij/'é/-enfie//e  totale. 

Rcmar(|uons  (jue  Ion  peut  considérer  e(»mnie  fonclion  de  .r,  }',  c 
chacune  de  ces  variables  elles-mêmes;  :r,  par  exemple,  a  pour  déri- 
vées partielles  :  par  rapport  à  x^  un,  par  rapport  à  j',  zéro,  par  ra})- 
porl  à  :;,  zéro.  La  formule  (i)  donne  alors  dx  =  Ax. 

Ceci  nous  amène  à  dire  quV/i  ce  qui  concerne  les  variables  indé- 
pendantes, les  dijférentielles  sont  égales  aux  aecroissentents.  Nous 
j)ou\ons  modifier  la  notation  |)récédenle  et  écrire 

{■x)  du  =  df=f[,(x,y,  z)dx+f'y{T.r,  z)dy  -hfl  {x,y,  z)dz, 

dx^  dy,  dz  étant  considérés  comme  des  accroissements  arbitraires 
donnés  à  a-,  y,  z.  A  ce  titre,  il  faut  considérer  du,  s'il  s'agit  de  n  va- 
riables, comme  fonclion  de  in  variables,  savoir:  les  n  variables  elles- 
mêmes  et  les  n  accroissements  arbitraires  donnés  à  ces  variables. 

83.  Dans  le  cas  d  une  seide  variable  x.  on  a  la  formule  suivante  : 

du  =  ./'(^)  d.r  =  u  dx. 

Ceci  conduit  à  écrire  w'=  -t--,  d  où  une  nouvelle  notation  pour  la  dé- 
rivée d'une  fonction  d'une  variable.  Nous  représenterons  la  dérivée 

,.         ,.         .  ,  .  ,  ,    »  1  •  du 

d  une  lonction  u  de  x,  soit  par  u  ^  comme  précédemment,  soit  par  -j-- 

Par    analogie,    dans    le    cas  de    plusieurs   variables,  on  écrit,   par 

I        /.,  /                 X         àf(x,  Y,z) 
exemple,  /^  (^,  j,  z)  =  -^^—^ 

84.  La  formule  (a),  qui  définit  la  différentielle  totale  de  la 
fonction  u^^f{x^  y,  z),  est  encore  valable  si  x,  y,  z,  au  lieu 
d'être  variables  indépendantes,  sont  fonctions  d'autres  va- 
riables t,  f),  .... 

En  effet,  u  est  alors  fonction  de  /,  ^,  ...  par  l'intermédiaire  de  x, 
y.  z.  Soit  u  =  F(t,  h,  . . .).  Soient  f/z,  dh,  ...  les  accroissements  ou 
diflérentielles  des  variables  indépendantes.  On  a 

dx  =  x'i  dt  -\-  x\  d^  -^ .  .  . , 
dy  =  y'tdt  -\-  y\^d^\  -T-..., 
(Iz  =  z'i  dt  +  j^  r/0  -(-... . 
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r)';iiilrr  piiit.  la  di  Ht'ionl  icllc  ////  c^i  doimi'-t'  |i;ir  ht  roriiml»; 
(lu  =  l-,>//  -r-  F,^r/0  — 

<  )ii    ,1.   piir  lit  ir^lc  do  (()ii(titin>  cuin  posées, 
'^'i  =  /x  -^i  -+■  f'yy't  -+-  /c  3',, 

d  (  )  ù 

rf"  =  (/x '-^v -^ /;.}-;  -^-fzz,)dt^{ /;, .r;^ -^ /;. y\^  ^ /. s;^ ) ^o  -r- . . . 

on.  en  r«'iinissanl  les  termes  en  /^.,  en  /^  el  en /!^, 

f/«  =  f^{x',  dt  -h  x\^  di)-r-...)  ^/[{y't  dt  +  y\^  rfO  +  . . .) 

(•  esl-à-dire 

du  =  /"^  r/.r  -4-  f'y  dy  -i-  /;  f/s . 

La  lotinule  (v.)  est  <lf)nc  \alaltle  dans  tous  les  eas. 

Par  exemple,  si  l'on  eonsidère  les  expressions  u -\- v  -\-  tv,  n^\  —  » 

«,  p,  (ï"  ('tant  des  fonctions  de  varlableis  quelconques,  on  a 

^(  «  -r-  V  -t-  (p  )  =  f/a  -^  dv  -^  dw^ 
d{  uv)  =  udv  -\-  V  du , 
V  du  —  u  di' 


(")  = 


8o.    Klant  donnée  une  fonction  u^  f\^x^  y^  z),  si  l'on  a  une  rela- 
tion (l(j  la  tonne 

<i)  du  =  \d.r  -f-  Hdy  -+-  Cdz, 

on  peut  affirmer  (jue  l'on  a 


du 

u          "" 

_  du 

7 

B  =  — , 

ôx 

Or 

"  ""   àz' 

En  elFet,  on  a  en  même  temps  ([U(;  (i)  la  formule 

(  -1  )  du  —  —  dx  H dy  h — —  dz. 

ôx  ày    -  i)z 

Les  seconds  membres  de  ces  formules  (i)  el  (a)  doivent  être  éi;aux 
quels  que  soient  clx,  dy,  dz.  En  particulier,  pour  dy  =  dz  =  o,  cela 

,•  .       4  Ou        .  ,  ,      .  ,,  Ou      r^  Ou 

exige  une  I  on  ait  A  =  -—  ;  de  même  on  ohlient  l>  ^    --■,  L.  =  —  • 
^     ^  Ox  ôy  Oz 
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III.  —  Intégrales  définies. 

80.  Etant  tlonucf    une   fonction    continue  /{.v).    supposons    qu  il 

existe   une   fonction    P   dont    /'  soit  la    dérivée.    Donnons-nous  des 

nombres 

.r„  <  J|  <  .r,  <  .  .  .  ^  x,i  =  a: 

tous  compris  dans  linlerxalle  de  variation  de  x\  On  a 

F ( X, )  —  F (  Xi-i  )  =  (t,  —  Xi-i  )  F' ( ï,  )  =  ( Xi  —  ./•,_,  )/(  li ), 

Çi  étant  compris  entre  Xi_,  et  j?/.  Faisons  /  ^=  i ,  2,  ...,  /i,  écrivons  les 
égalités  correspondantes  et  ajoutons-les  membre  à  membre.  Il  vient 

V  {X )  —  ï\x^  )  -^      ^      K  r,  —  Xi-i  )/{ f , ■). 
(  =  1.2, ...  ,11 

Ceci  conduit  à  étudier  <;f  priori  des  sommes  telles  que  celle  du 
second  membrt  . 

87.  Soit  f  une  fonction  continue  ilans  V intervalle  [a,  0  j[a  <i  l>]. 
On  divise  ^ intervalle  [a^  |6)  en  intervalles  partiels  par  des 
V a  le  u  rs  i n  terni  édia  ires 

«  =  j"^,  <  a^i  <  3^2  <  -  •  •<  3'n  —  If- 
Dans  V intervalle  (.r/_,,  u/j,  on  prend  arbitrairement  une  va- 
leur \i  et  l'on  forme 

Je  dis  que  cette  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  et  finie 
lorsque  V on  fait  varier  le  mode  de  parta<ie  de  l' intervalle  (a,  b) 
de  telle  manière  que  la  plus  \^rande  longueur  d' un  intervalle 
partiel  d' un  partage  donné  tende  ocs  zéro. 

Soient  M  et  m  les  bornes  de  /  dans  1  inter\alle  («,  b)^  M,  et  tni  ses 
bornes  dans  lintervalle  (û^^_(,  jCi). 
On  a,  quel  que  soit  /, 

m  ';^  nii  -  M/  -  M. 

Posons  Xi —  JCi_i  =  //.  Ce  nombre  po.^itit"  //  est  la  longueur  de 
lintervalle  (ar/_i,  jci).   De  //f/ iy\ç/ /  ^  M^  résulte 
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Ktudiotis.  |iuiii-  U'N  (lilltrciils  p.iil.i^rs  piissihN.'s,  l<'S  suimiiL's 
s  =  1  /,  //t,,         S  =  X  /,M/ 

que  nous  a|)jielleruns  soniinc  inftîrù'iire  el  so/n//i<'  sa/xhiaurc  n-la- 
ti\('s  an  |)artai;e.  Kt'iiiar(|iiiins  (|ii('  I  On  a,  (omiiic  M/_M, 

S  ^  ilM,  //  ^  i:  M  //  =  M  i:  //  =  M  (  6  —  rt  ). 
i)..nc 

SiM(6  — a), 
(If  inriuc 

s^  /«(  /^  —  a  ). 

Considérons  deux  parla^j'es  d(jnl  le  second  esl  conséciilif  au  pre- 
mier, en  entendant  par  là  que,  dans  le  second,  on  a  conservé  les 
vali'iifs  inlernicdiaires  (jui  existaient  d/z/ts  le  premier.  Soient  S 
la  soMune  supérieure  du  piemier.  S' celle  du  second.  Pour  passer  de  S 
à  S',  on  doit  reiujjlaccr  chaque  terme  de  $,  soit  //M/,  par  une  certaine 
somme  de  termes,  M/  et  //  jouant  par  rapport  à  cette  somme  de  termes 
le  nMe  (|uc  jouaient,  dans  ce  qui  précède,  M  et  (6  —  a)  par  rapport 
à  la  somme  S.  Donc  la  s(jmme  des  termes  qui  remplacent  M///  est  au 
plus  égale  à  M//,-;  ceci  ayant  lieu  pour  chaque  tenue  M,/,,  on  a 

S'^S. 

De  la  même  manière,  s  et  .v'  étant  les  sommes  intérieures  relatives 
au  premier  et  au  sec(jnd  partai;e,  on  a 


Considérons  d  une  part  l'ensemble  (S)  des  sommes  supérieures, 
d  autre  pari  lensemhle  \s)  des  sommes  intérieures  relatives  à  tous  les 
partages  possibles. 

I"  Tout  nombre  du  premier  ensemble  esl  supérieur  ou  égal  à  loul 
nombre  du  second.  En  etfel,  soient  P  el  l^'  deux  partages  quel- 
conques, S  la  somme  supérieure  du  premier,  s'  la  somme  inférieure 
du  second.  Prenons  un  troisième  partage  l*"  obtenu  en  conservant  les 
\aleurs  intermédiaires  des  deux  premiers,  de  telle  sorte  que  P"  est 
consécutit"  à  P  et  à  P',  Si  S"  et  .s"  sont  les  sommes  supérieure  et  inté- 
rieure de  ce  troisième  partage,  on  a 

S^S",        ^^s\        S'-;  5". 
Donc 

S>s'. 
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•.>."  On  |)(Mit  Iroiner,  clans  lensemble  (S)  el  dans  Tensemble  (5), 
deux  nombres  ililVéranl  d'aussi  peu  que  l'on  \t'ul. 

lui  ellet,  soit  s  >>  o  ;  en  \eiiii  de  la  eonlinuilé  unilonne  (  n"  o2l, 
p.  i'),  niui>  poiiMins  Irouver  un  nombre  a  positif,  tel  cpie,  pour  deux 
valeurs  .i\  .r'  de  l'inlervalle  [(f,ù),  la  condition  |  .r  —  ./■' \  <i  y. 
entraîne  !/(.r)  — /(x')  |  <  c. 

Cela  posé,  prenons  un  partage  tel  <pie  la  plusi;ran(le  lnni;ueiir  d  un 
intervalle  partiel  soit  inférieure  à  a;  quel  que  soit  /,  les  bornes  M, 
el  nii  de  y  dans  l'intervalle  (.r,_,,  ^/),  de  longueur  moindre  que  a, 
diffèrent  de  moins  de  s.  On  a,  dans  un  partage  réalisant  ces  condi- 
tions, 

S  —  .-î  =  ï  //  M/—  i:  /,  m,  =  X  //(M/—  /»/  )<  S  //£  =  £(/>  —  «  ), 
c'est-à-dire 

S  —.V  <E(/>_rt). 

el,  comme  £(/> — ^  r/)  peut  être  pris  aussi  petit  que  Ton  veut,  la  pro- 
priété se  trouve  établie. 

Les  ensembles  (S)  et  (s)  sont  donc  tels  (  n"  17)  que  la  borne  infé- 
rieure des  S  est  égale  à  la  borne  supérieure  des  s.  Soit  1  ce  nombre. 

Prenons  une  suite  de  partages  Pj,  Po,  . . .,  P/j,  . . .  tels  que,  si  A^  est 
la  plus  grande  longueur  d'un  intervalle  partiel  dans  le  partage  P/,,  \/i 
tende  vers  zéro.  Soient  S^  et  s/i  les  sommes  supérieure  et  inférieure 
relatives  au  partage  P^^,  e  un  nombre  positif,  a  le  nombre  positif  qui 
lui  correspond  d'après  la  loi  précédente.  On  a,  pour  //  assez  grand, 
/,/,  ■<  y.  et  par  suite,  d'après  ce  qui  précède, 

S/,  — S/,  <  e(b  —  a). 
Donc  S/, —  S/,  tend  \ers  zéro.  Comme  l'on  a 

S^  et  Sfy  tendent  tous  deux  vers  1. 

Donc  la  somme  Ï///Y^/),  constamment  comprise  entre  S/,  et.s/,,  tend 
vers  I,  ce  qui  démontre  le  tbéorème. 

88.  Le  nombre  I  s'appelle  l'/ntés^rale  définie  de  la  Joiiclion 
f{x)  de  a  à  b  et  l'on  écrit 

1  =    /    /{oc)  dx. 
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l'iir  (lélinilKtn,  uuu>  |jii.sti(jn.s 

I      fi.  X  )  i/.r  =  <), 
et,  si  (f  >  A. 

I      /■(  ./•  )  f/.r  —  —    /    /{  T)  dx. 

•  .1  •  'h 

....         .  .       r''  ■ 

.Movcnnaiil    (■<■>   (Icliiiil  luiis,    I  <'\j)rcssi()n      /    J(^x)dx'    a    un    scn.s 

•  Il 
<|ucls  que  -soienl  le.>  deux  nombres  a  <•[  h  app.ii'lcnanl  à  un   inlervalle 
dans  lecjuel  /"(x)  est  conlinue. 

Sl>.    Heinarcjuons  que,  si  a  <<  A,  d'après  les  propriétés  des  sommes  S 
et  s  (n"  87  j,  on  a 

m{b  —  rt)|    /     f(x)dx^M(b  —  a). 
Dans  le  cas  de  a  >  />,     /     /(-p)  '(•£  t;st  compris  entre;  iii[a  —  h)  et 

r''  ■ 

M(«  —  b).  f>e  nombre  opposé  /  J'[x)('lx  est  donc  c«jmpris  entre 
fn[0  —  a)  et  M(ù  —  a).  Done,  dans  les  deux  eas,  le  iap|)orl 

f  f(x)dx 
b  —  a 

est  com|)ris  entre  m  et  M.  Par  suite,  il  existe  un  nombre  ç  de  1  inter- 
valle (^/,  b)  tel  (jue  ce  rapport  est  égal  à  /"(ç).  Kn  d'autres  termes, 
on  peut  poser 

^    f{x)dx  =  (b-a)f(\). 

ç  étant  compris  entre  a  et  b.  Ceci  a  encore  évidemment  lieu  si  a  =  b. 
Il  résulte  en  |)articulier  de  là  que,  si  /est  ^o  et  si  a  <<  A,  on  a 

^     f(x)dx_:i). 

'-  Il 

90.    Si  rt,  6,  c  sont  trois  nombres  tels  (pic  «■/<</>•<;  c,  on  a 
(1)  /     f(x)dx=    /    /{x)dx-r-    /    J\x)dx. 
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En  fll'ol.  pour  tlt'finir  /  /{.r)djc^  aslreii^nons-nous  à  prendre  des 
•  Il 
modes  de  parlai;e  dans  lesc|iiels  0  soil  loujours  un  |)oiiU  tie  division. 
La  soinnie  'Zlif\^i)  relative  à  l'inlervalle  («,  c)  se  compose  de  deux 
parties  :  la  première  comprenant  les  termes  relatifs  à  l'intervalle 
(a,  h);  la  seconde,  les  termes  relatifs  à  l'intervalle  {b,  c).  Ces  deux 
sommes  tendent  respectivement  vers  les  deux  intéi;Tales  du  second 
membre  de  (i),  tandis  que  la  somme  totale  I/,/'(^/)  tend  \ers  le  pre- 
mier membre.  Donc  on  a  la  relation  (  i).  qui  peut  encore  s'écrire 

(•2  )  /    /(x)  dx  -h    I     /{x)dx^    I     fir)  dx  —  o. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  le  premier  membre  est  inva- 
riable, au  signe  près,  lorsqu'on  permute  «,  ^,  c  d'une  manière  quel- 
conque. On  en  conclut  que  l'on  a,  outre  la  relation  (2),  cinq  rela- 
tions analo|iues.  obtenues  en  remplaçant  a,  />,  c  par  une  permutation 
quelconque  de  ces  trois  nombres.  Cela  revient  à  dire  que  (2)  a  lien 
quelque  soit  l'ordre  de  grandeur  de  «,  6,  c.  Par  suite,  la  rela- 
tion (1)  a  lieu  aussi  dans  les  mêmes  conditions. 

91.  Cela  posé,  soit  /"(;r)  une  fonction  continue  dans  un  inter- 
valle;  soient  Xo   et  x   deux  valeurs  de  cet   intervalle.   Considérons 

l'intégrale     /    f{^)  dx.    Supposons   que,   Xq    restant   fixe,    on   fasse 

varier  x.  L'intégrale  devient  une  fonction  de  x.  Posons 


^.i-i-h  „  >  „.v-hh 

7.r-f-/n=    /  /(x)dx=    I     f(x)dx-h    j  f(x)dx, 


F(.T)  =    /     f{x)  dx. 
-'0 
On  a 

F( 

d'où 

F ( a?  -r-  A )  —  F ( .r  )  =    /  f{x )  dx, 

'  .<• 

ce  qui  peut  s'écrire  (n"  89) 

F{x^/i)  —  Fix)  =  ///(i), 

^  étant  compris   entre  x  et  x -\- h.   Si  h  tend  vers  zéro,  fÇk)  tend 
vers  f{x)^  le  second  membre  tend  vers  zéro;  donc  F(a7)  est  une 


1 
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lonclion  cinilimic.    Imi   milrc.   on  ;i.   (jniiiiil   //   hn.l   mms  zéro. 

K,./_^ /,  )_F(3')         . 
Iim —  f{  r  ). 

Donc   F(,x)  o   une  flriivér  ri  rotlp  driii-rr  est  f\.r). 

On  rcronniiîl  ainsi  que  toute  fnnction  continue  est  la  dériver 
(11111)'  rrrtainr  fonrtion . 

I  milr  loïKîlloii  ilonl  /  e>l  l;i  (l(''ri\  (•(•  saiiiirllr  une  fniiclinn  jiii- 
nnli^e  de  f.  Lue  foiiclion  dont  la  dériM-e  esl  toujours  nulle  t'-tant 
une  constante,  deux  fonctions  (jui  ont  même  dérixée  dillèrent  d'une 
constante.  Par  suite,  si  F(.r)  est  une  fonction  primitive  de  /{oc). 
toutes  les  autres  fonclittns  |>iiniili\('<  de  /"(.r  )  sonl  de  la  forme 
Fi  j-)  -h  C,  C  »''lant  une  constanle. 

Ftanl  donn«'e  la  lonclion  J\.f).  supposons  que  V(.x)  désij;ne  une 
lonriion  prinii[i\e  {\e  f'{x).  x^  étanl  une  valeur  «pielconque,  consi- 
dérons rintéii:rale  d(''linie    j     f[x)dx.  On  a.  (Taijrès  ce  qui  précède, 


f 


f(.T)(lx  =  Fix)-^  c. 


Donnons     à     x     la     valeur     .r„.     Il     vient     o  =  F(^.ro) -•-  C.     doi 
C  =  —  P^(ao),  de  sorte  qu  on  a 


/ 


f(x)  dx  =  ?(x)  —  V{Xo). 


(^)uand  on  se  préoccupe  seulement  de  rechercher  les  fonctions 
primitives  dune  fonction  donnée  f(x),  on  l'indique  par  la  notation 

I  fix)  dx.   en   sous-enlendanf    que    la    limite    supérieure   est    x.    la 

limite  inférieure  étant  quelconque.  Ou  dit  qu'on  a  une  intéiirale 
indrfinir  de  /(x):  une  telle  intéi^rale  n'est  définie  qu'à  une  con- 
stante additi\e  près. 

On  appelle  rirmrnt  rli  /Jrirntirl  Ao  lintéi^rale  l'expression  f{x)  dx. 

IV.  —  Recherche  des  fonctions  primitives. 

9"2.  A  toute  formule  de  dérivation  d  une  fonction  correspond  une 
formule  d'inlé;;ralion.  Mais  il  est  essentiel  de  remarqiier  que  les  for- 
mules d'intégration  ne  sont  applicables  que  dans  des  intervalles  où 
la  fonction  qu'on  intègre  est  continue. 
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Si  I  on  ii  m  yé.  —  I ,  on  peut  (-crire 

/  ./■"'  dx  = 

,  /  ni  -r-  I 

Si  ///  «'Si  entier,  |)Ositit'  ou  néi;iilii".   r'"  esl  délini  pour  loiile  \aleur 

de  .<■:  mais,  si  ///  esl  entier  et  uéi^alif.  l'inlégrale  délinie    /     ./'"  c/x  n'a 

'-'il 

un  sens  que  si  <i  et  A  sont  de  même  sii;ne. 

Si  m  n'est  pas  entier,  on  doit  sup|ioser  x  >  o. 

Si  m  = —  1,  on  a,  dans  un  intervalle  où  x  >>  o, 

/j-   I  dx  =    I   ^  =  L.r, 
et.  dans  un  interxalle  où  .r  <;  o, 

Comme  autre  exemple,  considérons    /      _/    .,  • 

De  ce  que  la  dérivée  de  arc  tann\r  esl -?  on  déduit 

dx 


i       ax 
,1     i  -^  x- 


=  arc  lans^". 


11  faut  entendre  par  arc  tangx  une  détermination  particulière  de 
celte  fonction.  On  aura,  avec  des  intégrales  définies, 

r''    dx 

I      =  arc  lauii  o  —  arc  taiiirrï, 

étant  entendu  que  arc  tan<i  (>  et  arc  tang  a  sont  deux  arcs  compris 
dans  le  même  intervalle  ( —  f  -h  /ctï,  -  +  k~\. 

93.    Pour  elFectuer  la  recherche  des  fonctions  primiti\es,  on  utilise 
ditlérenls  procédés  généraux. 

Formule  de  décomposition.  —  Si  Wni  a 

f  =  rto-f-66-i-...^-c6, 
'^,  •!/,...,  0  étant  des  fonctions  continues,  «,  6, ...,  c  des  constantes,  on  a 

/  f  dx  ^  n  j  '^  dx  -i-  6   /  '!/  dx  -H ...  -H  c   /  6  dx. 
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Kii  ell'cl,  les  deux  iiieiiihres  de  celle  foiiniile  oui  respecliveineiil 
jxiiir  (léiixëes  les  deux  membres  de  la  première.  Donc  ils  sonl  éyaux 
(à  une  conslante  près). 

\\n  ce  (|ui  concerne  les  inléj^rales  d('(inies.  on  a 


0  clx. 


car  les  deux  membres  ne  dilTèrenl  fjue  par  une  conslante  el.  comme 
pour  x:=x„,  ils  s'annulent  tous  deux,  ils  sont  éj;aux. 

9i.  Changement  <lr  mrinhle.  —  F(.r  )  étant  une  fonction  |)rimi- 
tive  de /(.r),  supposons  que  Ton  ail  x^='^{t),  tétant  une  nouvelle 
variable,  '.p  une  l'onction  continue  |)ar  rap|)orl  à  f,  ajant  une  dérivée 
elle-même  continue.  lma<;inons  que,  dans  F,  on  remplacer  par-iU). 
Soit  <I>(^7  I  =  F['.p(  /)]  la  fonction  ainsi  obtenue.  On  a 

*'(0=    V'\o{l)\'^'(t) 

ou,  en  remplaçant  F'  j^ar  /', 

<!>(/)  est  donc  l'intégrale  indéfinie  de  J\'^(  i)^^'^' (l)  : 
'P{t)=    fj[o(t)\-J{f)dt. 

Ainsi  •I*(^)  est  l'intégrale  obtenue  en  remj)laçant,  dans  l'inté- 
grale  l  f(x)dx,  fix)  par  /'[cpl/)]  et  dx  par  '^'{t)dt.  ^^ous  dirons 

tpie  cette  opération  consiste  à  transformer  Vêlement  diiïéren- 
tiel  f[x)dx  par  le  changement  de  variable  x  =  ^{i)-,  et  que  les 
deux  éléments  différentiels  f{x)dx^  /['fC^)]?'!^)  ^^^  •^'o/?^  (k^ui- 
va  lents. 

Considérons  les  intégrales  définies.  Soient  to  et  ts  deux  valeurs  de  t, 
soient  Xq,  x^  les  valeurs  corres|)ondantes  de  x^oi^t).  On  a 

F(.r,)  =  *(^,),         F(j-o)  =  t'I/o), 
d'où 


c  est-a-dire 


F(a-i)  —  F(a"o)  ^^U,)  — '^(^o), 
^    \f(x)dx=    f   /l-^iOl'j'if) 


dt. 


Ces  résultats  sont  démontrés  sous  la  seule  condition  que  .r  soit 
li.  G 
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fonction  conliniic  de  I  et  <til  une  dérivée  eile-n\cn\e  continue.  En 
particulier,  ou  ne  sii|)j)ose  pas  que  la  lonclion  x  àe  t  soit  toujours 
croissante  ou  décroissante.  Si  l'on  se  trouve  dans  l'un  de  ces  cas 
particuliers,  /  peut  être  considéré  comme  fonction  déterminée  et 
continue  de  x,  c'est-à-dire  qu'entre  /  et  r  existe  une  relation  réver- 
sible. 

On  utilise  le  changement  de  variable  de  deux  manières  : 
i"  i)ans  le  sens  indiqué  dans  la  théorie,  c'esl-à-dire  en  remplaçant 
la  variable  .r  par  une  fonction  déterminée  d'une  nouvelle  variable. 
2°   On  l'utilise,   et  c'est  le  cas  le  plus  fréquent,  en  sens  inverse, 

c'est-à-dire  qu'étant  donnée  une  intégrale     l  f\x)  dx.,  on  cherche  à 

mettre  l'élément  différentiel  f[x)dx  sous  la  forme  •}fi[u)du,  u  étant 
une  fonction  déterminée  et  continue  de  x  telle  que  les  deux  éléments 
/(•t)  d.i\  'li  u  )  du  soient  équivalents. 

Par  exem|)le,  soit  à  calculer  /  e''xdx;  si  l'on  pose  x-=u.,  l'élé- 
ment  dilVérentiel  s'écrit  — du,  de  sorte  que  la  recherche  de  la  pre- 
mière  intégrale  se  ramène  à  la  recherche  de   /   —du. 

r  /  (  •7'  )  cix 

Comme  autre   exemple,  soit  à  calculer     /   ^^—^ ,   f  étant  une 

fonction  donnée.  Remarquons  d'al)ord  qu'on  ne  doit  considérer  que 
des  intervalles  de  variation  dans  lesquels  fi^x')  a  un  signe  déterminé. 

En  posant  u  ^:=  /{x).,  l'élément  différentiel  devient  — ,  et  l'on  est  ra- 
mené   à    l'intégrale    /  — ^L|wj.    L'intégrale    cherchée    est    donc 

^.f{^)\^ 

9o.  Intégration  par  parties.  —  u  et  v  étant  deux  fonctions 
continues  de  .r,  on  a  la  formule 

(  u\-  )  =  u' V  -4-  v'  a, 
d'où,  en  prenant  les  fonctions  |Mimitives  des  deux  membres, 
uv  =    j  uv'  dx  -\-    j  vu'  dx^ 

ou.  en  remplaçant  v'  dx  par  r/r,  u'  dx  par  du., 
uv  =    j  u  dv  -^    j  V  du, 


I 


1 
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iVoù 

I  If  (h-  =  uv  —     /   (•  du. 

Mil  utilise  celle  formule  de  la  façon  suivanle  :  élml  donnée   une 
inli''i;riile,  si  Ton  pnut  inellre  léléinent  diiriîrentiel  sous  la  forme  u  dv^ 

it  cl  r(''i;iiil  Ifis  (jiie  linlégrale    /  \' du  soil  connue,  la  formule  fournit 

la  fonction  piiniitive  cherchée. 

Prenons   par  exemple     j  x\^x  dx.   l^osons  u=\jX  cl  di>  ^=  x  dx^ 

ce  cpii  rcxicnt  à  prendre  c=  —  On  a 


I  u  di'  =  —  Lx /  x-  —  =  —  Lx -• 

J  2  1  J  X  i.  4 

D  une  façon  générale,  on  a.  jiourvu  que  m  soil  diflerenl  de  —  i, 

/  x"'Lx  dx  =    /  Lx  d )  = hx /  j!""+i  —  , 

,  /  ,  /  ^  m  ~-  \  J        m  -7-  \  /?«-+-  1  ,7  x 

/  J"'  Lx  dx  =  La-  —  — r« 

,  /  m  -i-  \  (  //?  -^  1)2 


/  L.r  —  =  -(  La7)2. 
J  X         :>. 

En  ce  (|ui  concerne  les  inlégrales  définies,  la  formule  d'intégration 
|)ar  j)artics  est  la  suivanle  : 

Jo  'o 

[//i']]:j  th'signant  w(  j;,  )  r('.2-,  )  —  uix^)  v(Xq). 

IH).    I nlémnlioii  des   fraclions  idlionncUes.   —   Soil  la   fraction 
,   /'el  'v  étant  des  polvnumes  à  coefficients  réels.  Nous  uous  pro- 

posons  de  calculer    ;   ^^— — dx. 

lJ"aj)rès  la  théorie  des  équations  algcltri(|ues,  '-^{x)  jieul   cire  mis 
st)us  la  forme 

<:^{ X  )  =  k{ X  ^  o  )'^{  X  —  b  )^ .  .  .\{ X  —  1  y^ ^  [ji2|Y.  .  ., 
A,  a,  h A,  u,  . . .  étant  des  nombres  réels.  On  démontre,  en  par- 
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tant  de  là,  que  '—  peut  se  nietlie  sous  la  lornie 

P(^)+vr   ^^    ^ ^ ^...^_A^i 

~^-^d   (1(3-—  X)2H-   }Jl2]Y   ~    [(.r  —  Àj2-h   |JL--'Jï-'    "•••"*"    Cr  —  À  )2-f-   jJL^j' 

P{x)  étant  un  polynôme,  le  premier   ^    s'appliquant  à   toutes  les 

racines  réelles  a,   b,   ...   du   polynôme  '•p(vr),  le   second  à   tous  les 
couples  de  racines  imaginaires  conjuguées  telles  que  \  -+-  u./,  /, —  •j.i. 
Pour  intégrer  la  fraction  rationnelle  donnée,  il  faut  intégrer  chacun 
des  éléments  du  second  membre. 

L'intégrale    /  P(-i)  (^-^  est  un  polvnome  que  Ton  sait  former.  L'in- 

léerale  de ?  ou  \[X  —  a  )~°',  est,  dans  le  cas  de  a  >>  i , 

^  {x  —  «  )«  ^ 

A{x  —  rt  r^^' 


dans  le  cas  de  a  ^  i ,  lintéi-rale  de  — '■ est  A.LI  r  —  a\. 


Restent  à  calculer  les  intégrales  de  la  forme     /  ~ —    .   ,' rrr.dx 


Mx 

Faisons  le   changement   de   variable   .r  =  ). -|-|jl/,    d'où    dx=^'xdt. 
L  élément  dillérentiel  est  remplacé  par  un  élément  de  la  forme 

at  —  b      , 
il  t. 


(i  —  t-fi 

On  est  conduit  à  étudier  séparément 

r     t.  dt  r      dt 

Dans  la  première  intégrale,  prenons  comme  variable  u  =  t- -^  i , 
doù   du  =  2l  d/.   On  est  ramené  à  calculer    /   — -,    que  Ion  vient 

J      Ul        ^ 

d'étudier.  Il  reste  finalement  les  intégrales  de  la  forme 

où  V  est  un  entier  positif.  En  jjremier  lieu,  si  *.'=  j,  on  a 

r     dt 
Ji=     / =  arc  tanst. 


IV.     —    RKCIlKUCIli;    DK.S     KONCTIONS    PHIMITI VES. 

Si  V  >>  1 .  nous  Iranslornioas  .ly  de  la  façon  suivante  : 


f^  »r 


Le  premier  terme  du  second  membre  est  1  int('î;;rale  .Jy_|.  Trans- 
formons le  second  en  écrivant,  au  numérateur,  t.tdt;  considérons 

t  dt                                i-ii<'         •   Il        /                                                2t 
comme   une  dillerenlielle    du.   en    iirenant    i(  ^= -, „  „   .  > 

a  étant  un  certain  coefficient  nuim  ri(|ue.  I^ii  aj)|ilii|ii;iiil  à  la  dernière 

intégrale,  qui  s'écrit    /  t  <hi,  la  formule  (rint<''<;ralion  par  parties,  on  a 


/  /  ,lu  =  tu  —        a 


dt. 


f 


u  dt  est.  à  un  facteui-  niim<  rique  près,  l'intégrale  Jy_|. 
lui  résumé,  on  a  une  relation  de  la  forme 

J-.=  A-Jy_,-f-  R(^), 

Â"  étant  numérique,  R  étant  une  fonction  rationnelle  de  t.  C'est  une 
formule  de  récurrence  entre  Jy  et  Jy_(.  Comme  on  connaît  J,,  elle 
permet  de  calculer  de  proche  en  proche  .L,  .!., 

r  f{x  ) 
Le   iirohlème  de   l'intégration    de     / dx  est   résolu   et   nous 

sommes  conduits  au  résultat  suivant  :  l'intégrale  d'une  fraction  ration- 
nelle est  la  somme  de  fractions  rationnelles  en  x,  de  fonctions  de  la 

forme  L  ./•  —  a\  et  de  fonctions  de  la  forme  arc  tan^j ^.  Ces  résul- 

lats  ne  s'appliquent,  bien  entendu,  que  dans  des  intervalles  ne  ren- 
fermant j)as  de  racines  du  dénominateur. 
Traitons  quelques  exemples  : 


r    dx 


Décomposons  — ; en  ses  éléments  simples,  par  exemple  par  la 

im'lhode  des  coefficients  indétt'rmiut'-s  : 


I 

X-  —  I 

i»n  trouve 
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d'où 


(Ix 


r     dor      _  \     i'     (/x  I     r 

.1      X^  —  I  •>.  .  /      X  —  1  A  .1 


r  _^  =  i  LI.--.I  -  i  L|.-^i|  =  4/ -i-ii . 

f  x^  dx 
J    X*  -f- 1 

La  fraction  rationnelle  — ; a  une  partie  entière  qui  est  .r-.  r)uant 

X* -^  i  '  ' 

à  x*  +  I,  décomposons-le  en  deux  polvnonies  du  second  de^ré 

X*-f-  I  =   {  X-  -\-  l)- —  '2X-=   {x'^ —  X\/x  -T-  l){x-^  X<J-Ï  -T-  l), 

doù 

.c«  .  Aa-— B  A'.r  — B' 


x'-x-i  X- -^  X  \J  i. -^  \        X-  —  x\J-i-^i 

A,  B,  A',  B'  étant  des  coefficients  à  déterminer.  Multipliuns  les  deux 
membres  par  a:''+  1  et  identifions.  On  a  d'abord 

o  =  A  -t-  A', 
0  =  B-^B', 

en  prenant  les  termes  extrêmes. 

Il  reste,  dans  le  premier  membre  zéro  et  dans  le  second, 

X^-^  {  kx  -i-  B)(a72 —  x<Jl-r\  X-^  X\Jl  l), 

c'est-à-dire  que  l'on  a 

x''- —  ix\/i(  kx  -^^)  =^  o, 
d'où 

B  =  o,         A  =  -i.. 

On  a.  pour  l'intéijrale  cherchée, 

/x^  dr         x^  i        r  X  dx  i        /'  r  dr 

•^*  "*"  '  ^  ■>  \fj.  J    x^  -1-  X  ^->.  -r- 1         2  ^/a  J    x^  —  X  \/-i  -'-  I 

Pour  calculer    /  '■ — — ,  écrivons 

J   x-  —  X  \J-}.  —  i 


I 


cl  posons 


cl  où  rcsulle 
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T 


^■>. 


•>. 


X  =  —(t  —  \)         et         dx  =—dl. 
•1  ■}. 


I/cl(''iiicnt  (liHV'rcnticI  (lr\ieiil 

{(t  —  i)dt 

On  esl  l'amené  à  calculer 

r  I  di 


r  I  di         r    d 
J   t-^r-i  "  J  'r' 


ce  (|iii  donne 

^L(f^-t-i)  —  an-  lan^/f 

ou,  en  revcnanl  à  la  \aiiable  J7, 

i  L[i  -f-  {x\/-?.  -i-  1)^1  —  arc  tanj^  i  x^-?.  -f-  i). 

/v  dx 
^ — ,    un   calcul  ana- 
X-  —  X  /■>.  ~  I 

logue,  en  remplaçant  \^2  par  — y/a.  On  oblicnt  ainsi  finalement 

r  x^  dx        x^  I      I,   \ -~  ix  J -i -\- \)'  I  t      r        \ 

J  ^^  =  -^771-'' ■  +  (,-x/i)' - 7^. "" ""-^"'^■^ - '> 

H r:  a  rc  ta  II  g  (  I  —  x\^.) . 

97.    L'inté_i;ralion   d'une   fonctioîi    rationnelle   de    dillérentes   [)uis- 

sances  de  w,  soient  x'^,  x^',  x^" a.  a'.   7.".  ...  étant  rationnels, 

se  ramène  à  la  question  précédente:  réduisons  les  nombres  a,  a',  a"  au 

même  dénominateur  </.  Toutes  les  puissances  considérées  sont  piiis- 

1  I 

sances  entières  de  x'' .  Va\  posant  t  =z  x'i ,  d"où  x  =  (f,  l'élément  dillé- 
rentiel  se  transforme  en  un  élénuMit  rationnel  en  /. 

Si   l'on  a  une  expression  rati(jnnelle  par  rapport  à  .r  et  par  rapport 

I       I       f  '"/ ; — 7  .    /«J7  -r-  b 

a    une   expression  de  la  tonne    v' ax -\- b  ou   4/ -■,    m    claiU   un 

'  *  y    cx-h  d 

entier  positif,   on   prend  comme  nouxcllc   variable  /  le   radical.  <  )ii  ;i 

ax  -r-  b 

J  =  t'" 

ex  -h  d 
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iloîi   luii  tire  .V  en  fouclion  ralionnclle  de  /.  L'élément  ditrérenLiel 
donné  se  transforme  en  un  élément  rationnel  en  t. 

98.  Considérons  le  cas  où  l'on  a  à  int(''grer  une  lonclion  ration- 
nelle de  X  et  d'un  radical  caiTé  portant  sur  un  polynôme  du  second 
degré,  \'Aj^-4-  B.r  +  C,  (A  ^  o).   11  y  a  deux  cas  à  examiner. 

i"  A  >  o.  —  On  pose  \/Ax--}-Bx -{-C=:\/A.x  H-  t.  En  élevant  au 
carré,  on  \oit  que  x  s'exprime  en  fonction  rationnelle  de  la  nouvelle 

varial)le  l;  il  en  est  donc  de  même  pour -y-  Le  radical  s'exprimanl 

lui  aussi  en  fonction  rationnelle  de    C,  l'élément    différentiel  donné 
se  transforme  en  un  autre  élément  rationnel  en  t. 

2"  A  <  o.  —  Remarquons  qu'on  doit  alors  se  borner  au  cas  où 
le  trinôme  \x-  -{-  Bx  +  C  a  ses  racines  réelles,  car,  dans  le  cas 
contraire,  il  est  constamment  négatif.  Soient  a  et  6  ces  racines 
{a<Cb);  le  radical  est.  à  un  facteur  constant  près,  de  la  forme 
<^{x  —  ci'){b  —  x).  On  doit  supposer  x  compris  entre  a  et  0.  Posons 


\/{x  —  a  )  [  ù  —  X )  —  (x  —  a)  t, 
d'où  

b  — 


/b  —  x 
\/    X  —  a 


x  est  ainsi  déterminé  en  fonction  rationnelle  de  t  ;  donc  le  radical  l'est 
aussi.  L'élément  différentiel  donné  se  transforme  par  le  changement 
de  \arialjle  en  un  élément  dilTérentiel  rationnel  par  rapport  à  t. 
Signalons  les  cas  particuliers  suivants.  On  sait  que  l'on  a 

dx 


r, 


v/i 


=^  arcsina:", 


la  détermination  de  arc  sinx  devant  être  précisée.  On  peut  ramener  à 

—=^  en   posant  '-  =^  x' .    Par  ce    chan- 

/dv 
,    '    — •  L'intégrale 
/ 1  —  .r'2 

'f 

cherchée  est  arc  ûnx\  c'est-à-dire  arc  sin  -• 

a 

r    dx 

Prenons  encore  /    .  Posons 


,  r  jg_.  Pc 


\l X-  -I-  h  = —  X  -J^  t. 
d'où 

t        h              ,           h     ,        dt       h^t'-   , 
X  — ,  dx  =  — zdt  ^ = -—  dt. 
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Par  le  changeinenl  de  variable,  l'élcmcnt  difTcrenliel  devient 


Kf^ 

= 

dt 

t 
2 

t 

L'intégrale  est  L|  ^|.  Revenons  à  la  \arial)le  .v.  On  a 
dx 


/; 


v/x2  -H  II 


L\r  +  y/a- ■•'-H  h  \. 


Les  intégrales  de  la  forme  /  f\  x^  \f}?{x)  ]  dx^  où  f  est  une  fonction 

rationnelle  et  P(x)  un  polynôme  en  x  de  degré  supérieur  à  2,  s'ap- 
pellent inti'grales  elliptiques  (')  si  le  degré  de  P  est  égal  à  3  ou 
à  4;  intégrales  liyperelUpliqaes  s\  le  degré  surpasse  4- 

99.  Di (Jérentielle  binôme.  —  On  appelle  ainsi  une  dilTérentielle 
de  la  forme  x"'[ax'^  -^  b)P  dx^  /n,  n  et  p  étant  des  nombres  ra- 
tionnels. Pour  étudier  une  telle  diflcrentielle,  posons 

ax"  =  bt, 
doii 


1 

,   b     /'  dx  --1 

x=  l   -t  ]    ,  —  =yit" 


\a') 


a  étant  un  certain  coefficient  numérique;  x"'-  devient  une  certaine 
puissance  de  ^,  de  sorte  cpie  la  dillerentielle  donnée  prend  la  forme 
/y(i  -^  t)Pdt,  q  et /jetant  des  nombres  lalionnels.  L'inlégralion  peut 
s'effectuer  dans  les  trois  cas  sui\ants  :  l'un  des  nombres  /->,  q^  P  +  (] 

est  entier.    Ii!n   eO'eU   sup|)OSons  d'abord  p  entier.    Soit  ^=--    On 

1 
pose  t' z^  a  et  Ton  est  ramené  à  l'intégration  d'un  polynôme. 
Si  q  est  entier,  la  question  se  traite  de  la  même  façon. 

Si  //  —  q  est  entier,   on  écrit  l'élément  dillerentiel  tP^''  [ — —  )    dt. 

1 
Soit  p=z-,/'els    étant    entiers.   En    posant  (—7—)   =  ?^.    <»n    est 
ramené  à  intégrer  une  fraction  rationnelle. 

(')    l'oir.  pour  les  inlcgrales  elliptiques,  chap.  VII. 
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100.  Fo/ictions  iransci'inlaiites.  —  ()n  ;i 

/  e-'  dx  =  e-'',  I  e"'>'  d.r  =  --  e'"-^ . 

Considérons  maintenant  l'inté^^rale  /  /(e"'-'')  dx,  /  étant  une  fone- 
tion  rationnelle.  Prenons  comme  nouvelle  variable  t  =  e"^'-'.  L'élément 

différentiel  prend  la   forme On    est   ramené  à  l'intét:ration 

^  int  ^ 

d  une  Iraotion  raliouiiellc  eu  /. 

Finiclions  tii<j[o  110  nié  triques.  —  Rappelons  les  formules 


/  sin 


X  dx 


I  COS37  dx  ==  sina;, 


f  ,  I   sin  .r    ,  r  d(  cn^x  )  ,  ,  , 

/    lan'jix  dx  —    1    dx  = —    /   =  —  L    cos:r  |, 

J  '  ,  '     COS:r  J        CUSJ7 

/,            r  co'sx    ,                 fd(èinx)  r   ,    • 

col    X  dx  —    I    -. dx  =         I : =       L    sin  07  |. 
J     SltiX                    ,1        ■su\x 

Si  l'on  a  à  intéi^rer  une  fonction  rationnelle  de  sin.c  et  de  cos^, 
y(siiix",  cosxj,  on  ramène  la  question  à  une  intégration  de  fraction 

rationnelle  en  ex|)rimant  siiij?  et  cos.^'  en  fonction  de  tang  —  •  (^alcti- 

r  dx  X 

Ions  par  exemple    /  —. En  posant  tang  -  =  ^,  on  a 


■it 


dt  =  ( I-H  ^2 ) 


dx 


I  -+-  t- 

Nous  sommes  conduits  aux  calculs  suivants  : 

r  dx  r\^f^     idt  i' dt        .  I 

/   -■ =    / ;  =    /    —  =  1-    tant 

J    siiij;        J       if       \-r-  t-        J      t  I        ^- 

Pour  trouver  /  — ^>  on  pose  j?  =  y -\-  -;  l'intéffrale  devient 

.7    COSO"  '  -^  2  *^ 


-I 


dv 


^y 


=  — L 


ta  M  i 


=  L  I   col (  - 


Soit  maintenant  une  intégrale  de  la  forme   /  sin'^.r  cos/'j:  c/.r  [m  et 

p   entiers    positifs).    On   peut    lui    appliquer   la   méthode    générale; 
mais  il  est  préférable  de    transformer    sin"'.>c    et   cosP x   en    coinbi- 
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liaisons  linéaires  de  sinj-,  ros.r,  sia2J7,  cos2j:,  ...,  puis  dr  lians- 
f'onner  un  terme  tel  que  sinA.r  sia/i^-  en  somme  ou  en  dillérenre 
de  sin  et  de  ros.  On  est  ainsi  ramené  à  fies  expressions   telles  t|ue 

/   s\nt/. !(/.(•  v[    I  cosy./"  l'/.r.  (jiii  soui  ((iiiuiics. 

(lonsidcrons  encore  les  doux  iuléurales 

A=    /   e"-^' cof^  h  X  dx ,  B=   j  e"^  ^inù.r  i/x. 

Intégrons  chacune   d'elles  par  parties  en  considérant  c"'' dx  ciuiime 

tlillérentielle  de -<?"■'': 
a 

.     e«-^     ,       *  r      •  ,     , 

A=  cosbx-^ /  e"'^ s\n  b X  dx , 

a  a^l 

B  =  sin  bx ;  e'^-^cuàbx  dx 

a  a  J 

ou 

A  a  —  B6  =  e"-*  cos6a?, 
A6  +  Ba  =  e"^  sin  6a7. 

d'où,  en  résolvant  ces  deux  équations  linéaires  en  .\  et  B, 

(a--i-  b-)  A  =  e"-^{a  cosbx  -+-  b  sin  bx), 
{a--¥-  b'^)  B  =  e«-^( —  b  cosbx  ^  a  sin  b x ) . 

101.  Il  est  essentiel  de  remarquer  que  c'est  par  exception  que  l'in- 
tégrale d'une  fonction  élémentaire,  même  simple,  peut  s'exprimer 
par  une  combinaison  de  fonctions  élémentaires.  D'ailleurs,  une  fonc- 
tion définie  par  une  intégrale  peut  souvent  être  étudiée  avec  autant 
de  facilité  qu'une  combinaison  de  fonctions  élémentaires;  en  parti- 
culier, le  sens  de  la  variation  de  cette  fonction  est  indiqué  par  le 
signe  de  la  fonction  que  Ton  intègre. 


V.  —  Extensions  de  l'intégrale  définie. 
10!2.    La  notion  d'intégrale  définie  peut  recevoir  certaines  exten- 

..    .         r^ 

sions.  En  premier  lieu,  soit  I  intégrale    /    f(:r)c/x.  11  peut  arriver  (pie, 
le    nombre    b    tendant  \ers   -i-  x    d'une   manière  (pielconque,   cette 
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intégrale    tende    vers    une    liinile    délerininée   et    finie.    On   désigne 
alors  celte  limite  |)ar    /       fi^)  (l-^- 

l'iir  exemple,  en  supposant  /?  >  i ,  o  •<  Xo  <  -^î  on  a 


r~=-^(- 

J        X"         1  —  n      ./•'- 


d.r  I  ;          I  1 

,11-1 


Si  .r  tend  vers  +^,  le  second  membre  tend  vers T--r' 

n  —  I  ^u 

,,  •  ..  .  .     .  r^'^  dx  I 

\)\\  exprime  ce  tait  en  écrivant    /         —  = r— r  • 

'  J  ^,         x'i         (n  — i).r(;^' 

De  même,  on  désigne   par  /        f(x)dx  la  limite,  si  elle  existe, 

r'' 

vers  laquelle  tend   /    f{x)dx  quand  a  tend  vers  —  ce. 

Eniiii.  s\  fi^x)  est  définie  et  continue  |)0ur  toutes  les  valeurs  de  .r, 
et  si  les  conditions  précédentes  sont  remplies  pour  +  oo  et  —  oo,  on 
pose  par  définition 

/         f(x)dx=l     /{x)dx-+'  I  f{x)dx. 

r^  dr 
—  -,  on    voit    qu'elle 

tend  vers  +  oc  avec  x,  car  l'intégrale  indéfinie  est  L  [;r|.  On  dit  que 

r"'d.r     , 

I         ■ —  n  a  pas  de  sens. 

D  u?ie  façon  générale,  si  Ton  connaît  la  fonction  primitive  de  la 

fonction  sous  le  signe    /  .  la  question   de   savoir  si  l'intégrale  avec 

limite  supérieure  ou  inférieure  infinie  a  un  sens  ou  non  revient  à 
étudier  si  la  fonction  primitive  a  ou  non  une  limite  finie  quand  la 
variable  tend  vers  zboc.  Quand  on  ne  connaît  pas  cette  fonction  pri- 
mitive, nous  allons  montrer  qu'on  peut,  dans  certains  cas,  étudier  la 
question  en  comparant  l'intégrale  avec  des  intégrales  connues. 


+  X 


103.  Soit  'i  une  fonction  yj>o.çf7 /ce  telle  que  /  cp  f/.r  ait  un  sens  ; 
soit  /■  une  fonction  telle  que,  pour  :r  >■  a,  on  a  \/\  <<  cp  ;  je  dis  que 
l'intégrale  /  /(x)  dx  a  une  limite  déterminée  et  finie  quand  b  tend 
^ers  -—-  X  d  une  manière  quelconque.  Distinguons  deux  cas  : 
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1°  ./est  positif.  On  a,  (jiicl  f|ue  suil  b  sujk'iiimii-  m  d^ 

r''         r'' 
r'' 

car  (n"  8!K  p.  7-)  o  —  y  ^o  nitraiiio   /     (  i — f)dx^o. 
De  sorte  cpie  I  on  a  la  douhle  infi;alité 


/     fclx  1    f   ^  dx  <    f 


dx. 


(^)uancl  b  tend  vers  +  x  par  des  valeurs  croissantes  6,,  b-i^ A„.  ..  . 

la   première    intéi^rale    croît   et   reste    inférieure    à    un    nonibre    fini. 
Donc  elle  tend  vers  une  limite  finie  (pii  est  la  borne  suj)érieure  des 

r'' 

nombres    /    fdx^  quand  b  [)rend  toutes  les  \aleurs  possibles  supé- 
rieures à  r/,  donc  est  indépendante  de  la  suite  choisie. 

2" /n'est  pas  nécessairement  positif.  Ecrivons/=  (/'+  |  /'|)  —  \f\ 
et  rap[)elons  que  \f\  est  fonction  continue  si  f  l'est.  On  a 

r  fdx^  f  (f^\f\)dx-  f  \f\dx 


avec  les  deux  inégalités 


l/Kç,         oS/-^|/|<-acp. 

Chacune  des  intégrales  du  second  membre  rentre  dans  le  cas  pi'é- 
cédent,  donc  tend  vers  une  limite  quand  b  tend  vers  +  o).  Par  suite, 
le  premier  membre  tend  aussi  vers  une  limite. 

Comme  application  de  ce  résultat,  étant  donnée  une  fonction  /',  si 

it 
1  on  peut  la  mettre  sous  la  forme  -^  avec  les  ccjiidilions  /î  >»  1 ,  |'!i|  <  A, 

...  .  r"*"' 

A  étant  un  certain  nombre  positif,  on  j)eut  affirmer  (jue    /        f  dx  a 

«-  <j 
un  sens,  car  on  a  |y|  ■<  -7^  »  et    /         —^  dx  a  un  sens. 

Par  exemple,    /         — — '^^•^  ^  ^^  sens. 

Si  l'on  peut  mettre  la  fonction  donnée  f  sous  la  forme  -,  |  -L  |  res- 
tant supérieur,  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  x,  à  un  nombre  a  po- 
sitif,    /     f  dx  croît  indéfiniment  en  module  avec  b.  lin  effet,  'j/ garde, 
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à   partir  diin  certain  niuineiU,    un   signe  conslanl,  par   exenij)le   le 
signe  4-.  Cl  ou  y  >•  -  et,  par  suite, 


f  fdx>af 

*J  a  '■'il 


dx 

X  ■ 


cl.  eoniine  la  seconde  intégrale  croît  indériniinenl  avec  6,  il  en  est  de 
même  de  la  première. 

loi.    Prenons  comme  exemple   une  intégrale  de  fraction  ration- 

/"  P  dx      , .  •        P 

nelle,    /  •  Si  p  est  le  degré  de  P,  q  celui  de  (^),  la  fonction  ^  est, 

comme  1  on  sait,  comparable  à  xP~'i ^  en  entendant  par  là  que  le  rap- 

P 
port  de  p-  à  xP~i  tend  vers  un  nombre  fini  et  diflérent  de  o  quand  x 

V  ,11 

croît  indéfiniment.  Si  q  _p-\-  -i,  -^  est  comparable  à  -^^  ou  —  (/i^2). 

Lintégrale    /   •    -^    ;  jjrise  avec  la  limite    supérieure    infinie,     a    un 
sens.   Dans  le  cas  contraire,   la  condition  de  divergence  s'applique. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que    j         7)^-^  ^^^  "'' 

•^  <(         ^ 

sens  est  donc   que  le  degré  du  dénominateur  dépasse  de  deux 
unités  au  moins  celui  du  numérateur. 

/*    P  dx 
Prenons  comme  second  exemple  l'intégrale    /     ,  Soient  n  le 

^  ^        J    s/Wx) 

.  .  P 

dcoré  de  P,  /"  celui  de  R.   Quand  x  croit  indéfiniment,  —=  est  de 

/• 

Tordre  de  x      -.  11  faut,  jîour  que  l'intégrale  ait  un  sens,  que  l'on  ait 

/•  -  „ 
p  >•  I ,  ou  r^^ip  +  o. 

Toutes  ces  conclusions  s'appliquent  encore  si  la  limite  inférieure 
de  l'intégrale  est  —  oc. 

lUo.   Etudions  maintenant  une  autre  extension  de  l'intégrale  dé- 

finie    /    f{x)  dx  relative  au  cas  où  /  tend  vers  une  valeur  infinie, 

quand  la  variable  tend  vers  une  certaine  valeur  finie.  Nous  supposons 

par  exemple  que,  f{x)  étant  continue  dans  l'intervalle  (a  +  £,  6), 

quel  que  soit  e  positif,  f{x)  tende  vers  l'infini  quand  £  tend  vers  o. 

11  peut  arriver,  dans  ces  conditions,   que  la  valeur  de  l'intégrale 
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/       f{.i)ii.r   ait    iiiif  liniilc   (l(''loniiiii(''p   o[    finie.    Si   rel;i    a    lifii,    on 

fdinn'iil  lie  (lrsi;;ner  celle  liiiiile  |»ai'    /    f{.T)dx. 
(  )n  ;i.  |)af  exemple,  en  sii|)|i()sanl  o  <^  <x  <^\ , 
<l.r  1 


r 


{x  —  a)V-         I  —  \x 


|(  h  —  a  )i^\>-  —  z^ -]>■]. 


(^)iiaiiil   £   leml   \eis  /.(•lo,  eette  expression  a  une  liinile  (h'ienninée 
el  lime.  I)'apiès  la  eonveiilion  laile,  on  j)ose 


/ 


''      c/x  (h  —  oy-v- 


.1       (X  —  a  )V-  I  —  ;jL 

Si  1  on  a  u.  >>  I ,  l'intégrale  n'a  j)as  He  limite  finie  (jiiand  s  tend  \ers 
zi'ro,  ear  z^~\'-  ei'oit  imh'flniment . 

10(3.   Klant  données,  d'une   paît,  une  fonction  'j,  positive  et  telle 

que  rinléurale     /      'ç^/x  ail  une  limite  délerminc-e  et  finie  quand  e 

tend  vers  zéro,   d'autre    part,   une   fonction  J\   inférieure  en   valeur 

absolue  à   tp  dans  l'intervalle  considéré,  l'intégrale     /      J  d.r  a  aussi 

une  limite  f|uand  s  tend  vers  zéro. 

En  elVet.  supposons  d'abord  y^o,  nous  avons 


r'  r'  r'' 

j      f  dx  <i    j        o  r(x  <^    j      '^dx. 


La  première  intégrale  ne  peut  que  croître  quand  £  décroît;  comme 
elle  l'esle  inférieure  à  un  nombre  fini,  elle  tend  vers  une  limite  déter- 
min<''e  quand  e  prend  une  suite  de  valeurs  tendant  vers  zéro,  limite 

qui   est    la   borne  supérieure  de  l'ensemble  des   nombres     /      fàx^ 

donc  ne  dépend  pas  de  la  suite  de  valeurs  choisies  pour  e. 
Si  /  n'est  pas  nécessairement  positif,  on  écrit 

^      f{x)dx=    Ç      \f(x)-^\f{x)\\dx-    f     \fix)\dx. 

Cliacune  des  intégrales  du   second  niembre  a  une  limite  (jiiand  e 
tend  vers  zéro.  Donc  le  premier  membre  a  aussi  une  limite. 
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Comme  conséquence,  on  voit  cjuc,  si  lOii  [jciil  ineLlre  iiiic  fonction 
f{x)  sous  la  forme 

avec  les  conditions  'j.  <;  i ,   l'I/fj?)]  <CA,  A  étant  un  certain  nombre 

r''  .    ■ 

positif,  1  intéi^rale    /    J{X)dx  a  un  sens. 
■  (( 
4        I  •  •  -,         1         I      1      1-  r  \*  {x  )  d.r     ^     . 

Appliquons  ceci  aux  intégrales  de  la  lorme    /  •  l^oii  k  une 

racine  simple  du  polvnoine  R(-^\)  qui  ne  soit  pas  racine  du  polynôme 

r^  p ( ^ )  dx 
P(x).  Montrons  que    /     — ^^=^-  a  un  sens. 

Dans  un  certain  intervalle  contenant  a^  on  peut  poser 


v/K        <^x  —  a 

tj/  étant  borné  en  module  dans  cet  intervalle.  Le  nombre  u..  considéré 
plus  haut,  est  ici  égal  à  r,:  donc  l'intf'grale  prise  entre  les  limites  a 
et  6  a  un  sens. 

..     ,  r"     dx 

Par  exemple,  lintégrale    /    —^:=z^  a  un  sens:  d  ailleurs,  la  fonction 

primitive  étant  arc  sinj;,  l'intégrale  a  pour  valeur-- 

Soit   une    intégrale    de    fraction   rationnelle,     /  jzdx\   soit  ci    une 

racine  simple  de  Q,  non  racine  de  P:  j-  est,  au  voisinage  de  a.  de 

I  P  <b 

l'ordre  de On  peut  mettre  -r-   sous  la  forme  — '■ — i  'l  restant 

x  —  a  ^  (^)  x  —  a      ' 

supérieur  en  module  à  un  nombre  positil  a.  On  en  conclut  que  linté- 

r^'p 

grale    /     --  dx  croît  indéfiniment  quand  x  tend  vers  a. 


VI.  —  Fonctions  représentées  par  des  intégrales  définies. 

107.    Supposons  que  1  on  ait  une  fonction  /Tr,  a,  3,  . .  .j,  continue 
par  rapport  à  lensemble  des  n  +  i  variables  x,  a,  |j,  ....  Posons 

(i)  F(a,  3,  ...;=    f  /{x,  a,  'i,  ...)dx, 

a  et  b  pouvant  être  fonctions  de  a,  p,  .... 
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Nous  dirons  ([iic  a,  [i.  ...  soul  dan  /tara /nr/res  jxmr  rinléjj;r;ilc. 
l'aisons     les     liv|)<)llièsos    siii\  ailles.     Dans     un     ceiiain     domaine 

horné    I)  df   I  espact;   à    // -f-  1    di lll•■^-^l(ln>  iclald    aux   variables  ./•.   a, 

fj 

.^ 

1"    /  esl  coiiliiiiic  par  ia|)|)urt  a  I  Cii^rmMr  de-.  \  aiialdcs  ./',  a,  j 

2"    (/,  h  siiiil   l(iii<ii(iii>  cdiil  iiiiii''^  ^\i-  y.,    j.   .  .  .. 

Dans  ce-,  coud  il  nm--.  je  dis  <|ue  h'  csL  lonclinii  ci  ml  mue  de  a,  'ii,  .... 
Allriliii()ii>  d  alxird   aux   paramètres  un  sjslriiic  de   \. dénis  a,  3,  ...; 

puis  d(iiin()ii>-ltMir  des  accroissements  Aa,  Aj Soient  \ii.  AAIes 

aceroissemenls  coi  res|)oiidaiils  de  a  ci  h.  Al-  (  (diii  de  I" .  (  )ii  a 


F(a-H  Aa,  ^~  A^.   ...j  =    |  /(  jr,  a    -  Aa,  S -i- A  i,   .  .  .  )  <'/57 


,/.+  A/. 

OU  encore 

V  {a.-^- ly.,  ..  .)^    I     /(t,  a-r- loi.  .  .  .)dT    -    j  /(  r,  a -f- Aa.   .  .  .  )  r/.r 

'a 

Kelranclions  des  deux  meinhres  de  eette  ('-j^alité  ceux  de  (i).  On  a 

A  F  ==         I      I  /(  ^s  a  -f-  Aa,   .  .  .  )  — /(  j-,  'jl.  p,   ...  |1  dœ 
I  -~    I  /(j-,  a  —  Ax,   .  .  .)  ir/j"  —    /  /(  J",  a  +  Aa,   ...)dx. 

Ktant  donné  z  positif",  on  peut  trou\er  un  nombre  positif  r;  tel  que  les 
conditions  |Aa|-<7,,  j  Ajj  |  <;  t,,  ...  entraînent  pour  tous  les  points 
du  domaine  borné  D 

\f{T,  a-i-Aa,  p    r-A^,   .  .  .  ) -/f  .r,  a,  îi,   ...;|<e. 

r.,a  valeur  absolue  de  la  première  intégrale  du  second  membre  de  (2) 
est,  dans  ces  conditions,  iiifé-rieure  à  t\b  —  a\;  par  suite,  elle  peut 
être  rendue  aussi  petite  <pic  I  ou  veut. 

Quant  à  la  seconde  intégrale,  elle  est  inférieure  en  valeur  absolue 
à  jA^  .M,  M  étant  la  borne  supérieure  du  module  de  /"dans  le 
domaine  D;  donc  elle  tend  vers  zéro  avec  A  A.  De  même,  la  troisième 
tend  vers  zéro  avec  Ar/. 

Donc,  AF  tend  vers  zéro  avec  Aa,  A|j,  ...;.  F  esl  fonclion  continue 
fuir  rapport  à  l'ensemble  des  paranirlres  a,  ^,  .... 

M.  , 


9» 


(lIMMTHi;     II. 


i)i:iu\EKS  i:t  imkc.rai.ks  hes  fonctions. 


108.  Je  dis  mainlonanl  que,  si  /(x.  a,  [i,  .  . .),  a,  h  ont.  par  rap- 
port à  a,  des  dérivées,  et  si  /y,  est  continue  par  rapport  à  Tensenihle 
des  variables  x.  a.  I"  a  une  dérivée  par  rapport  à  a. 

Reprenons  la  roriiiule  (2)  en  faisant  vai-ier  un  seul  des  parainéti-es, 
a  par  exemple.  I.a   lorinule  s'écrit 


a  )  — /(  T.  1  )]  dr 


(3) 


l   AF=         /      I/(.r,  a    :-A 

/  -4-    /  /(a-,  a -H  Aa)d'.r —    /  f(x.i.^\'x)dx. 


Dans  la  première  intégrale,  on  a 

Jkx,  a  —  b.i)—f(r.  a  )  =  Aa/a(:r,  a  -^6Aa),  (o  <  6  <  1  ). 

Par  suite  de  la  continuité  de  la  dérivée  partielle  f]^.  à  tout  nijmhre 
positif  £  correspond  un  nombre  positif  r,  tel  que  la  condition 
I  Aa  I  <C '^   entraîne,  pour  tous  les  points  du  domaine  I), 

|/;(j",  7-^eAa)— /^(.r,  a)|<e, 

de  sorte  que  Ion  |)eut  poser 

/g,(x,  %  -f-  eAa)  =  /aC^,  a)  ^  ©(.r,  a)  (  |  '-  |  <  ^)■ 

Le  rapport  de  la  première  intégrale  du  second  membre  de  (3)  à  Aa 


est 


/     f^ix,  1)  dx  +   I     i^{x,  a)  dx. 

^  a  '   a 


Or,  le  second  terme  de  cette  somme  tend  vers  zéro  en  même  temps 
que  A  a,  car  il  est  inférieur  en  module  à  e(6  —  a). 

En  résumé,  le  rapport  à  A  a  de  la  première  intégrale  du  second 
membre  de  (3j  tend,  quand  Aa  tend  \ers  C),  vers 


.('■ 


(  X,  a)  dx. 


Prenons  maintenant  la  seconde  i ni ('i; raie.  JNOus  lécrivons  (n"  89) 
A6./(6 -t- 6Ai,  a-i- Aaj  (o<f)<i). 

Son  rapport  à  Aa.  quand  Aa  tend  \ers  zéro,  tend  vers  b'g,/(b,  a). 
De  même,  le  rapport  de  la  troisième  à  Aa  tend  vers  a'^/[a,  a). 
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Il  l'i'^iille  (le  l;i  (jiir  I"  a  une  (I('ti\  <'■•■  |iar-  ia|)[)i»rt  à  a.  savoir  : 

l'\  =     /      f'j.{  .r.  ■xs  (l.r    -  h'^f\  h,  %)    -  a'y^fi  a,  1). 
*  " 

C'pst  la  torimile  <le  (|('ri\at ion  ><)n-.  le  sij^ne    /  . 

Si  les  liiniles  r/,  h  sont  indépendanles  du  paramètre,  les  deux  der- 
niers ternies  disparaissent  et  Ion  a  la  règle  suivante  :  Pour  dériver 
l'intégrale  par   rapport   au    paramètre,    on    remplace,    sous    le 

signe   I ,   la  fonction  à  intrgrer  par  sa  dérivée  par  rapport  au 

paramètre. 

VII.  —  Fonctions  implicites. 

109.    Considérf)ns  une  équation 
(Il  F (x.  . .  ..  y,  u)  —  o, 

dont  le  premier  meinljre  V  est  une  tonction  continue  par  rapport  à 
l'ensemble  des  (n-\-\)  variables  x,  ...,  y.  n  et  a  des  dérivées  par- 
tielles également  continues  par  rappt)rt  à  rensenihle  des  \ariables. 
On  sait,  par  des  exemples  simples,  que,  dans  certains  cas,  on  peut 
résoudre  l'équation  (i)  par  rapport  à  u.  c'est-à-dire  trouver  pour  u 
une  fonction  des  variables  x,  ...,  )'  qui  vérifie  l'équation  (i).  Nous 
nous  proposons  d  établir,  sous  certaines  conditions  à  fixer  ultérieu- 
rement, un  tliécjrèine  général  d'existence  d  une  telle  fonction. 
Supposons  qu'il  y  ait  un  point  (  .r„,  .  . .,  )„,  Uq)  tel  que  l'on  ait 

(v.  )  F(xo,  .  .  .,  ^0,  Un)  =o 

a\ec 

<  >  )  F«(-^. 7oi  «o)  .-=  o. 

Choisissons  un  nombre  positif  B  tel  que  B  ■<  |  K'„  |.  A  cause  de 
la  continuité  de  F,,  par  rapport  aux  variables  .r,  ...,  r,  //,  on  peut 
trouver  un  champ  C, 

tel  que  dans  ce  champ  (^,  si  F,',^  est  positif,  auquel  cas  B  «<  F„  ,  on  ait 
F),>  B:  si  F^u^  est  négatif,  auquel  cas  —  B>  F'„^,  on  ait  F'„< —  B. 
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.\in>i,  dans  C,  on  a,  dans  tous  les  cas, 

|f;j>b. 

De  plus,  F'„  a,  dans  ce  champ,  le  signe  de  F'„^. 

Les  dérivées  F',,  ...,  F^  sont  bornées  dans  C;  soil  \  un  nombre 
positif"  supérieur  à  la  \aleur  absolue  de  chacune  d'elles. 

Cela  posé,  prenons  un  point  (x,  ••■ij'-,  ")  de  C;  so\l x  =  j.' n-\- \x ,  ..., 
y  =y„-\-  \\\  u  =  no-\-  ^f/. 

Evaluons  F(x,  ...,  y,  ii),  qui  peul  s'écrire 

F(TrtH- Aar,   .  .  . ,  j'o -+-  ^7^  »„  +  Ak)  —  F(^o,   •  •  -,  ^o,  "o)- 

En  appliquant  à  cette  expression  la  formule  des  accroissements 
finis  pour  plusieurs  \ariables,  on  a 

,    F(:r y,ii)=       F'j,{.ro-^nix,  . .  .,  y^^  ^  ^y,  Uq-^  d  :i.u)\x 

(3)     ^  + 

(  -\-F'„(ra->r'(i\T Vo-^  *^^r,  tto-^  ^i^u)^u. 

avec  o  <<  f)  <;  1 . 

Le  point  [Xq-]~  h\x,  .  . .,  j'„ -h  0 Ai',  Uo  -{-  ^^u)  appartenant  au 
champ  C,  les  n  premiers  termes  sont  respectivement  inférieurs  en 
module  à  ÂjAjr|,  ...,  Ajà}'},  et  le  dernier  terme  est  supérieur  en 
module  à  B|  Am  |.  Je  dis  qu'il  est  possible  de  choisir  A.r,  . .  .,  Ajv',  A  m 
de  façon  que  ce  dernier  terme  donne  son  signe  au  second  membre. 
En  ellét,  prenons  un  nombre  positif  //  tel  qu'on  ait  à  la  fois 

h  ^  x,         rt  A  /î  <  Ba. 

Donnons  aux  n  accroissements  A./',  ...,  A)  des  valeurs  moindres 
en  module  que  h  et  à  A//  lune  des  deux  valeurs  ±  a.  J)ans  le  second 
membre  de  la  formule  (.V;  (qui  est  applicable  puisque  àx,  ...,  Aj% 
^u  sont  moindres  en  module  que  a),  la  somme  des  n  premiers 
termes  est  plus  petite  en  module  que  iiKli^  tandis  que  \e  ( n  -\-  i)'«"'^ 
est  supérieur  en  module  à  Ba  et,  par  suite,  à  la  somme  des  n  pre- 
miers. Donc  ce  {n  -\-  i  j""""'  terme  donne  son  signe  au  second  membre. 
Or  F„,  dans  le  champ  considéré,  a  un  signe  constant.  Donc,  quand 
on  donne  successivement  à  A//  les  valeurs  H- a  et  — a,  Ajr,  ...,  A>' 
t'-tant  arbitraires  et  moindres  en  module  que  /?,  on  obtient,  pour 
F(^x,  ...,j>^,  a),  deux  valeurs  de  signes  contraires. 

D'après  cela,  si,  dans  la  fonction  F(a",  ....y.  k).  on  fait  varier  u 
de  Mo — *  à  Uo-\-y.,   les  autres   variables  étant  fixées,  la  dérivée  F'„ 
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garde  un  sii^ne  conslaiit,  la  lonition  varie;  donr  toujours  dans  le 
nu'iiie  sens;  or.  elle  |)rend  des  valeurs  de  signes  eontraires  pour  les 
valeurs  extn'-ines  de  //.  Oone  elle  s  annule  une  fois,  el  une  seule, 
dans  linlervalle. 

Il  V  a  donc  pour  //  une  \ alciir  hicn  dcLeriuinée,  comprise  entre  Wo —  ^ 
et  i/f,  -h  a,  telle  <pie  Ion  a 

F  (:r,  .  . . ,  ^',  a)  =  o. 

En  particulier,  si  l'on  fait  ./  ^  ./„ )'  =  i  „.  la  valeur  u  corres- 
pondante, cpii  est  uni(pic.  est  nécessairement  égale  à  m„,  en  vertu 
de  la  condition  [2). 

-Nous  voyons  ainsi  quà  un  svstème  de  valeurs  de  x,  ...,y,  véri- 
fiant les  conditions 

1 .7-  —  a"o  I  S  /',  •  ■  •  ,  \y  —.Ko  I   -  /' . 

correspond  pour  i(  une  valeur  unique  satisfaisant  à  la  condition 

I  u  —  I/o  I  ::-  a 

et  vérifiant  I  équation  (iV  Celte  variable  u.  qui  dépend  des  premières 

variables  .r r.   est  dite  //nr   fonction  inip/iciff  de  x,  ...,  y, 

définie  par  l' équation  (ii.   Klle  se  réduit  à  //„  quand  x )'  se 

réduisent  à  .rj, )„. 

Montrons  que  c  est  une  fonction  continue  et  pourvue  de  dérivées 
par  rapport  à  chacune  des  variables  .r,  . . . .  )'. 

Soit  C  le  cliamp  des  n  variables  : 

|.r  —  .r,,!  :.//,  ....  \y—y,,\.h. 

Soient,  dans  ce  champ,  deux  [toinlsiJ", r),  (:r-|-Ax,  ...,  j)''+A>'); 

soient  //  el  //  +  Aw  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonction  //  qui 
vient  dètre  définie:  on  a 

I' (X.   .  .  .  ,  y.  u  )  =  o,  F  (  .7-  -+-  A.r,   .  .  .  ,  ^'  -t-  Ak,  «  -H  A»  )  =  o. 

A|)pliquons  à  la  diflerence  des  premiers  membres  la  formule  des 
accroissements  finis.  Il  vient 

C)  =        V j.  ( a"  -f-  0  A  r )'  -(-  0  A  K.  /'  -H  'l  Am  )  A.r  -i- .  .  . 

4-  Y'y{x  H-  '»  A.r.   .  .  .  ,    K  -t-  0  Aj'.  u  —  0  \u  )  Aj' 
-(-  F;,  (.r  -J-  f)  A.7-.   .  .  .  ,  j'  -4-  0  Ar,  it  -I-  0  A//  )  A»  : 
d'où 

v'(T^  0  A./'  ...  I  f;.( 3" H-  0  aj-  . . .  ) 

Am  = — — A.r  — . .  . 1 — — A^. 

f;,(  ...  )  f;,(  ...  ) 


CIIAPITRK    II. 


DKIUVKES    KT    INTKGUAl.KS    DHS    KOXCTIONS. 


Cellr  formule   moiilro  qui*,  si   \  r Ai'  IcikU'uI  \ers  zéro,  il  en 

est  de  nièiiie  tU'  A//.  Donc  //  est  fonction  continue  de  renscinhle  des 
variables  x >■.  Kn  outre,  si  les  accroissements  A.r,  .  . . ,  Ar  sont 

tous  nuls  sauf  un,  A.r  par  exemple,  le  rapport  —,  à  cause  de  la  con- 
tinuité des  déri\ées  F,,  et  F„,  a  pour  limite,  quand  A.r  tend  vers  zéro, 

F;,.(  X,  . . . ,  V,  Il  ) 
r,,!  ./•,   . .  .  ,  r,  Il  ) 

Donc  //  a  une  dérivée  par  rapport  à  x^  donnée  par  la  formule 


f;. 


Pour  les  autres  variables  on  a  des  formules  analogues. 

Remarcjuons  qu'une  fois  démontrée  l'existence  de  ces  dérivées 
partielles,  on  peut  les  obtenir  en  dérivant  l'équation  (i). 

Les  variables  indépendantes  étant  .z",  . . . ,  >',  et  //  étant  fonction 
de  :c,  ... ,  j',  la  dérivée  de  F  par  ra|)port  à  x  par  exemple  est 

F.',. -+-  f;,  «.;., 

et  comme  F,  lorsqu'on  j  considère  u  comme  fonction  de  x^  . . . ,  y, 
est  nulle  quelles  que  soient  ces  variables  x,  ...,j^,  sa  dérivée    par 

/  F' 

rapport  à  x  est  aussi  nulle  ;  d'où  u  j.=^  —  —  • 

"  Il 

Ou  peut  aussi  ditlerentier  le  premier  membre  de  l'équation  (i),  les 
variables  indépendantes  étant  toujours  x^  . . .  ^  y.  En  écrivant  que  cette 
diliérentielle  est  nulle,  on  a 


F ,.  dx 


d'où 


.-+-  ¥\  dy  -h  F;^  du  =  o. 


rfa  =r  —  =i  d.\ 


1      tL 


II  résulte  de  là  (n"  85) 


F' 


Dans  le  cas  où  F;,^  est  nul,  des  exemples  fournis  par  l'algèbre 
montrent  qu'il  peut  y  avoir  plusieurs  fonctions  des  vaiiables  x,  . . . , y, 
se  réduisant  à  w„  pour  .Co,  . . . ,  y^^. 

110.    Prenons  maintenant  deux  équations  mises  sous  la  forme 

(ij  F(J7,   ....  y,u,  t)  =o, 

(•2)  *(a",  . . . ,  j'.  a,  t»)  =  o 


VII.    —    F(>\r.Tlo\<    IMI'I.ICI  IKS. 


I<>3 


et    proposons-nous  de  tir(M'  de  ci.'s  ('(pialioiis  deux  <lt'S  vaiiahles.  par 
cxciiipN'  //.  r,  en  foiiclioii  des  aiilrcs. 

l)"apr«'S    ce   (pu    prûcède,    si    Ton    a    un    point    (./„....,  j'u,  u^t^  l'o  ) 

tel  (|Uf 

KC.ro.   .  .  .    K.p.  tt,„  v„  )  —  o, 


du 


(a-u,  .  . .   j'o,  «,.,  l'o  )  ^  o, 


on  peut  rt'soiidre  la  pieniu.'re  écpiation  pai'  rapport  à  ii  et  délermlner 
une  certaine  lonclion  k  ^  z>\^u\  ...,  jK,  e)  v(''riliant  identicpiemenl 
I  é<j nation  (i  ). 

hltudions  l'expression  oittenue  en  rein[)lac,int.  (Ian>  <I>,   //  par  'i. 

(^est  une  fonction  de  x -»',  e.  Posons 

4>  (  j-,   ....  K,  o,  i'  )  =  F|  i  X,  .  .  . ,  y.  V  ). 

(liierclions    à    résoudre    I  étpialion    !"  ,  =  o    |)ar   rap[)orl    à    r.    P(jnr 
cela,  il  V  a  lieu  déconsidérer  -     •  Si  I  on  a  nuur  le  poiiil  considéré 


~dv 


?^o, 


la  résolution  peut  seUeclucr;  or,  on  a 

dv  du    (H-  di> 

I.a  fonction  'j  est  telle  (jue  l'expression  F  (x,  ...,)',  z.,  c)  est 
identicpiement  nulle  quand  .r,  .  .  . ,  y,  t^  sont  variables  indépendantes; 
on  a  donc,  en  d(''rivanl  !•'  par  r.ippori  à  c, 


dP  d^ 

du  di> 

dV 

d¥ 

do 

dv 

dv   ~ 

Tf 

fUI 

oF,  ('<^    ilv  d'P        Ou  dv         dv   du 

Ov  Ou     oF  dv  dF 

On  du 


Sous  cette  forme,   le  riunn-rateur  est  le  d('-\eloppement   du  déler- 


io4 
iniiiiint 


(iivi'iTKi:  II.         i>i:iii\  i:i:s  v.r  inti.(;u\i.ks  oks  fonctions. 


dV 

OV 

du 

dv 

f/l» 

t>fl» 

On 

^ 

La  résoliUion  est  donc  possible  si  ce  déterminanl  est  diUV-renl  de 
zéro.  Nous  allons  étendre  ce  résultat. 


111.  Ih'terminant  fonctionnel.  —  Soient/?  fonctions/",  j/^?  •  •  •  yfu 
des  n  variables  .r,  x-,,  ...,  x„.  On  appelle  déterminant  fonctionnel 
des  f  pai-  rapport  aux  x  le  déterminant 


d.r, 

af 

dXn 

df. 

àf. 

àf, 

0.r, 

OX-i 

■       à.r^ 

Ofn 

dx\ 


Ofn_ 
ô.r„ 


On    le    désigne  parla    notation  y:- —       ""'  '  '  ''-^  "    ;  on  l'appelle  encore 
jacobien. 

112.    Supposons  qu'on  ail  n  équations  dont  les  premiers  membres 
soient  fonctions  de  n  -\- p  variables 


(I) 


b\{xu  ...,  fp.y y,,)  =  o, 


On  suppose  que  ces  fonctions  sont  continues  par  rapport  à  l'en- 
semble des  variables,  au  moins  dans  un  certain  domaine  D,  et  ont  des 
dérivées  partielles  toutes  continues. 

Supposons  qu'en  un  point  (  ;,,...,  Çy,.  r,, ,...,  t,„)  intérieur  au 
domaine  D.  le  déterminant  fonctionnel  des  F  par  rapport  aux  y  ait 
une  valeur  différente  de  zéro.  Soit  donc 


LD(j-i.  ...,.r«)j5, c,,.  n,....r,„ 


Dans  ces  conditions,  je  dis  qu'on  peut  trouver  pour  j', ,  j)'2i  ••••>.>'« 
des  fonctions  continues  des  autres  variables  J?),  x-,,  . . . ,  Xp  qui  seront 
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(JéduM'S  (l;ins  II  11  cerlaiii  cIkiimi)  ((iiitriiiuil  le  |i(iiiil  ç, ,  ç._,, ;^,  cjui  se 

D'diiii ont  ,1  Yj, r^i,  (jimiikI  ./  , /  ^,  m'  n'-diiirruit  à  ç, ,  ....  ç^  et  qui 

iiiironl  j);ir   i;i|)|i()rl  ;iii\    /•  de-,  di  riv/'cs  |);irl  irllch  conLiuues. 

Ce  lli<''()r('nie  :i  ('U''  dc-moiili»'  d;ins  le  (ms  de  // =  i  (n"  109).  Pour 
laiix'  \  OU'  (|u  il  csl  m'-iK-ral.  no  us  lad  met  Irons  pour  i  ,:>,,...,  /?  —  i  équa- 
li(in->  t.'l   iiiins  all<in>  Ir  dcnionlrcr   iiniir  //. 

Le  (lélenninaiil  toiicl  Kinmd   des  V  par  iap|t(irl  aux   y  étant  par'  liv- 

potlirsc  dilléronl    de  /l'ro   pour  le  |)()inl  (  ç, ç^.   y,,,  '^i//).    \  y\\\ 

au  moins  des  mineurs  d'ordre  //  —  i  de  (;e  déterminant  esl  dillV-rent 
de  /éni  pour  le  même  poinl.  V.w  eliani;canl  au  hesoin  les  tiolalions, 
on  peut  laire  en  sorte  <pie  I  (ju  ait 

Considérons  alors  les  {n  —  i)  |)reinières  équations  i  i  ).  D'après  le 
théorème  admis  pour  le  eas  de  {n  —  i  i  équations,  on  |)eul  résoudre 
ces  équations  par  lappoii  aux  (/?  —  i)  variables  j^, ,  )'2,  ...,r«_i- 
On  détermine  ainsi,  pour  j,,  )  .,,  ...,)„_,,  des  fonctions  des  (/?  +  i  ) 

\arial)lcs    ./ , .    ./ _, r,,,    y„,    définies    au     voisinage    du    point 

(ç,,  Ç2,  ..  .,  Ç/;,  ■'■,//)'  cest-à-dire  dans  un  certain  champ  auquel  ce 
point    est   intérieur;    elles,  sont  continues,    ont   des   dérivées   et   se 

réduisent  à  t,,.  Tj.,, 'f\u-\-!  quand  .r,,  x-y.  ■■  ■■  ocp,  y„  se  réduisent 

à  ;,,  ;j ;/,.  7,„.  Désignons  parcs,,  csj,  ....  o^.,  ces  fonctions. 

Remplaçons  dans  V  „,  y^^  y^i  •••,.'//_(  p-ir  '.p,,  cp^,  ...,  '-p,^_,,  et  soil 

*(^i.  -Tî,   .  . .,  Xi,,y„)  —  F„(j",,  ir.>,  .  .  .,  x,„  9,,  .  .  .,  9„_,,  j„). 

Clier(dions  à    résoudre   lécpiation  fI>:^o    par    ra|)|)ort  à  JK/;-    Pour 

cela,  nous  devons  reeliercher  si  - —  est  dillérent  de  zéro.  ()n  a 

ày,i 

<Jy„         <h-^    Oy„       '"       dfn    \     Oy„  dy„ 

Pour  avoir  les  dt-rivé-es  — —  (iiii   liiiurenl  dans  cette   relation,  déri- 

vons  (diacune  des  (/?  —  i)  premières  é(|uations  (1)  par  rapport  à  y,,^ 
les  variables  indé|)endantes  étant  x,,  ./■..,  ....  Xp,  y„.  On  a 

àf\  ^  t)Fi      dcp^-i  r)F| 

<>y\  <^>y„      '  '  '     ''Vn  I    '[vn         <>y>i 
(3)  \ 

''.''1      <^r«        '  "  "       ày„-\     ày„  ây„ 


io6 
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Adjoignons  aux  ( /i  —  i)  t-ciualions  (.i  )  la  lelalion  (•>.),  mise  sous  la 

forme 

OVn   Otii  ^    t/F„      t/cp„-_,  ^  (^  c/<l>    _  ^^ 


<'yn-l      '>yn  Of„ 


"  Vn 


<)o 


Pour  éliminer  les  -H-  enlre  les  n  éfiuations  obtenues,  consuh'rons  ces 

équations  ("omme   lornianl    un   système   de   n    équations  linéaires   et 
homogènes  par  rapport  aux  (juantités  non  toutes  nulles 


ào, 


^>y» 


Le  déterminant  des  eoeflieients  de  ces  quantités  doit  être  nid,  donc 


dV„. 


<)y\ 


f^y»  I     'iyn 

t>F„„|       rjF„_| 

^yii^\      <>yn 


^yn-\        àyn  <Jyn 

iJaprès  un  calcul  classique  sur  les  déterminants,  on  en  déduit 


D(F,,  F, F„)         ô^   D(Fi.  Fo. 


„- 1  ) 


0(^1,72 }-„)        dy„   D(.7,,  jKo, 


y»  1  ; 


et.  comme  les  deux  déterminants  fonctionnels  sont  différents  de  zéro 

.,  Zp,  Y,,.  ...,  r,„),  cette  relation  (feiinit  - — 


pour   le    point  (;,,  ;..,  . 

et  montre  que  sa  valeur  est  finie  et  différente  de  zéro  au   point  con- 
sidéré. 

Kn  résumé,  l'équation 

*(^i,  ^1 T,,,  y„)  ■=  o 

est  résoluble  par  rapporta  r„,  au  \oisinage  du  point  ;,,  ^o,  ...,  ^^,  r,„, 
c'est-à-dire  qu'il  existe  pour  r^,  une  fonction  'i;„(.r,,  ...,  Xp)  satis- 
faisant à  cette  équation,  définie  au  voisinage  du  point  ^,,  ^2?  •••?  ?/" 
continue,  |)ourvue  de  dérivées  par  rapport  à  x^,  ...,  Xp  et  se  rédui- 
sant à  r,„  quand  .r,,  x.,,  ...,Xp  prennent  les  \aleurs  ;,,  z-i-,  ....  ^p. 
Remplaçons  y„  par  cette  fonction  dans  -i,,  '^2,  •••.  'f«_)-  Posons 

y\      = '■?!       (xi..r.,, x,„'l,i)  =  ')jy{xi,  x-i,  . ..,  Xp), 

yn~\  =  'in-liXi,   Xi^    .  .  .  ,   Xp,  y„  )  =  'J/i^ii  Xi,  Xo,   .  .  .  ,   Xp). 
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r, ,  . .  .,  _»',/  -I  (li'Vicniieiil  ainsi  des  fondions  de  .r, ,  . . .,  x ^  et,  quand 

T, r p   prennent    les  valeurs  ;,,....  ;^,,  •];„   prend    la  valeur  rj,<, 

y^   picnd  la  Nalcur  Tj,,  y^  la  Naleurr,^,  elc 

Donc  les  (onclions 'i/,,  -Lo '\n    i,  •l>„d<'.r,,  ^'o,  ...,  J?,,  prennent 

les  valeurs  ■/■,,,  y,o,  ...,  r,„  (piand  j:,,  .r^,  ..  .,  Xp  prennent  les  valeurs 
H,.  ;o.  ...  ^,,.  De  plus,  ee  sont  des  fonelions  continues  et  ayant  des 
(l(''iiv«'-es.  Kniin.  elles  \(''ri(i<Mil  les//  (''(inalions  (  i  ).  Ku  ellcl,  daltoi-d 
les  {^11  —  I  )  preuiières  écpiations  ('-tanl  \(''ri(i<''es  quand  on  v  leiiiplaee 
i|.  ...,_>'/,_,  pai'i,,  ...,  .3„_i,  le  sont  encore  quand  )o,  esl  une  cer- 
taine fonction  au  lieu  dctir  \arialilc  indépendante.  <^)iianl  à  la  der- 
nière, elle  est  équixalente  à  <I>  =  o,  qui  est  vérifiée  par  j',,  =  ■!/„. 

[^'existence  des  dérivées  de  ces  fonctions  }^,,  r^,  .  .  .,.)',/  ayant  été 
démontrée,  pour  les  calculer,  on  dérive  les  é<|ualions  (i  )  successi\e- 
iiieiit  par  rapport  à  chacune  des /^  variahles  iiKl(';pendant<'s  .rj,  .r..,  ..., 
X p.  (  )n  a.  par  «'xeiuple. 


f/,r,         r/Ki    <)J'\       '  '  '       iiy„  'l'-i 


dVj,        <)\\i  Oyi  ^  (yl%   Oy^ 


ivT  /■  •      •       .  •  I-     '    •  ^  i)V\     ày.y 

i\ous  lorinons  ainsi  n  <'(|uati<»ns  hiKîaires  par  rapport  a  ^ — ,  -7—7  •••> 

'  III  ,txx       Ô.Vi 

— -'  Kn  les  r(''sol\ant,  c<>  (oii  est  possible,  011  aura  l'expression  de  ces 

dérivées  [)artielles.   De  même  pour  les   auln-s  variables,  x-,,    ...,   /■/,. 
On  peut  aussi,  au  lieu  de  d(';ri\er,  dillV'tenlicr  les  é(|uations  (1),  ce 
qui  donne 


d.ix  -(-.  .  .-i dxn  -H   - —  dv;  -(-.  .  .H dy,i  =  o. 


—    rf./-i  -H ...  H dx,,  H dyi  -f- .  .  .  H dy„ 

dx,  f>x„        '         <iy,      ■^'  oy„     -^ 


F\iis,  on  résout  ces  n  équations  par  rapport  à  <"/>'i,  dy^^  ..  .,  dy,i. 
Connaissant  '//i,  par  ex(!iuple,  en  fonction  de  dx^^  ...,  dxp^  on  sait 


(n"  Xo)  en  déduire  ^-^) -r-^.  ....  -^-1 
^  '  dXi     ()x^  OXf 
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lll^.   hncrsion.  —  ConsidcPdiis /^  fonctions  de  n  variables  (/)'£n)^ 

l   .'1   =  fl  »  .^1-    r...    .  .  .  ,  X,„  Tf,^i T„  ), 

<■>  , 

'.,''/' =  .//'(-^i-  ^2 -r,,.  .rp_Hi,   ...,.r„). 

On  se  |)i\)pu.se  de  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  p  des  va- 
riables j\  c'est-à-tlire  d'exprimer  ces />  \ariables  en  fonction  désu- 
et des  autres  variables  .r.  C'est  ce  (|u"on  appelle  f'aifu''  l'imersion 
du  système  de  fonctions  fs.fx^  ■■■.  /,,  par  rapport  à  p  des  va- 
riables. 

Tout  revient  à  résoudic  le  svslèine  d  équations 

I^  (^1 or„.  r,,  .  .  .,y,,^  =/i  —  .K,  =  o, 

^^pi-^i or„.  jKi,  .  ..,.)/<j  =.fp  —  y,<  =  •>• 

par  rapport  à  ^, ,  J^^?  •  •  •?  x p. 

Kemarquons  que  I  on  a  -—  ^  -^ .  d  ou 

D(F„  F, F,.)  ^  L)(/i../; f„) 

D(.r,,   .r.,,  .  .  .,  X/,  )         U(.ri,.r.2,   ...^Xf,) 

Si  ce  dernier  déterminant  est  diflerent  de  zéro  en  un  certain  point, 
la  résolution  pourra  s'effectuer  au  voisinage  de  ce  point. 

Ainsi,  «'tant  donné  le  système  de  fondions  (i),  si  le  déterminant 

fonctionnel         J ^■' ■'"-'■'■■  J i' >    ggj   différent   de  zéro   pour    un   certain 

U  (  .r , .  .r-., T I,)  ' 

point  ;,.  H^,  ...,  Ç/,  ,?/?4-M  •••5  Çn?  <Jii  peut,  au  voisinage  de  ce  point, 
faire   rin\ersion  du    système  donné,   c'est-à-dire    trouver    ])our  ,r,, 

x-^, r  p  des  fonctions  continues  des  autres  variables  Xpj^^ Xn 

et  de  11-  ...,y;,,  vérifiant  les  équations  (i),  se  réduisant  à  Ç(,  ^j,  ..., 
Çy,  lorsque  .T/,^,,  ...,  .r„.  j,,  ...,  Vp  prennent  respectivement  les 
valeurs  suivantes  : 

;/7-+-i,  ....?«,    y*! (çi)  •  •  •!  ?"  '•     •  •  -1    .t  1'^ Z\-  •  ■  •'  ?" )• 


VIII.  —  Fonctions  dépendantes  et  indépendantes. 

H  i.  Considérons,  pour  fixer  les  idées,  la  fonction  de  quatre  va- 
riables a  ^f(x,y.  :■,  t),  et  soit  v  =  '^((/)  une  autre  fonction;  c  peut 
être  considéré  comme  une  fonction  de  x,  y,  ;;,  t.  Calculons  les  déri- 
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vées  (le  v'  par  rapport  à  ./•.»,  c,  /.  On  a 

iJç  ,  Ou  m'  ,  au 

dr  ^  ^   âx'  '  01   ~  '^  'ôt  ' 

(^cla    [>(>S(''.  considciinis  le   lahicaii  des  dcrivccs  <li'  //  et   r  p;ir  lap- 
[Ktrt  aux  \ariabl('S.7\  )',  c,  /  : 


Ou 

Ou 

Ou 

Ou 

O.r 

'■'y 

Oz 

Ot 

Ov 

Ov 

Ov 

Ov 

ôx 

Oy 

Oz 

01 

On  reconnaît  que  tout  délerininani  ddrtlrc  :>.  Issu  de  ee  tahleau 
est  nul  eomiiie  avanl  deux  lignes  composées  d  éléments  propor- 
tionnels. 

Plus  généralement,  soient  />  fonctions  r,,  y.j,  ....  Y/,  des  \ariables 
jr,,  J7o,  ...,  x„,  a\ec  la  condition  p'^n  —  i ,  el  soit  une  fonction 
s  =  (5  (j', ,  )  .,,  ...,j^y,).  Fornu)ns  le  tahleau  des  d(''ri\ées  |)ar  ra|)porl 
aux  X  des  fonctions  y^,  . . .,  y  p.  z 

dXx  OXy  ÔXy  <)y\     Ox  ^  •  •  ■    '     ^^^^     ^^j,^ 

<>>!      <J.y-2      __      '>.yi,      ^ày±  .    <>?    <Jj/> 

Ox„        OXn  Oxn        Oyj    Oxn       •  ■  •~^  f)y^^    ^JJ.^^ 

Tout  déterminant  d'ordre  (yy  +  1)  issu  de  ce  tahleau  est  nul,  car 
les  éléments  de  la  dernière  colonne  sont  constitués  par  une  même 
coml)inaison  linéaire  de  ceux  des  p  premières. 

IliS.  Ktant  données  des  fonctions j'i,  )'2,  . . .,  Vf,  de  /i  xariahles  a;,, 
Xa,  ...,  x"„,  on  dit  (jue  ces  fonctions  sont  indépendantes  si  aucune 
d'elles  n'est  égale  à  une  fonction  des  autres  ou  de  certaines  des  autres. 

I.  Si  y,,  y-2i  •  •  •■>  JK/j  sont  fonctions  de  x,,  ./o,  . . .,  x„  [n-lp]^  et 
si,  dans  le  tableau  des  déri\>ées  des  y  par  rapport  aux  x,  les  déter- 
minants d^ ordre  p  ne  sont  pas  tous  nuls,  )',,  y.,,  . .  .^yp  sont  fonc- 
tions indépcndan  tes. 

Vax  ellet.  si  cela  n'était  |)as,  l'une  des  fouettions  j') ,  y^,  ...,  y-p  serait 
fonction  des  autres.  D'après  ce  qui  précède  (n"  lll),  les  détermi- 
nants d Ordre  />,  issus  du  tahleau  des  dérivées,  seraient  tous  nuls. 

II.  Si  y^,  y^i  •  •  -,   Vp  sont  fonctions  de  x,,  .^2,  . . .,  x„  (n  ^p)^  et 
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si,  fions  le  ttildcau  des  dérivées,  les  drierminants  d' ordre  p  sont 
/mis,  l'un  ait  moins  des  déterminants  d'ordre  (p  —  i)  étant  dij/é- 
rent  de  zéro,  l' une  des  fonctions  y  se  réduit  à  une  fonction  des 
autres. 

Kn  ellt'l,  en  iliiiiii;('ant  mu  hcsdin  les  nolalioiis.  nous  pouvons  sup- 
poser (|ut'.  dans  le  lahleau  «les  dérivées,  le  déleiininanl  des  fonctions 

y,,  y., .'/'    I  P'"'  i';ipp<»i't  aux  \ariables  x,,  x-2,  •  -,  •ï'/>-i  est  difié- 

rent  de  ztro.  Il  en  n'sulle.  «ra|irès  le  cas  [,  que  les  (p  —  i)  fonc- 
tions l'i,  )'■>,  ■■■.V/)^\  sont  indt'-pendantes. 

Prenons  un  |)oint  Çi.  i^^  •••-  »/>  i  •  ^./>-  •••7  lu  pour  lequel  le  déter- 
minant en  question  est  différent  de  Z('ro.  Dans  un  certain  clianq) 
avoisinant  ee  point,  nous  pouvons  elfectner  I  inversion  des  fonc- 
tions ii  =/'(.  ïo  =  .A,  •••'  >>!  =  .//'  1  P'"'  rapport  aux  \arial)les 
.r,.  .r».   ...,  .Cp_,  (n'   WÀ).  On  obtient  ainsi,  en   désif;nant  par  //,, 

u-2 If/,   p+f  les  [n  — p -+-  1)  variables  Xp,  ...,  .r,,,  des  équations 

de  la  forme 

.r,      =  ï>,(j',.  K2.   ....y,,_i,  ni.  ..    ,   ii„-,,^i), 
La  fonction  yp  =  fp,  où  l'on  remplace  :r,,  ...,  Xp^^.  par  es,,  ..., 


y/' 

Ull—p-\-\  5 


devient  une  certaine  fonction  dej'),j'2?    •••.  J>_(,  «t; 
soit 


{!) 


ji,=fi,{x,.  ...,x„)  =  "i/(.ri, ....  fi,^\,  u,,  —  u„  ,,^i). 


Je   flis   que   )p  est  indépendant  des  variables  a.   Pour  le   voir, 
dérivons  (1  )  |)ar  rapport  à  u^  : 


fjit , 


'J/p     à?,> 


d.Tp^l        ÛUi 


Ou, 


^Jous  avons,  d'autre  j)art,   les  y  et  les  a  ('-tant  variables  indépen- 
dantes, en  déri\ant  par  ra|)port  à  ;/|.  les  deux  membres  de  la  relation 


<-i) 


au. 


dr,    iJU\  Ox p-x      dUi 

et  ( p  —  2)  éc^uations  analogues,  en  remplaçant  /",  par y^,  .  .  .,  fp^i 


Aux   (p  —  i)   équations    (2)  joignons  la   relation  qui   donne 


Ou, 
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en  I Cl  rivanl 


o 


=  '!Lii  !!lL  ^.  .^   '^/"/-   '^'jp  i  ^  iHj!  _  !!ï. 


ImiI  !•(■  («'S  /)  ('•(iii.i  li(m>.  ii(>ii>  ;ill()ii'>  ('1  iiiiiiK.M'  — ^  j   •  •  •  7  —^ —  •   Il  ■^11  Ilit 

poiii-  cela   <lt*   les   (•onsi<l«''i(M-  coimiif   Inrinaiil  iia  syslème  de  /'  é(|ua- 

tious    lint''aire->   el    liomoiît-nes   iiar-  lapporl    à  — ^.  .  .  . ,  _ï£zi  pi    i.    |^,. 

(l<'letiiiiiiaiil  fit'  ces  équalioii>  liml  èlir  nul.  l'ar  un  calcul  analogue  à 
et'Iui  que  nous  avons  lait  dans  hi  linon»'  des  (onctions  implicites,  on 
obtient  la  torniule  suivante  : 

o±  ^      l'i./'i..A /,,>      .  l>(/i,/2.    ..,/,.-i) 

(>U\  iJ.r|..r., Vf,    |.//,)   ■    \){Ti.T.,.    ...,x,,^i} 

Le  <l(''noniinaleiir  est  ddlV-ienl  de  zt'-n);  je  niiniérateui-.  (|ui  est  un 
déterminant  d  ordie /v  issu  du  tableau  des  dt''ii\ées  des  f  \niv  rapjxjit 
aux  j",  est  nul  pai-  liv|)Ollicsc.  Donc  on  a 


On  voit  de  la  mèuie  manière  (pie  les  d<'Tivées  partielles  de  y  par 
rapport  aux  autres  variables  u  sont  nulles.  Donc  -l  ne  dépend  pas  de 

//,.  //j //,/-/,  4.1  :   y'p  se  réduit  à  une  lunction  de  r, ,  )o,  . .  .,  jp_,, 

cv  qui  dt'inontrc  la  proposition  II. 

III.  Considé-rous  maintenant  le  cas  i;éiiéral  d  un  système  de  p  tonc- 

ti(tns  1',,    r-j j'f,  de  n   variables  .r,,   j;^,    ...,    x,,.    Formons   le 

tableau  des  dt-rivées  partielles  des  )'  par  rapport  aux  x.  Dans  ce 
tableau,  cheiclions  un  déterminant  qui  soit  dilierenl  de  zéro  el  tel 
que  tous  les  déterminants  d'ordre  supérieur,  issus  du  tableau,  soient 
nuls.  Soit  /*  l'ordre  de  ce  déterminant.  Parmi  les  fonctions  r,  celles 
dont  les  dérivées  entrent  dans  ce  déterminant  lorment  un  système  de 
fonctions  indépendantes  (  I).  Si  //<[/'.  chacune  des  autres  fonc- 
tions )'  est  une  fonction  des  A  jircmières  (11). 

116.  On  peut  t'-noncer  certains  des  résultats  (|ui  précèdent  sous  la 
forme  suivante  :  Pour  cjii  entre  n  fondions  ■>',.  yj,  ...,  y,,  <les  n 
Vfiriahles  .r,,  x.,-,  ...,  x,i  existe  iinr  rehidon,  il  faut  el  il  suffit 
que  le  déterminant  fonctionnel  des  y  pur  rujtport  uux  ./•  soii 
idcnt iquement  nul. 

D'abord   la  condition  est  suffisante,  car,  si   elle   est  remplie,  nous 
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vom»ns  (le  \o\v  (iiic  certaines  des  loiulionsv'  se  rédiiisenl  à  des  fonc- 
lions  des  autres. 

Elle  est  nécessaire;  en  ellet,  soit 

F(v,,  j-..,  ....  ,/„)  =  o 

une  relation  entre  les  y,    véridée    par  hypothèse,  quels  (jue  soient 
les  X.  Un  dérivant  par  rapport  aux  x,  on  a  les  n  relations  suivantes  : 


(') 


t>K     dVt  àF    i)V-2 


I    dV_  fhj_ 
dfi    dXn 


d¥    dy„ 

dy„    d.r^ 

t>F     dy„ 


dV 


d¥ 


ne    peuvent    être    toutes    conslanunent 


Les   déri\ées  - — y  •     .    , 

dyi  dy„ 

nulles,  car,  si  elles  Tétaient,  F  se  réduirait  à  une  constante,  et  1^' =  o 
ne  serait  pas  une  relation  entre  les  jk-  L  ensemble  des  n  équations  :  i) 

exige  alors   que   le  déterminant   formé  par  les  dérivées  ~  soit  nul. 

Donc  la  ef)ndition  est  nécessaire. 


117.  ln(li(juons  une  propriété  importante  du  déterminant  fonc- 
tionnel. 

Soienty, ,  j^o,  ...,y„  /^  fonctions  des  variables  j;,,  x.^^  ...,  x„  qui 
sont  elles-mêmes  fonctions  de  t,,  l_,.  ...,  t,/.  Je  disque  Ion  a 

D(.Ki.  Vi y,i)  _  I>l.ii-  .r-j j„  )  i>{Tt,  Xi,  ..  .,  x,i) 

D(ti,  ti, /„j    ~   D{Xi,  Xi,  . .  .,Xn)     D(/i,  <.,,...,  <„) 

Kn  effet,  on  a  d'une  façon  générale 

dy,  _  dyi   dx,         ôy,   dxo  dy-    dx„ 

dtj         dx^    (itj         àxo   'itj        '''       dx„    dtj 


Considérons  les  deux  déterminants  fonctionnels 


'>y\ 

dXi 


dyi 
dx,i 


dxt 


àyn 

dXn 


dx, 

dl, 

(IX  i 

"ta 

dXn 
dt^ 

dXn 
dt„ 

On  voit,  d'après  la  forme  de  l'élément  -— ^  du   déterminant  fonc- 
tionnel  des  y  pai'  rapport  aux  ;,  que  ce  déterminant  fonctionnel  sob- 


f 
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tient  en  faisant  l<*   produit  (U-s   deux   déterniiiiaiils   ci-dosstis  (lij^ncs 
par  colonnes  ),  ce  <pii  (h'-moiilrc  la  propriéh-  cnonoée. 


IX.  —  Dérivées  d  ordre  supérieur. 

118.  Klant  doniice'  une  loiution  r  ^/l ./"  )  ;ivanl  une  Arvwr.c /' {x)^ 
celte  dérivée  peut  a\oir  à  son  tour  une  dérivée.  On  ilit  que  c'est  la 
dérivée  seconde  de  )'  et  on  \,\  désigne  jjar  i-"=  /""(  .r).  Dune  façon 
générale,  si  Ion  a  déliai  hi  ilérivée  d'ordre  /?,  y^"^  =i f^"'>i^x)^  la 
dérivée  de  cette  dérivée  est   dite  di'rixée  d'ordre  ( n -\- \)  de  y. 

Si  Ton  a  une  fonction  de  plusieurs  variahles,  /(.r^  y,  z,  . . .), 
chacun*'  des  dérivé-es  partielles  du  picniier  ordre  de  cette  fonction 
constitue  une  fonction  de  r.y,  z.  .  .  .  et  |tcul  ;i\oir  des  dérivées  par- 
tielles par  rap|)Ort  à  chacune  de  ces  variables.  Les  dérivées  de  /' {x) 
se  notent  coninie  il  suit  :  /;.,  /;,,  /^,,  . . .;  celles  de  /'(y)  :  fy^,  /,*., 

119.  Etant  donnée  une  fonction  J\x^y)  de  deux  variables,  si 
cette  fonction  a  des  dérivées  premières  f'^.  et  f'^  si  fj.  a  une 
dérivée  par  rapport  à  t,  soit  f'.,  si  f^  a  une  dérivée  par  /apport 
àx,  soit  fyci  et  si  ces  deux,  dérivées  f^y,  f'yj.  sont  continues,  elles 
sont  égales. 

Pour  le  démontrer,  posons 

(I)  A  =f{x-^h,y^k)—fix^h,y)—f(x,y~-k)-^f{x,y), 

{'!)  ■i(x)=f{x,  y^  k)—f(x,  y). 

On  reconnaît  que  l'on  a 

^3)  A  =  -^i  X  -^  h  )  —  «p(x). 

iJaprès  sa  définition  et  les  hypothèses  faites,  la  fonction  'f(j^)  a 
une  dérivée  par  rapport  à  x,  (jui  est 

(4)  'r'i-c)  =/x<-i--.^'-t-  /')— /x<-^.7)- 

En  appli(juant  la  formule  des  accroissements  finis  à  (W)  et  tenant 
compte  de  (4  ',  on  obtient 

A  =  /(  O'  (  X  -r-  0  //  )  =  /i  \f'j.  (  ^  -t-  0  /i,  J  -r-  /.■  )  —  /j:  (  ./•  -i-  0  /« .  V  1 1  (  O  <  0  <  l)  . 

Appliquons    à  la   quantité   entre   crochets   la    formule    des  accroisse- 

B.  s 
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nu'iUs  finis,  il  \  lent 

A  =  /jA-/;;,( .r -K 0 /j,  >- -1- o'A)      (o < e' < i). 

Eli  penimlanl   le  nMe  des  \arial»lt'S  .r,  y.  on  obtient  de  même 

A  =  /v7j/;.^  (  t  -^  0 ,  a,  j-  ^  g  ,  a-  ). 

En  supposant  //  et  A"  clitlérenls  de  zéro,  on  en  déduit 
fJoiT-^-  (\/i.  y-^  W  k)=f;.,Ax  +  0,  /j,  y  +  O;  k). 

Donnons  à  h  et  A"  des  valeurs  tendant  \ers  zéro.  En  vertu  de  la  con- 
tinuité de  chacune  des  fonctions  /j.^.,/'^.^.,  les  deux  membres  de  Téga- 
lité  tendent  respectivement  vers  ./'ïy-fï',  JK)  et  f'^.^^x^  y).  Donc  ces 
deux  expressions  sont  égales. 

Ce  fait  étant  établi,  il  en  résulte  la  propriété  générale  suivante  : 
La  dévidée  cVordre  n  dune  fonction  de  plusieurs  variables, 
obtenue  en  effectuant  a  dérivations  par  rapport  à  x,  [^  par  rap- 
port à  y,  '■'  par  rapport  à  c,  est  toujours  la  même,  quel  que  soit 
l'ordre  dans  lequel  on  e Jfectue  les  dérivations,  pourvu  que  toutes 
les  dérivées  considérées  soient  continues. 

En  elFet,  considérons  le  groupement  G  des  lettres  x,y,  z,  ...,  indi- 
quant l'ordre  des  dérivations  successives,  et  prenons  deux  dérivées 
d  ordre  n  ne  diti'érant  que  ()ar  l'ordre  des  dérivations.  Les  deux  grou- 
pements G  et  G'  corres))ondant  à  ces  deux  dérivées  sont  identiques 
quant  à  la  nature  des  lettres  qui  les  composent:  ils  ne  diffèrent  que 
par  l'ordre.  On  peut  trouver  une  succession  de  groupements  conte- 
nant les  mêmes  lettres  que  G  et  G',  le  premier  étant  G,  le  dernier  G', 
et  deux  groupements  consécutifs  ne  différant  que  j)ar  l'ordre  de  deux 
lettres  consécutives.  Le  théorème  est  ramené  à  son  cas  particulier 
sui\ant  :  Démontrer  que  l'on  peut  intervertir  l'ordre  de  deux 
dérivations  consécutives . 

11  suffit  pour  cela  d'applitjuer  le  résultat  précédent  à  la  fonction 
obtenue  par  les  dérivations  (pii  précèdent  celles  dont  l'ordre  est 
interverti,  puis  d'eflectuer  les  dérivations  qui  les  sui\ent  et  qui  sont 
les  mêmes  dans  les  deux  cas.  Finalement,  la  déri\ée  obtenue  est  la 
même. 

Il  est  i\n\\v  indiffi  rcui.  lor-quon  note  une  dérivée,  de  rappeler 
Tordre  des  dérivations.  Nous  représenterons  une  <l(;ri\("e  prise  a  fois 
par  rapport  à  J^,  ^  fois  par  rapport  à  y,  y  fois  par  rap[)ort  à  :;  par 
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1^20.    Si  ruii  il  une  (diicl  ion 

//  =/(.r,  Y,  z.   ..  .), 

j:,   r,  :;....   t'-huil   inm   |)lii>   \  ;iiiiilil<'s  iii(l(|icml;iiih's,  iiKiis  fonclioas 

(le  variiil)le>  /.  h hi   loiiiiulr  des  fuiKîlioas  coinposces  di'-fiiiil  les 

df'rlvées  du  piriiiii-r  ordre  ilr  //  par  rappciil  à  /,  0,  ....  Ou  a,  par 
exemple, 

"/  =   "1-  -^'t  -+-  "yj!  -*-  «;  -/  -f-  .  .  .  . 

Une  seconde  applicaliitu  du    im'inr   principe   donne   les   dérivées 

secondes  de  it  |)ar  rapport  à  l,  0 l'ar  fxt'mple,  pour  avoir  ii].,  on 

dérive  une  seconde  fois  par  rappori  à  /  : 

«;,=  .r;(,/;;,.rj-f-  u'.cyf,-^  i^-z',^..  .  )  -4-  (('j,x",,^ 

l'oiir  a\oir  //,(j,  nous  aurions  dérivé  pai-  rappori  à  0  la  formute 
<lonnaiil  //^  . 

On  reconnaît  que  les  dérivées  secondes  de  //  par  rapport  à  /,  9 
s'expriment  en  fonction  des  dérivées  premières  et  secondes  de  //  par 
rapport  à  x.  y.  z.  ...  et  de  .r,  r,  :;  par  rapport  à  t,  fj.  D'une  façon 
générale,  les  dérivées  dOrdre  //  de  //  par  rapport  à  /,  0  s'expriment  en 
fonction  des  dérivées  de  //  par  ra|)porl  à  .r,  )%  ;,  jus(pi'à  Tordre  //, 
et  des  dérivées  de  .r,  j',  ;;  par  rapport  à  /,  0,  jusqu'à  l'ordre  n. 

Cette  méthode  permet  également  d'avoir  les  dérivées  des  différents 
ordres  des  fonctions  iiiipiic  iles.  Soient,  en  effet,  les  équations 

i'^'^i ■^/'- J'i7  •••,/«)  =  o, 

F„(a-i,   .  ..,  X,,,  ju  ...,  y„)  =  o. 

On  a  \u  (pu-,  sous  certaines  conditions,  les  i'  peuvent  être  consi- 
déra» comme  des  fonctions  des.:?',  di-linics  |)ar  ces  n  équations,  et  que 
les  dérivées   premières  des    )'    par   rapport  aux  .r  sont  fonctions  des 

dcrivi'es  — -'  l'>n  (l('ri\anl  de  muneau  les  formules  obtenues,  on 
ohlient  les  ({('-rivées  du  second  ordre  des  )^  pai-  rappori  aux  x  en  fonc- 
tion des  -— ^  et  des  '—•  D'une  façon  iiénéraie,  les  dériv<''es  d'ordre /? 

OXj  ()Xj  Ox/,  '        ' 

iXcs y  s Cxprimenl  en  fonction  des  dérivées  juscpi'à  l'ordre  n  des  F. 

121.  Formule  de  Taylor.  —  Si  /'(./)  est  un  polynôme  d'oidre  n , 
on  a  la  formule 

f{.r-^h)=/{x)-^  -f'(.r)-h...^-  —^f"Hx). 
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Celle  ionuule  n'esl  en  ell'el,  <lans  \v  cas  de /(  r)  =  .r'"  (/«^/?), 
qu'une  façon  d'écrire  la  formule  du  dc-xeloppenienl  ilu  l)iuome 
(x -h /?)"'.  Élanl  vraie  pour  un  monôme  x'",  elle  Tesl  encore  pour 
une  combinaison  linéaire  de  monômes,  c'esl-à-dire  |)our  un  polynôme. 
/  désignanl  maintenant  une  fonction  quelconque,  pourvue  de 
dérivées  jiis(ju"à  l'ordre  (/?-(-  i)  inclusivement,  posons 

A  élanl  une  quantité  définie  par  celle  équalion. 

Faisons   un  chanj;ement   de   notations.  Remplaçons  x -\- h  par  6, 
X  par  rt,  el  par  suite  li  par  b  —  a.  La  relation  précédente  s'écrit 


/<6)--/(a)-y'-^^i^/--(.)-<*-'"'':'A  =  o. 

p  =  l 

Considérons  la  fonction  auxiliaire  suivante  : 


-A. 


On  constate  que  l'on  a 


o(a)  =  o,         (p(6)  =  o. 


Calculons  ■:i\x)  : 


iiJr) 


p  =  i 


l  h  —  X  )i' 


f"'Hx) 


(b  —  x }" 


11  reste,  toutes  réductions  faites, 

(h  —  j-)" 
'r(^)= ^1 


[A  --/  "-^''(^ij. 


D'après  le  théorème  de  KoUe,  'f'(^)   s'annule  pour  une  valeur  c 
conqDrise  entre  a  et  ^,  d'où,  comme  (6  —  c)  ^  o, 

A=/^"^'  (cj. 
En    revenant    à    la    première    notation,    c    peut    s'écrire    a-\-Hh 
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(o  «<  0  ■<  11.  cl  l'on  ;i  lit  luiiiiiilr  de  Tiivlor  sons  sa  foriiic  (jrdinaire  ; 

f(x  ■+-  h  )  =f(.r  )  H f  {x)-\ -/■"(■•r)  -H.  .  . 

n  .■  ( n  -i-  \  ):  ' 

Cas  <le  plusituirs  variables.  —  Soil  /\.i',  >',  ^)  une  foiK'lion  de 
trois  variables,  par  exemple.  Posons 

cp(n  =/(.r-r-  ht, y  -i-  lit,  z  -i-  //), 
d'où  r<'-sulte 

o{\)  =  f[x  ~-  h.  y  -+-  />•,  •=-*-/),         9(0)  =/(a7,  y,  z). 

SI    I  un   suppose   (pie  /(^,  JK?  ^)  il   *Jles  déri\ées  partielles  jusqu'à 

Tordre     //    inclusivenient.    le    théorème  des    fonclions    composées 

nionlre  (pie  '-^[^l)  a,   j)ar  rapport   à   t.  des  dérixt'cs  jiisrpi'à   l'ordre  n. 
Calculons  ces  dérivées.  On  a  d'abord 

(i)      cp'=  hf'^{T  -+■  ht,  y  -^  kl,  z-^  It)  +  kf'y(x  -\-  ht,  ...)■+■  /fl(x  -{-ht,  ...). 

Pour  avoir  'i",  dérivons  celle  première  formule  par  rapport  à  t,  ce 
qui  revient  à  rempla(;ei'  chacune  des  fonclions  f'^,  Z"^.,  /",'  par  une 
fonction  (pii  lui  correspondra  comme  correspond  à  f  le  second 
meml»re  de  (i)  : 

Ceci  n(jus  conduit  à  la  i-èjile  pratique  suivante  : 

Rempla(.'ons  convenlionnellemenl  fj.  \yAr  fx-,  f'.i  par  {f.t)'i  fxy  P^'" 
fxff  Nous  pouvons  alors  écrire,  d'une  façon  symbolique, 

enlendaul  par  là  que,   pour  obtenir  cp",  un  Relève  au  carré  la  quantité 

entre  parenthèses,  puis  on  remplace,  dans  le  développement  obtenu, 

les  symboles /j.,  ...,  (/x)*,  ..-,  fx.fy>  •••,  pa«'/c'  •••i. /.'.'',  ■••,fxy,  •••• 

Je  dis  que,  moyennant  les  mêmes  conventions,  on  peut  écrire  d'une 

façon  générale 

(p  «I  =  (  hf,,->^  kfy^  If-  y"\ 

entendant    par    là   que   1  on   remplace   le   développement  du    second 
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inomhre.  soil 
par 

Je  signe   2,  s  H|))»liqu.iiil  à  Itmles  les  combinaisons  des  entiers  positif* 

ou  nuls  a,  ^■j,  V,  telles  c|ue  a  +  ^3  H-  -'  =  /?. 

La  règle  est  vraie,  comme  on  la  \ii,  pour  les  dérivées  première  et 
seconde;  admellons-la  pour  la  (l(''ii\('('  (rordic  n  cl  di'montrons-la 
pour  la  dérixée  d'ordre  /?  +  i  . 

Pour  passer  «le  -c'"'  à  -^  "+'',  il  faut  r('m[)laccr  chacune  des  dérivées 
qui  entrent  dans  le  second  membre  par  la  fonction  qui  correspond  à 
cette  dérivée  comme  l'expression  de  ■^'  correspond  à  /',  donc 

Cela  montre  que  '^'"+'  peut  s'obtenir  svniboJiquenK^nt  par  le  pro- 
duit 

(  V,+  A/v+  Ifz  S"Hhf,-^kJ\^  If,) 
ou  encore 

Connaissant  les  dérivées  successives  de  C2,  en  appliquant  la  for- 
mule de  Taylor  à  cette  fonction  d'une  variable,  on  a,  B  étant  compris^ 
entre  o  et  i , 

I  •  «  !  '  (  /t  -^-  1  )  !  ' 

c'est-à-dire 

/*  =  " 

C  est  la  formule  de  Taylor  pour  \ine  fonction  de  plusieurs  va- 
riables. 
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X.     -  Différentielles  d'ordre  supérieur. 

1;2'2.  Kliiiil  (loiincc  une  loiiciioii  /"  (.r,  y,  :;  )  d  iiiir  un  plusieurs 
variables,  la  (lilli-iciititllc  |iicim(ic  <1  f  ;i  ('li'  di'lliiK'  (■iiiiiiiic  il  suit 
(ii"S!2.  |).  71):  (Ix.  dy.dz  v\\\\\\.Av<,  ;iccr()issciii('iit>  ;irl)lli-.iiic>  donnés 
aux  \anal)les,  un  a 

cl/ vsi  ainsi  lonclioa  des  varialjJes  ■£,  y,  z,  d.i .  dy.  dz. 

lina|L;inons  : 

1"  (^)u('  Ion  allriiuic  à  dx .  dy.  dz  Ac--  \,dfiiis  lixr-..  Si  dans  ces 
conditions  ./.  r.  -  sont  \  aria  1)1  es.  '//  iiCst  |)liis  londion  que  de  x^y^  z. 

2"  Dans  la  fonction  de  .r,  y,  r-.  ainsi  obtenue,  on  donne  k  x,y^  z 
des  accroissements  respectivement  éij;aux  aux  \;deurs  fixes  qui  \ien- 
nenl  d  «'-tr-f  choisies  dans  la  |)i('iiiit  re  coiix  enl  i<ui.  FJans  ces  conditions, 
la  fonction  df  a  une  diflc-rentielle  déterminée.  Par  définition  ex  sera 
la  diJf(''renlieUe  seconde  de  f  et  nous  la  désignerons  par  la  nota- 
tion d-f. 

D  une  façon  abré-yée,  on  exprime  la  floublc  convention  qui  sert  à 
définir  d-f  en  disant  que  d-  f  est  la  diffère ntieile  de  df  lorsque 
fort  considère  dx,  dy^  dz  comme  des  constantes. 

D'après  cela.  '/-/' s'obtient  en  remjilacant  flans  le  second  membre 
de  (1)  chaque  dérivée  f].  / , .  f.  par  sa  dillerentielle.  Or  on  a.  par 
exemple, 

^fx  =  fU dx  ^f^ydy^f^.dz, 

et  i\ei^  formules  analoj^ues  pour  df^.,  dfl.  (  )n  a  donc 

(  X  )    d-f  —  /,'.  dx-  -^  fy~.  dy-  -r- fZ^  dz-  -h  "ifi-y  dx  d/i  ^  y.f'xz  dx  dz -+-  'i-fy-  dy  dz. 

123.    Supposons   qu'on   ait   défini    les  dillV-rentielles  d'ordie    1,   -a, 

i Ai,  de  y,  soit  df  d-f  d^f,  . . .,  '/"/;,  et  admettons  ipic  c/"  /"soit 

fonction  déterminée  de  Jc^y.,  z,  dx.,  dy,  dz.  l*our  définir  d"'^\f.,  nous 
supposons  : 

1"  Que  dans  l'expression  de  d"  f  nn  donne  à  dx,  dy,  dz  des  va- 
leurs fixes  ; 

2  ■  Que  dans  la  loixtion  de  .r,  )',  c  aiii>i  obtenue  on  donne  à  .r,  )^,  0 
des  accroissements  respectivement  é-^aux  aux  \  a  leurs  fixées  jiour  dx, 
dy.  dz  dans  la  première  convention.  Dans  ces  conditions,  la  fonction 
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d"  f   a    mu-    cliUt'rt'nlielle    clélerniiuée    (jii'on    appelle    tlilleiejilielle 
(«  +  iV"""'  (le  /'el  (lu'on  désione  par  d"'^\f. 
Je  dis  que  Ton  a  d  une  façon  i;énéralt' 

(  3  )  d"  /■  =  y     //;    ,  f'X  ?-T  (  ^-  y-  -  )  d.r^  dv'P  dzr. 

le  signe  ^  élanl  étendu  à  toutes  les  combinaisons  des  entiers  posi- 
tifs ou  nuls  X.  ^^i.  V.  telles  que  x  -f-  [i  -(-  •'  =  n,  de  sorte  que  Ton  peut 
écrire  svml)oli(juenient 

(4  )  d"f  =  {f^dx  ^fydy  -f,riz)"\ 

rinterprélaliou  de  celle  fuiniulc  se  faisant  comme  précédemment  :  on 
développe  le  second  membre  comme  la  puissance  /i'*""*^  ordinaire  d  un 
polvnome.  juiis  on  reni|>lace  le  terme  général 

-^ll-,(l,.dx)^i/,dyiHfzdz)- 
par 


,  t  q  I 


i^-Y 


ï/x''v'ct'^^-  y-  ^  ^dx^dv'^dz 


<  ).i  constate  que  la  formule  est  vraie  pour  les  diflérentielles  pre- 
mière et  seconde.  Supposons-la  vraie  pour  la  dillérentielle  n'^^"  et 
démonlrons-la  pour  la  difTérentielle  (/'  +  ,^";me 

Pour  passer  de  d'\f  à  d'^'^\f\  on  doit  remplacer  dans  le  second 
membre  de  (3)  chacune  des  dérivées  par  sa  dillérentielle  prise  pour 
les  accroissements  dx,  dy\  dz.  Pratiquement,  en  utilisant  la  repré- 
sentation symbolique,  cela  re\ient  à  multiplier  symboliquement  cette 
dérivée  ^zx  f^dx  -\-  fydy  -\-  f-dz^  à  eflectuer  le  calcul  comme  s'il 
s'agissait  d'exposants  ordinaires,  puis  à  remplacer  l'exposant  par  un 
indice  de  dérivation  sui\ant  la  conNention  adoptée.  Donc  le  résultat 
peut  s'obtenir  de  la  façon  suivante  :  on  forme  le  produit  symljoliqutî 

(  /^  dx  —  /,  dy  —f.  dz  )  "'  (f,,  dx  —fy  dy  -^fz  dz  ) , 
ce  qui  revient  à  former  la  puissance  symliolique  ( n  -h  i)'*™'"  de 
( /,  dx  -^ /,. dy  —  J-dzK 
Les  formules  (3)  et  ('4)  sont  donc  \raies  {juel  que  soit  n. 

l;2i.  Aj>pliquons  les  résultais  obtenus  à  chacune  des  variables 
indépendantes  .r,  r,  z  considérée  comme  fonction  de  ,r,  r,  z.  Cha- 
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{•iinc  (1  cllo   il   h>iil<'>  M'-"  ilf-nx  •'•••>  iiullc>  i'i  juiilir  di-   I  nrdrt-  'a.    Il  en 
rt'Snlh'    ilii  il   piiilii-  (Ir  j'oi-iln-    '   Ichin  liilItTrnIicllr^  >(>iit    nilllrs  : 

d'x  =  u.  il'i  y  z-i  {).  //'i  z  ~  <>  (/l^>.  ). 

|'2').  Soit  //  =  /"(  jr  )  Miu'  ("iictiini  (riinc  sciilr  \  ;ii-i.éIiIc.  Lii  loriiiiile 
j;t"n<''iiile  (  .V)  se  ii-diiil  ii 

,/■'  Il  =  /""'(./■  ic/.r", 

de  snrif  (|n  Un  |hiiI  l'-ci-ire,  (jind  ([iic  soil  //, 

Ou  d('(|iill  de  lii  iiiu-  iiKiiM'Ilc  iioliilioii  |ti)iii'  les  i  liMi  \  l'i's  ilUrdre 
supérieur  des  f'onclioii-^  d  une  \arial>le.  l'iii'  iiii;du<;ie,  en  ce  qui  cou- 
cerne  les  fondions  de  [)lii>iriirs  variiihles,  on  noie  les  dérivées  de  la 

façon  suivante  : 

X")        ,  d'i/iT,  y\  z) 

de  sorte  qn  on  |m'iU  écrire  iriine  lnçon  i;én(''ride 

•'       ^  a  :  3  !  Y  :     dr *  ôy'^  â z V  -^ 

ou,  en    notiitlOii  >VliilH)li(|iir, 

\àx  oy    -  àz       I 

l!26.  (Considérons  maintenant  une  fonction  ;^  ^  /"(.r,  y,  5),  x^y^ 
z  n'étant  plus  né'cessairement  variables  indépendantes,  mais  pouvant 
être  des  fonctions  de  nouvelles  \arial)les  /,  (J.  On  sait  que  l'on  a 
d'une  façon  i;éii('i-;ilc  l:i  foiiimle 

(,,  du=''-Ld.r+'-^dy-^"ldz. 

Or  Oy    "  Oz 

Prenons  les  dilférentirlles  des  deux  membres,  autrement  dit  dijfé- 
rentions  les  deux  membres  de  cette  lornuile,  les  variables  indépen- 
dantes él.iiil  /,  0  : 

d.u  =  d('J^\dx-^i^d-^x^.... 
\ Ox  I  Ox 


Ciilrulons  ''^  (  -j-.  ) 


,(0f  .       O-'-f  .  0-^f     ,  oy 

\ox/        Ox^  Or  Oy    •'         âx  Oz 
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d'où 

ci-  Il  —  -^  (t.r-  -f-  — -=—  dj-  dy  -+-  -~.-  d.r  dz  -i-  -~- d-x  -\- 

O.r-  nx  (ty  ax  az  ox 

Le  secoiitl  nu'iuhre  de  eelte  formule  eoinprend  <l  iihord  reiisemhle 
des  termes  olileniis  lors(|iie  J",  J',  ^  sont  \;irial)lc>  in(l(''|»t'mlaut('s,  jniis 
l'expression 

-=—  d-x  - — —  d-  Y  —  -=-  d-  z. 

'ix  dy      "  Oz 

On  peut  écrire  avec  la  notaliou  svmholique  déjà  employée 

^    '  \0x  dy    -^        oz       I  àx  Oy      -         ôz 

La  dillV-rentielle  seconde  n"a  donc  pas  la  même  expression  suivant 
que  JL\y\  z  sonl  variables  indépendantes  ou  non. 

(Considérons  cette  formule  (  -i  ).  Si  Ion  v  ex|)rime  x,  y,  z  en  fonc- 
tion de  ^,  0,  puis  </x^  dy,  dz.  d'-.r.  d-y.  d- z  en  fonction  de  /.  6.  dl^ 
r/0,  on  aura  finalement  1  expression  de  d- a  en  fonction  de  /,  ^,  r//, 
dH.  Or,  on  peut  écrire  immédiatement  une  autre  expression  àed'^u. 
C)ii  a,  en  ellet, 

t             «^''  "    .  „            f^'ti     ,     j,        à-  u    ,„„ 
dUi  —  dt^  —  i .  dt  df) —  dfi^-. 

of-  dtod  (tfr- 

On  obtient  ainsi  pour  d- n  deux  expressions  qui  doivent  être  iden- 
tiques quelles  que  soient  les  valeurs  arbitraires  données  à  t.  0,  dt,  dH. 
En  identifiant  les  coefficients  de  df'-.  dt  dh.  dh-,  on  retrouvera  les 
relations  qui  existent  entre  les  dérivées  |)ar  rapporta  J",  K,  :;etles  dé- 
rivées par  rapport  d  t,  h. 

11  ('on\ient  de  remarquer  que  la  formule  {^-a  )  est  \alable  quelles 
que  soient  les  varial)les  indépendantes,  quel  que  soit  uK-ine  leur 
nombre,  car  ces  variables  indé()cn(lantes  n'entrent  pas  explicitement 
dans  la  formule.  Cela  montre  l'utilité  de  l'emploi  des  différentielles. 
Cet  emploi  permet  d'obtenir  des  formules  en  quelque  sorte  plus  con- 
densées que  les  formules  obtenues  par  les  règles  de  dérivation. 

Enfin,  si  Ion  considère  la  formule  (2)  et  si  Ion  suppose  que  x,  y.  z 
soient  \ariables  indépendantes,  cela  revient  à  supposer  les  différen- 
tielles secondes  d'-x,  d-y,  d- z  nulles.  On  retrou\e  la  formule  qui 
définit  la  diff"érentielle  seconde  de  u  quand  .r,  )',  ;  sont  variables 
indépendantes. 

Ayant  l'expression  de  d'-ii,  en  differentiant  la  formule  (21,  on  peut 
obtenir  l'expression  de  d-^t  quand  x,  y,  z  sont  des  fonctions  quel- 
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conques.  D'une  Aicon  •;én('rale,  on  peut  foruuM-  d"  u  eL  constater  (jue 
(/"  1/  s'e\j)riMU'  en  (onction  des  dérixt-es  parliclles  fie  _/  par  rapport 
à./',  W  :•  jus(pi  à  Tordre  ft  inclusis  fiiicnl  et  des  di(l(''i'<'nliclles  de  X'^ 
^\  z  juscpi'à  l'ordre  //  incliisi\  rnienl.  I)c  plu>,  (piand  .r,  J',  :^  sont 
>arial)les  imlépendantes,  f/"  u  se  rt'duil  à 


Ox 


En  cdct.  ce  ii'sidlat  est  vrai  poiii-  // =^  i .  // =  2  ;  en  l'adinettanl  pour 
une  \aleur  d<tcrininëe  n  cl  en  dillV-icnlianl  la  dernière  formule 
(d»tenue.  on  JOhllent  poui'  [^n  -f-  1). 

1^7.  hnintiili'  'II'  Lrihiulz.  — Coninie  cas  paiiiculiei-  de  formules 
de  dillVren  lia  lion,  (dierelious  l'expression  de  la  diilc'i  riiliclie  //"""  (Vun 
produit  de  deux  lonelions  11,  v  d'un  noMd)re  (pieleoncpie  île  \arialtles. 
Je  dis  (pie  I  on  a 

(I)     d"{  m-  )  =  i-  fl"  n  -r-  (;,'  r/c  d'-'^  m  -4- ...  +  ('.',',  <li'  v  '/■•    l' u  -h  .  .  .-^  u  d"  r, 

ce  que  I  on  écrit  SYMiltoInjucinent 

d"(nv)  =  (du-r-  dv)'-"^ 

en  entendant  par  là  (pie,  pour  obtenir  d"(in'),  on  forme  la  puis- 
sance n"'""  du  hinome  (  d/f  -+-  dv)  et  (pie  Fou  remplace,  dans  le  déve- 
Icqjpement,  d(v"^  par  v  d"  u^  c/p'"  par  u  d"  v  et  le  terme  gén(^ral 
C',l{di}P[dn)"~P  par  C;,'  '/pv  d"~P  a.  En  ellet,  la  loi  est  vraie  pour  n  =  i 
et  n  =  2.  \dmettons-la  |)our  une  valeur  déterminée  fie  n  et  difTéren- 
tions  la  formule  (1).  Les  t(;rmes 

C^;  di'  V  d"-i'  u  -h  C;;-"  '  di'^  1  ('  d"-i'- 1  a 
donnent 

C',Ud''-^U'  d"'  /'U  -^  di'v  d"-i>+Ui)-^  (]',','^U  di'-^'^i^  d"-i'~i  it  -~  di'+^v  d"~i' u). 
I^e  terme  f//*"*"'  v  d"~P  u  a  donc  pour  coefficient  dans  c/"+'  {(f^), 


c'est-à  dire 


Donc  la  formule  (1)  est  vraie  quel  que  soit  n. 
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XI.  —  Changement  de  variables. 

l!2S.  I'rt''(nu'iiiiii(iil.  dans  des  (|iieslH)ns  (Tanalvse,  ayant  à  consi- 
dôivr  des  fonelions  de  eerlaines  variables,  on  a  a\anlage  à  remplacer 
ces  \ariables  par  de  nouxellcs,  liées  aux  premières  par  certaines  rela- 
tions. Il  peut  aussi  y  a\oir  lieu  de  considérer  de  nouvelles  fonclions, 
liées  aux  premières  fonctions  et  variables  par  des  relations  données. 
On  est  ainsi  conduit  à  chercher  les  relations  qui  existent  entre  les 
dérivées  des  anciennes  fonctions  par  rapport  aux  anciennes  variables 
et  les  dérivées  des  nouvelles  fonctions  j)ar  rapport  aux  noiivfdles  va- 
riables. 

Dans  des  questions  de  cette  nature,  on  doit  toujours  |)arlir  des 
relations  entre  les  variables  (  ind(''|)endiinles  ou  non)  que  l'on  consi- 
dère, dériver  ou  diflerenlier  ces  relations  et  tirer  des  équations 
obtenues  les  expressions  dont  on  a  besoin. 

Donnons-en  quelques  exemples. 

1^9.  Supposons  que  l'on  ait  une  fonction  y  d'une  variable  x.  On 
prend  une  nouvelle  variable  indépendante  t,  liée  à  x  par  une  relation 
donnée,  et  l'on  veut  établir  les  relations  entre  les  dérivées  de  y  par 
rapport  à  .r  :  y',.,  r[.,,  ...   et  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  /:  jk^ 

y'r,  ■■■■ 

En  appliquant  le  théorème  des  fonctions  de  fonclions,  on  a 
Déri\ons  cette  relation,  l  étant   la   \ariable   indépendante  : 

y'n = yu^'i  ^'t  -+-  y.r^% = y.r--^?  -^y'.v^r- 

Par  une  nou\elle  déri\alion,  on  a 

y't- = y'u^?  -+-  ^  Y'u^'i^'r-  ■+■  y.v^'ï-- 

On  voit  qu'en  continuant  1  application  du  procédé,  l'on  exprime  JK» 
j'',',,  ...  en  fonction  de  y',.^  y"_,.-,^  ...  et  de  x',^  x',',,  .... 

Sou\enl  la  fonction  jk  que  l'on  considère  esta  déterminer  et  doit 
satisfaire,  avec  ses  dérivées,  à  certaines  équations,  tandis  que  .r  est 
une  fonction  connue  de  t.  Il  s'agit  alors  d'exprimer  les  anciennes  dé- 
rivées en  fonction  des  nou\elles.  Dans  l'exemple  qui  précède,  on  y 
parvient  en  résolvant  les  équations  obtenues  :  la  première  donne  jk.,, 
la  deuxième  y".,,  la  troisième  y™,?  et  ainsi  de  suite. 


<:iian<;i:mi;\t  i»k  vvhiahi.ks. 


On  peut  emplover  une  autr«î  niélliode  : 

L;i   lireinière  rx-lalion,  résolue  p;u-  i;i|iport  à  y',,  donne 

v'  -  n. 
»  •^•'~  a:; 

Ce  résullat  peut  sinlerpréler  île  la  manière  sui\anle  :  élanl  donnée 
une  lonclion  (pieloon(|ue  y  de  x^  sa  dérivée  par  rapport  à  x  est  égale 
à  la  dérivée  de  cette  inèinc  toiutidu  par  rapport  à  la  nouvelle  variahle  ^, 
divisée  j)ar  ./). 

Applujuons  celte  règle  à  la  («jnction  j',..  Sa  déri\t*e  |)ar  r.ipporl 
à  l'ancienne  variable,  c'est-à-dire  y".j,  est  égale  au  cpiolienl  par  x,  de 
|a  di'-rivéc  de  cette  même  fonction  pai-  lapport  à  la  nouvelle  xariahle  : 

on  vérifie  que  c'est  bien  1  expression  fournie  |)ar  la  |)remière  méthode. 
En  poursui\ant  ra[)plicalion  de  celte  seconde  méthode,  on  trouve 


On  peut  aussi,  au  lieu  d'eniplover  la  notation  de  Lagrange  |)0ur 
les  dérivées  (notation  au  moyen  d'accents)  comme  nous  \enons  de  le 
faire,  remplacer  les  dérivées  j)ar  des  quotients  de  iJiHV'i-enlielles.  Mais 
il  faut  remarquer  que,  sauf  en  ce  qui  concerne  les  dillerentielles 
premières,  l'emploi  des  dillerentielles  peut  donner  lieu  à  ambiguïté. 
En  effet,  d'-y,  par  exemple,  désigne  deux  fonctions  différentes  sui- 
vant (|ue  la  variable  indépendante  est  x  ou  /.  Ou  peut  avoir,  il  est 
vrai,  des  foriuules  toup>urs  valables  en  (-alculant  </-)■  dans  le  cas  où 
les  variables  indépendantes  sont  qufdconrpies.  nuiis  ces  formules  sont 
plus  compliquées  que  les  précédentes,  j)uis(pi"elles  contiennent  des 
termes  (]ui  disparaissent  quand  x  ou  /  est  pris  pour  xanable  indé- 
pendante. 

13(1.   Comme  application  des  méthodes  exj)Osées,  y  étant  fonction 
de  X,  considérons  l'ex|)ression 

(1^7'')^ 
Prenons  une  nouvelle  variable  indépendante  /  liée  à  x  par  une  rela- 
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ticin  doiinéc.  Nous  aurons 


y 


r  r'n^'t  —  yt^n  1  -        (  r'r-  ■'^'t  —  fi  ^'n  )  " 


i-^r-^-j/- 


Si    1  Ha  exprime   loiil   en   fonction  des  dillV-renlielles,   l'expression 
prend  la  forme 


(/j-^^   ,/v-^y'- 


{  (/./■(/-  )-  —  i/y  <i-:rf 


Và\  .   (loinme  autre  exem|)le.  soil  :;  une  fonclion  des  xariahles  x^  y. 
On  cliange  de  \arial)les  indépenilanles  en  [irenanl 

on  supj)ose  les  fondions  /*  et  'y  lelle>  que  ces  formules  (i)  peuvent 
être  résolues  |)ar  rapport  à  /  et  à  //.  cest-à-dire  que  Ion  a 

D(^  ;/)  ^  ' 

de  sorte  que  /  el  u  peuvent  s'exprimer  en  fonclion  de  x,  y. 
Prenons  les  dérivées  de  z  par  rapport  à  t  et  à  w, 

Oz  _  dz  dx        dz  dy 

\  7)t    ^  dx  ~(Jt  '^  ây  'df  ' 

(i) 

j   dz         ôz   iJx        dz  dy 

(lu        Ox  du        dy  flu 

Ces    relations   (u)   définissent   les   nouNcUes  dérivées  en  fonction 

des  anciennes.   Mais  elles  donnent  aussi    les  anciennes  en  fonction 

1  II  II'  ■  1  .  '  Di  T.  y } 

des  nouvelles,  cai',  le  déterminant  du  système  étant  -n =^»  on  peut 

'  •  D{  l,  u  )  ^ 

,  .    dz         .    dz 

résoudre  par  rapport  a   —  et  a 

'  '  '  fix  oy 

Kn  dérivant  les  équations  (2)  par  rapport  à  /  ou  à  m,  on  aura,  de 
même,  les  relations  entre  les  dérivées  secondes. 

Si  l'on  conserve  Tune  des  variables  primili\es,  x  par  exemple, 
c  est-à-dire  si  1  on  fait  un  changement  de  variables  de  la  forme 

x^t,         y  ^  <:((,  u), 
les  formules  (y)  se  simplifient,  car  Ton  a 

dx  dx 

'dt  ~    '  dû  ~  "' 
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Miii>  il  conMcnl  tir  i<'iri;ii  (|iii  r  i|ii<'.  hicii  (jiir  /  v[  ./'  soiciil  uJcn- 
tiques,  /(/  dé/ivéc  <le  z  pur  rn/i/xnt  à  t  est  di /[('rriitr  de  ht  dérivée 
de  z  jxir  nifijiori  à  ./'. 

Aussi  il  csl  utile,  pour  tr<»u\ei'  lo>  irîialions  entre  les  (l»''ri\«''es,  iJe 
cluin^cr  uiènie  le  nom  de  la  \arial)le  (|ui  est  C(»nser\ce. 

\W1.    ("oumie  application,  elirrciiou^  à  traiislorincr  I  (•\|)ressiou 

().T-        f)y'- 


eii  .su|)posanl  cpie  Ton  «.'lleetue  le  eliau^eiiienl  «le  \aiialjlfs  défini  par 

les  relations 

/4  =  37  -+-  i(  y,         i-  =  x  —  ay . 

Considérons  /eoinme  lonetion  de  •/'..)'  par  I  intermédiaire  de  «,  v^ 
et  éeii\oiis  les  expressions  des  dérivées  |)ar  ra[)port  à  .r,  y.  On  a 

of  _  Of  Ou  <)f  Ov    _  <)f  _^  Of 

ôx        Ou  Ox  f)y  ()x        Ou        Oi- 

Of  _  Of  Ou  Of  Oi-   _      Of  of 

Oy        Ou  Oy  Ov  Oy  Ou  Ov 


puis 


Ox-         (Ut-  ^  Ou  Ov         Oy-  Oy-  ^  Ou-  Ou  i)y         Oy- 


<l  OU 


à'/        à\f  _   ,  ^^.,    0^-f 


dr-         Oy'^ 


Ou  Oy 


\%S.  Comme  nouvel  exemple,  eonsidérons  une  fonction  y  de  x  et 
prenons  deux  variables  /,  //  liées  k  x^  y  [)ar  les  relations 

r^fil.  UK         }'='i('/,  u).  ^^ 

f.a  relalion  (pii  existe  entre  x  el  y  se  transforme  en  une  relation 
entre  /  «-l  //.  donc  //  |)eut  être  considéré  comme  fonction  de  /. 

(  )n  (liante  donc  à  la  lois  la  \ari.il»lr  in(lt''|)endanle  Cl  la  fonction. 
Clier(d»ons  les  relations  (jui  existent  entre  les  dérivées  de  r  par  rap- 
port à  X  et  celles  de  //  par  rapport  à  /. 

Dérivons  les  relations  (|ui  existent  entre  .r,  )',  /.  h,  la  variable 
indépendante  étant  /.  <  )n  a 


'       Ot        Ou    ' 


,  Oa  do  , 
y,  =  —  ->-  — i-  «/ 
•^'       ot        du    ' 


I-2S 


CllAl'ITKE    II. 
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Dérivons  de  noineaii  ces  relations;  nous  obtiendrons  x",->,  y"t,,  ... 
et  l'on  est  rameiif'  à  la  question  trailt-e  au  n"  129  (p.  i24)-  On  peut 
donc  ex|)riiner  les  déri\ées  de  )'  par  rapport  à  x  au  moyen  des  dé- 
rivées de  j:",  y  par  rapjxnt  à  /  et,  par  suite,  au  moyen  des  dérivées 
de  //  par  rapport  à  /  et  des  déri\(''es  |>;iili(llfs  de  /Cl  'i.  On  a,  par 
exemple, 

y't      ^^      '^"    ' 

Ot        Ou     ' 

On  peut  aussi  traiter  celte  cpicslion  en  employant  les  difleren- 
lielles. 


Và^.    Prenons  le  cas  particulier  sul\ant  : 

y  étant  fonction  de  .r,  on  demande  ce  que  de\ient  l'expression 


H2  = 


y"-' 


lorsque  Ion  efléctue  sur  x  et  y  le  changement  de  variables  défini  par 

les  relations 

37  =  p  cosO,         j'^psiiiO, 

et  que  l'on  prend  H  pour  variable  indépendante. 

Dérivons  les  formules  de  transformation,  la  variable  indépendante 
étant  H.  On  a 

x'^  =  p'  cosO  —  p  sinO,  yl^  =  p'  sinO  -^  p  cos6, 

37^2=  p"  cosO  —  2  p'  si  II  0  —  p  cosfJ,         ylj'=  p"  ^'"  "  -~^  '^p'  cosO  —  p  siii  0. 

Evaluons  y'_^.  et  y,,, 

,  y(j         p'  si  a  0  -+-  p  cosO 

•^•^   "^  ^   ^  p'cosO  —  p  siTTÔ' 


y  a'-  ^ 


(  p'  cosO  —  p  sinO;-' 


d'où 


K2  = 


I  C  -  --  2  i 


Traitons  la  même  question  en  employant  les  diUérenlielles.  On  a 

yl 


dy 


dx         d'y  dx  —  <{y  d'^  x 
dx 


dx^ 
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L'expression  de  K-  se  liiinslnniie  (!(•  la  manière'  sui\ante  : 

(  </./■■-  —  (ly-  )■» 


R2  = 


{dx  (l^y  —  dy  d'^xy 


Transformons  maintenant  celle  expression  par  le  changement   de 

variables 

j-  =  p  co<0,         y  =  9  siii  0. 

DifTérenlions  les  formules  de  lianslorMialion   en    laissanl   indéter- 
minées les  variables  indépendantes  : 

dx  =  dp  cosO  —  p  siii  0  d^).  dy  =  ^/p  sin  6  -+-  p  cusO  r/0, 
d^x  =  rf2p  rosO  —  1  sinO  dp  d(i  —  p  cosO  dO^—  z.  siii  0  d'-^\. 
d'^y  =  d'-o  siiiO  -^  >.  co>0  do  db  —  p  siiiO  c/O^-i-  p  cosO  r/-f). 

Formons  les  denx  combinaisons  qni  enUcnl  dans  R-. 

dx-  H-  dy-  =  dp-  -t-  p-  <"/0-. 

f/j-  d-^y  —  dy  d^x  =  v.  dp-  f/0  -h  p  dp  d'^  H  —  p  d'-  p  r/0  -i-  p2  c^O», 

d'où 

_  (rfp-^+p-^f/QM^ 

"  ~  (2  dp''-  û?6  -h  p  rfp  ^^6  —  p  rf2p  c^O  -4-  p-i  db^f  ' 

ce  résultat  étant  valable  «pielle  que  soit  la  \ariable  indépendante.  En 
particulier,  si  c'est  0,  le  terme  f/-0  disparaît,  on  peut  diviser  haut  et 
bas  par  r/O"  et  Ton  retrou\e  la  formule  déjà  obtenue. 


XII.  —  Notion  d'équation  différentielle. 

135.  On  appelle  é(i nation  différentielle  une  relation  entre  une 
variable  indépendante  x,  une  fonction  y  de  cette  variable  et  les 
dérivées  de  y  par  rapport  à  x  jusqu'à  un  certain  ordre.  L'ordre 
maximum  de  ces  dérivées  est  dit  V ordre  de  l'équaliou  difiérentielle. 

Par  exemple,  1  équali(m 

y  =/i.r), 

où    y  est  une  fonction   de  x,   constitue   une   équation  difiérentielle 
d'ordre  i . 

Dune  manière  générale,  suppos(jns  qu'entre  deux  \ariables  jc,  y 
on  ait  une  relation  de  la  forme 

(i)  V{x,y)  =  o. 

B.  « 
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En  dérivant  celle  é(|iiati(iii  un  certain  noinhic  de  fois,  on  forme  des 
relations  de  la  nature  indi(|uée.  Une  (unnhinaison  (juelcon(|iie  de  ces 
relations  constitue  encore  une  «'(lualion  diirérentielle.  (  )n  dit  que  la 
fonction  r  de  x  définie  par  l'équation  (i)  satisfait  à  toutes  ces  équa- 
tions difVérentielles. 

lli().  Supposons  maintenant  que  1  on  donne  entre  u\  r  une  relation 
contenant  différents  paramètres 

(i)  FCa-,  r.  a,,  . .  .,  an)  —  o. 

On  peut  former  des  é(juations  diflerentielles  auxquelles  satisfont 
toutes  les  fonctions  y  tléfinies  [)ar  Téquation  (i),  par  le  procédé  sui- 
vant :  on  dérive  léqualioni'i  i  n  fois.  En  joignant  à  (  i)  les  n  relations 
ainsi  obtenues,  on  a  ( /? -f- i  )  relations  entre  lesquelles  on  peut  éli- 
miner les  paramrtres  ^i.  «o.  ....  <7„.  Le  résultat  de  lélimination  est 
une  équation  de  la  forme 

(2)  ^{.x.y.y' 1''"' )  =  o. 

C'est  une  équation  différentielle  d'ordre  n  à  laquelle  satisfont 
toutes  les  fonctions  1'  définies  par  (i).  En  langage  géométrique, 
l'équation  (i)  représente  une  famille  de  courbes;  on  dit  que  toutes 
ces  courbes  satisfont  à  l'équation  différentielle  ( '2). 

Par  exemple,  de  léquation 

y  =  ax  -t-  b 
on  déduit 

y=«,     7"=o- 

La  dernière  est  une  é(|uation  différentielle  à  laquelle  satisfont 
toutes  les  fonctions  y  =  ax  -t-  6,  quels  que  soient  a  et  b. 

Comme  second  exemple,  considérons  les  fonctions  j)'  de  x  satisfai- 
sant à  une  relation  de  la  forme 

('j )  x"^  ^' y''-  -^  -iax  -^  ■}.  by  -\-  c  —  o. 

Dérivons  trois  fois  cette  équation,  y  étant  considéré  comme  fonc- 
tion de  X.  On  obtient 

X  -^ yy'  -i-  «     -i-  by'  —  o, 

I  --y-î  ^yy"  ^hy  =  „, 
'^y'  y"  -^yy"^  by'^o. 
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IJiniiiiDus  h  L-iilie  les  deux  deniirres  relations.  Il  \  ieiil 

(  1  -1-  7'*  -H  yy"  )y"'  —  (  Zy  y" -4-  yy'"  )y"  =  o 
ou 

(  1  -+-  y  '  )  V  —  iy'y"'^  —  o. 

iNous  uhleiioas  ainsi  une  équalion  (liliV-reiilielle  du  Iroisiènie  ordre 
à  laquelle  satisfont  les  fonctic»ns  i*  de  ./•  définies  par  (3).  On  dit  que 
cette  «'(lualion  est  \('ri(i<''e  par  les  cercles  du  plan. 

\'M .  I nti'oriilioii  des  équations  di IfévciHicllcs.  —  KtanI  donnée 
une  équation  dillerentielle,  le  problème  de  l'intégration  de  cette 
équation  consiste  à  reclierclier  toutes  les  fonctions  satisfaisant  à  cette 
équation. 

Un  cas  parliculièrenienl  simple  est  celui  où  l'équation  est  de  la 
forme 

y  =/(.r)  ou  -^  =f{x). 

La  solution  du  problème  est  donnée  par  la  théorie  des  fonctions 
primitives.  Toute  fonction  i  donl  la  dérivée  est  f{x)  est  donnée, 
à  une  constante  près,  par  la  formule 


y  =  j  f{x}dx. 


L'opération  qu'on  effectue  ainsi  s'appelle  une  quadrature. 
Prenons  encore  le  cas  de  l'équation 

Comme   1"  est  la  dérivée  de  y""',  on  voit  (|ue  j'""  est  une  con- 
stante. Soit 

yOi-l)  —  a. 

On  en  conclut 

ji"-2  =  ax  ^  b, 

et,  comme  d  une  façon  générale  la  fonction  piimili\('  d  un  polvnome 
est  un  polvnome  dont  le  dei;ré  surpasse  le  dei;n''  «lu  premier  d  une 
unité,  en  remontant  de  proche  en  |)roclie,  on  constate  (pie  r  est  un 
[)olvnome  d'ordre  [n  —  i),  renfermant,  par  suite,  n  paramètres  arbi- 
traires. 

Soit  maintenant  l'écpiation 
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On  a 

y<>i-i)=  I  j'{x)  dx. 

y(«-i!  ('t;int  ronnii.  on  aura  y  "~-    par  une  nouvelle  (|ua(iraUire 
y.n-i)  —   I  (Ir  I  f(.r)  dx. 

(  )n  tloil,  pour  avoir  r,  ellccluer/?  quadralures  .successl\es.  Cliacune 
d'elles  introduit  une  constante  arhilraire.  r  est  donc  défini  à  un  poly- 
nôme d'ordre  [n  —  i)  près;  en  d'autres  termes,  deux  fonctions  k, 
solutions  de  l'équation  donnée  (  i  ),  diilèrent  entre  elles  par  un  poly- 
nôme d'ordre  {n  —  i). 

138.  En  ce  qui  concerne  les  équations  du  premier  ordre,  si  on  les 
suppose  résolues  par  rapport  à  la  dérivée,  elles  sont  de  la  forme 

Il  y  a  souvent  a\anlage  à  les  mettre   sous   une  foru)e  symétrique 

en  X,  jK, 

P  (  X,  y  )  dx  -<-  Q  (  37.  j'  )  dy  =  o. 

On  peut  intégrer  immédiatement  une  ('quation  de  cette  forme, 
dans  le  cas  où  P  ne  dépend  que  de  .r  et  Q  que  de  y.  Soit  en  effet 
léquation 

?{x)  dx  -r-  Q(y)  dy  =  o. 

Le  premier  membre  est  la  différentielle  totale  de 
I  Pix)dx  -^  I  Çl(y)dy. 

Cette  différentielle  étant  nulle,  il  faut  que  la  fonction  soit  constante. 
On  a  ainsi  une  relation  entre  x  el  y  constituant  la  solution  généi'ale 
de  l'équation  proposée. 

Supposons,  par  exemple,  qu'on  donne 

dx        x-^ 
nous  écrirons  cette  équation  sous  la  forme 

t/x  <•/)' 

x'^  ~  yi 
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Le  Drrmior  iiieinhre  est  hi  dilltriiilifllf  dr  —  - — -■,  le  second  de 

'  I  •'-  y 

La  solulioii  j^t'-nérale  de  I  ('(jn;!!  khi  proposée  est  donnée  |)ar 

(                I 
= h  cunsl., 

4  •^*  y 

équation  (|iii  iltfmit    r  en  fonction  de  .r. 

13V>.  A  la  lliéorie  des  é(|nalions  dilléreulielles  se  rallaclie  le  fait 
suivant  :  si  (/eux  fonctions  ont  /nrnie  (/é/ivéf  lo^aiiihmitjiie,  leur 
rapport  est  constant,  cela  dans  lonl  inler\;dlc  où  hîs  fondions  sont 
dillérenles  de  zéro. 

Soient  en  ellet  /et  -^  deux  fonctions  telles  (jue  1  on  ait 


f        9 


On  en  déduit 


/' œ  —  g'/  =  o. 
Or   —   a    pour   dérivée   '    ^   ,  ^     >    c'est-à-dire    zéro.    Donc   —   est 

r  Cd2  m 


constant. 


liO.  Xotio/i  d'équation  aux  dérivées  partielles.  —  On  appelle 
équation  aux  dérivées  partielles  une  relation  entre  plusieurs 
variables  indépendantes,  une  fonction  de  ces  variables  et  les  dérivées 
partielles  de  cette  fonction  jusqu'à  un  certain  ordre.  Cet  ordre  est  dit 
Vortlre  de  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

On  conçoit  quêtant  donnée  une  fonction  r-  des  variables  .r,, 
x., Xu  dépendant  de  paramètres  arbitraires,  on  peut,  par  le  pro- 
cédé déjà  indiqué  (n"  1)^6),  former  des  équations  contenant  seulement 
Xi,  X2,  ...,  x„,  z  et  ses  dérivées  partielles,  et  ne  contenant  plus  de 
constantes  arbitraires.  On  |)cut  aller  plus  loin  el  ('Uniiner  des  fonc- 
tions arbitraires. 

Soit,  par  exemple,  une  fonction  :;  des  variables  x,  y  délinie  par 
une  relation  de  la  forme 

(i;  ¥ (  u.  V  )  =  tu 

u,  V  étant  des  fonctions  données  de  x,  y,  z. 

Dérivons  l'équation  (1)  par  rapport  à  .r  et  à  y,  :;  étant  considéré 
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ciiinme  fonction  de  .r,   )'.  On  a 


(2) 


oF  / Ou        au  àz 
\   (tu  \  (>x        Oz   d.r 


àF   /rh'  0\'   ÙZ 


ih'  \  Ox  ~*"  ()z  Or  }        "' 


I   ôF  /Ou        ()u  ôz\         àF^d^        '!^  '!l\  - 
ôîf  ydy~^  ')z    Oy)         Ov   ^Oy        âz  <)y  /  ~ 


/-  t  I         •  1-  •  I  >  ^''  ''^'  XT 

Ces  deux  relations  sont  Imcaircs  et   honioiienes  en  -—  et  -— •  iNous 

Ou  (iv 

iiV         OV  ,  ,  •    r^  V 

supposons  que  —  el  —  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  sans  (luoi  r  [it.  c) 
t  ^  »       du        OV  '  1  .    ' 

se  réduirait  à  une  constante  el  (i)  ne  serait  |)as  une  relation  \éritable 

cnire  it  etc.  Il  faut  donc  que  l'on  ait 

du  Ou  Oz  i)v  f>c   àz 

Ox  Oz  Ox  Ox  Oz  Ox 

Ou  du  Oz  Ov  (>v  Oz 

Oy  Oz  Oy  Oy  Oz  Oy 

C'est  là  une  équation  entre  les  dérivées  partielles  — ?   — •   lillc  est 

'  '  Ox     Oy 

indépendante  de  F,  el  est  vérifiée  Cjuel  que  soit  F,  des  que  //.  c  sont 
donnés,    c  est-à-dire    (|u  elle  est   \éri(lée   pour   toute  une  famille  de 
fonctions  dépendant  dune  fonction  aihitraire. 
Par  exemple,  si  l'on  prend 

u  =^  x  —  az^         V  =2  y  ~  h  z, 

toutes  les  fonctions  c  de.r,  y,  définies  par  une  relation  de  la  forme 
F(x  —  UZ,  y  —  /jz  }  =  G, 

satisfont  à  léqualion  diflerentielle 

àz  ,  àz 


àx 
Oz 
ày 


-  b 
—  b 


Ox 
àz 
ày 


OU 

(3) 


dx 


,  àz 

b  —  =  o. 

^7 


En  langage  géométrique, 

F ( X  —  rt 3 ,  r  —  b z)  =  o 

est  l'équation  générale  des  cylindres  parallèles  à  la  direction  de  para- 
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mètres  a,  />,   i  .  On  dit  (jur  r('(|ii;ilii)ii  (  .1  i  ot   ["((HMiion  ;iii\  fléri\ées 
parhcllrs  (le  ces  rvlindn's. 

lU.  Lr  prtddème  de  rintéj^ratioii  dune  «Miiialion  aux  dérivées 
parlielles  consiste  à  cherclier  loiiles  les  ionclions  satislaisant  à  celte 
équation.  .Nous  allons  en  donner  qtielf|ms  cxcniitle-». 

i"   TioUNcr  uuf  ionrlion  l"(.t",  j'i  ttllc  (|iic  I  nu  ait 

c^  _ 

Oy   ~  '  ' 

Ouand  .r  est  constant,  la  fonction  cherchée  doit  se  n'duire  à  une 
constante,  autrement  dit,  (die  se  réduit  à  une  fonction  de  .r.  Uoù  la 
solution 

/"étant  une  fonction  arbitraire. 

2"  Trouver  une  fonction  V{.r,y)  telle  que  Von  ait 

62  F 

à-F   ,  II.'  .11  .    >  I     '^^  17 

- —  étant  la  dérivée  partielle  par  rapport  a  y  de  — .  on  a,  d  après  ce 

^yt  1  III  ,/  fjy  I 

qui  précède, 


f(.T). 


La  fonction  F  a  donc  par  rapport  à   y  une  (ii'rivée  qui  est  c(jnstante 
quand  X  est  constant.  Donc  la  Jonction  F  est  de  la  forme 

C5  étant  une  nouvelle  fonction  arlutraire. 

<)"  F 
D  une  manière  générale,  on  reconnaît  que  — -  =  o  peut  s'intéii^rer 

et  conduit  à 

P(x.  y)  =  .\|j"'-'  -î-  .\.y''-^-+-. .  .-r-  A„, 


A,,  Aj,  .. .,  A„  étant  des  fonctions  arbitraires  de  x. 
3"  Trouver  une  fonction  F(a:,  )')  telle  cpie  I  on  ait 

0'  V 

=  o. 

f)x  Oy, 

étant  la  dérivée  partielle  par  rap[)ort  à  ide  — ,  cette  fonction  -— 

dx  ay  '  '  r  1  ./         (^  j.  f)^ 
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di>it  L'Ire  ronslanlf  ([iiaiid  ./•  esl  conslanl.  Doue 

oF 

o  étant  une  fonction  arbitraire. 

La  fonction  F  est  donc  de  la  forme 


F  =  I  ^{x)dx-h  fiiy), 


ou  encore 

F=/(.r)+/,(j), 

/  et  fi  étant  deux  fonctions  arbitraires. 

4"  Soit  l'équation 

0-  F  (r-F 

-7— r  —  «'  -r^  =  o. 
or-  ox- 

Etléctiions  le  changement  de  \ariables  défini  par  les  formules 
u  =  X  -^  a  y.         V  =  X  —  ay. 

Par  ce  changement.  F(x.  y)  se  transforme  en  une  fonction  <ï>(w,  v) 
et  l'expression 

à-P  y-P  à-^ 

---r — a- ^--r     en     —  !  a- (n"13z). 

r^K"  ox-  Ou  ()i- 

L'équation  dttnnée  se  transforme  donc  en 

=  o. 

ou  c)v 

La  solution  générale  de  cette  équation  étant,  d'après  le  cas  .^", 
<i>(u.  t-)  =  f(u)-^  fi(i^), 

en  revenant  à  la  fonction  F  et  aux  variables  x,  y,  on  voit  que  F  est 
de  la  forme 

F(x^  _7)  =  /(a"  -H  ar  )  -^-  fi(x  —  ffy). 

1  i^.  Fondions  homogènes.  —  On  peut  rattacher  aux  équations 
aux  dérivées  partielles  les  propriétés  des  fonctions  homogènes. 

On  dit  (pi  une  fonction  F(.r,  y,  . . .,  z)  est  homogène  et  de  degré  m 
par  rapport  aux  \ariables  x^  )',  . . .,  z,  si  l'on  a,  quel  que  soit  X, 

(i)  F{\x,\y Xz)  =  K>"F{x.  y,  ..  .,  z). 
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Si  Tiiii  (Irr'ivf  celle  idcnlilt'  [»;ii'  r,i|)|t(ii-l  ;'i  A.  on  a 
a-  [',.  (  kx,  "Aj-,  . . . ,  A  ::  I  -t-  .)•  h' ,.  (  A  ,/■.  . . .  )  -+- . . .  -^  cl-' - 1  A  .r,  ...)  =  /n  A'"-'  F(.r,  y z). 

lui  |»iilii("iili<'i\  |Miiii'  /.  :      I  .  (III  a  I  idriilih'  il  ImiIit 
(  V.  )      X  \''j:{  r,    .  .  .  )  -t-    K  l''y(  X,  .  .  .  )  -i-  .  .  .  -H  C  F-  (  ./•,  ...)-"=/'«  F  (-T,  J ■=  )• 

Celle  ideiitili'  e()ii>lilue  une  é(|ii.iti()n  aux  (l(''ii\ée>  pailielles.  Cher- 
rliDiis  à  I  inléurer.  Posons 

( 3  I  (}>(),)—.  F( Àr,  A_K.  ...,). s  ). 

On  a 

(4)  *'(A)  =  a7— (A.r,  ...)-i-...^z~(\.r,  ...)• 

Si  Ion  lemplaee  dans  ré(|ualion  donnée  (2),  ^'i  y,  •••,  -•  J»ïii'  '>-2^î 
AT,   .  .  .  ,   y.r-,  elle  de\  lenl 

À    .r'-^(Àj-,  ...)-hj)— (Xj-,  ...)+••• -h-  —(À^-,  •••)     =  rnVilr,...,Kz\ 

l    ox  -^  ()r  Oz  J 

c'esl-à-dire,  d'après  i'^)  et  (4)  : 

X1>'(À)  =  rn<P(\). 

On  est  ainsi  laniené  à  une  é(|iiation  dillérentielle.  la(jU(dle  s'écrit 

«ï>'(  À  )        m 

Le  premier  membre  est  la  dérivée  loi;ai-ill>mique  de  O,  le  second, 
la  dérivée  loiiarilhmique  de  //".  Il  en  résulte  que  l'on  a 

(j)  *(A)  =  CÀ"', 

c   ('tanl    une  constante.    Remplaçons    inainlenant   <P  par   sa  valeur, 
d'après  ('.]),  et  faisons  ),=  1,  il  vient 

F(>.  y.  .  . .,  5  )  =  c. 

l'^n  remplaçant  c  par  sa  valeur  tians  la  relation  (5),  on  trouve  la 
relation  (1).  Donc  la  solulion  «générale  de  l'équation  aux  dérivées 
partielles  ('.i)  esl  uneloiiclion  lioni()i;ène  de  de^ré  m. 

Remaripions  (pie  si  flans  r('(|ualion  (i)  on  remplace  A  par— >  on  a 
F(.r,  jK,  ...,z)  =  x"'f(i,  -I,  ...,  I 
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F  (  1 ,  —  .     •  •  •.  -  )  CKiistiliic  une  In  ne  lion  des  rai)  ports  —  ■,  ■  ■  ■  ■,  -•   On 

constate  ainsi  ([iie  toute  tond  mu  lioinoi;rne  de  (l('i;ii-  ///  des  varia  Mes  .r, 
y r  [jeiii  se  mettre  sou>  la  lornie 


ar"'/( 


y 


licciproquenienl  une  telle  expression,  où  /  est  arbitraire,  repré- 
sente une  fonction  de  x,  y,  . . .,  c-  homogène  de  degré  m. 


XIII.    -  Intégration  des  différentielles  totales. 

1  i3.    Cas  de  deux  variables.  —  Etant  donnée  une   fon(Uion  de 
deux  variables  /*( a:, y),  sa  diflerentieile  df  esl 

■'         O.T  (Jy 

Donnons-nous,  a  jinoi  i^  une  expression  de  la  lorine 
(i)  \* ( x^  y  )  dx  ^  (^{x.,  y)  dy. 

et  cliercbons  s'il  est  possible  de  trouver  une  ionclion  /'(.r,  j^  )  dont 
cette  expression  soit  la  difFérenlielle  totale.  Si  cela  est,  nous  dirons 
(pie  cette  expression  esl  une  dijférentietle  exacte.  Il  faut  et  il  suffit 
pour  cela  quil  existe  une  fonction  /"  telle  que  l'on  ait 

de  sorte  que  le  problème  se  ramène  au  suivant  : 

Chercher    une   solution   du  système   d'équations  aux   dérivées 
partielles  {•!). 

Une  condition  nécessaire  pour  que  le  problème  soil  possible  s'ob- 

lient  en  exprimant  Téiçalité  entre  les  deux  expressions  de  — '■ —  obte- 

'  ^  '  ox  (Jy 

nues  |)ar  dérivation  de  l'une  et  de  l'autre  équations  (2),  la  première 
par  rapport  à  y,  la  seconde  par  rapport  à  x.  Cette  condition  est 

(3.  ^  =  "5. 

Oy         Ox 

•le  dis  que  cette  condition  est  suffisante.  En  eflet,  supposons-la 
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rem|»lie  dans  un  lerlaiii  cliaiiii)  (î.  La  loiiclioii  inconnue  f  doit  avoir 
pourdérivée  pai  ra[>|)(irl  à  ./ .  y  élanl  lixc,  rexpression  P(u:,j>^);  de 
là  on  dcdiiil 


(4» 


j^„  t'Iaiit  une  \aleur  arhilraire.  .;  une  Innclion  aihitraire  assujettie 
senlfiuenl  à  être  (((mIiihic  cl  à  avoir  des  dérivées  dans  le  champ  G. 
(^li«Tclions  maintenant  à  satisfaire  à  la  seconde  des  relations  (2). 
l)(''nvons  (4  '  P'*''  l'ipporl  à  ->',  considéré  ilans  l'intéj^ralr  connue  para- 
nutrc 


ou.  en  utilisant  la  relation  (.i), 
àf        r'.iQ 


I/int(''i;ration  indupK'e  peut  s'effectuer  et  donne 

En  remplaçant,  dans   la  seconde  des   relations  (2),    ~r~    [)ar   celle 
expression,  il  reste 

d  où 

?(J')=    /      Qf.r,,./)  <r/K-^  rnnsl., 
'  .'0 

^>'o  étant  une  valcui-  arhilraire.  (  )n  trouve  donc 

/=    /      P(  X,  y)  dx  -r-    I      Q(  j"o,  J') '^7 -i- ''Dtist  ; 

et  celte  fonction  satisfait  aux  écjuations  (■>,),  donc  a  pour  dilïéren- 
lielle  totale  l'expression  (1).  Elle  est  déterminée  à  nne  conslanle 
additiv<'  prés,  car  deux  fonctions  diU'érentes  satisfaisant  au  sys- 
tème (2  1  ont  une  (lilléience  dont  la  «Jérué-c  par  rapporl  à  (liacjue 
variable  est  nulle. 
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lii.  Cas  lie  /i  viiriablrx.  —  lùiiiil  doiiurfs  //  \iirial)le.s  x^, 
x,.    ....   .i'„s    consKltToiis   I  ('X|)ressioii 

(  I  I      Pi(.ri, Jn  )(Ij-\  ■+-  I*2(-r,,  .  .  .,  X,,  )(/Xi-+-.  .  .-h  \*„{^i- ^ii"!  ff^ii- 

C-li<r("luiiis  s'il  existe  une  l'onclloii  /V^, .  .  .  . ,  .r„)  doiil  la  dillé- 
renllelle  totale  soit  i(lenti(jiie  à  [i).  Si  cela  est,  nous  dirons  que  (i) 
est  une  dij/érentief/e  totale  exacte.  La  recherche  de  f  constitue  le 
problème  de  rinté^ralion  de  l'équation  aux  différentielles  totales 

Pour  que  y"  satisfasse  aux  conditions  (hi  j)rohlèine.  il  l'aut  et  il  suffit 
que  Ton  ait  les  n  relations 

de  sorte  t[ue  1  on  est  conduit  à  ciiercher  les  solutions,  si  elles  existent, 
d  un  système  de  n  équations  aux  dérivées  partielles.  En  dérivant 
l'équation  (2)  de  rang  i  par  rapport  à  Xj  et  l'équation  de  rang  y  par 

rapport  à  xi,  on  a  deux  expressions  de  - — ^^ —  qui  doivent  être  iden- 
tiques,  doù  le  système  de  conditions  i'^).  au  nombre  de : 


(3)  —  =  ^  (.^y;,,y  =  i,.,...,n). 

Je  dis  que  ces  conditions,  qui  sont  évidemment  nécessaires  pour 
que  le  problème  soit  possible,  sont  suffisantes.  Nous  l'avons  dé- 
montré dans  le  cas  de  deux  variables,  admettons-le  pour  3,  4?  ••••. 
[n  —  i)  variables,  et  démontrons-le  pour  n. 

Supposons  les  conditions  (3)  remplies  dans  un  champ  C,  et  consi- 
dérons la  première  des  équations  (2).  Toutes  les  fonctions  /"dont  la 
<léri\ée  partielle  par  rapport  à  .z-,  est  P,  sont  comprises  dans  la  for- 
mule 


(4> 


/(  J-,,   ..  .,a"„)  =     j         P^(Xi,   ..  .,Xn)dx^->n^{x^_.  ...,Xn), 


Ci  étant  une  \aleur  arbitraire  du  champ  C  attribuée  à  x^.  Il  faut  que 
/vérifie  les  (/?  —  \)  équati<ms  (  2)  restantes,  c'est-à-dire 
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Drrivoiis  les  deux  iiu'iiihrcs  de  (  j  )  |iiii-  i;i|)j>()rt  ;'i  x,  : 
ce  CHU  si'crit,  <l  a|»r('.s  le?  relations  ^3), 

L  iiitt'i;iation  iii(li(jii»''e  peut  sCllV^Miifr  et  Ton  a 

OJ"/  cAr, 

Les  relations  (5)  dcN  icnncnl  ainsi 

(6)  -j^i-r-i,  .  ..,x„)=  Vi{\i,x.i,  ..  .,Xn) 

pour  /=:?.,  ?>,    .  .  .  ,   Il . 

Nous  sommes  ainsi  rondiiils  à  un  système  de  (  //  —  i  i  énualions  aux 
d('Ti\ées  partielles,  complètement  analogue  au  système  (a),  de  sorte 
que  la  question  est  ramenée  au  cas  de  [n  —  i)  \ariables.  D'ailleurs, 
pour  ce  système,  les  conditions  analogues  à  ( .)  )  sont  \érifîées,  car 
elles  sont  comprises  parmi  les  relations  (JV).  I)"aj)rès  le  fait  admis,  il 
existe  une  fonction   .pi  Xj,  . . . ,  .r,/)  dont  les  dérivées   partielles   par 

rapport  à  x-^,    c,,    sont    les   fonctions  obtenues    en    remplaçant 

dans  Po.  ....  P„.  x^  par  ;,.  Il  existe  donc  une  fonction  /' \éii(iant 
les  équations  (a);  les  conditions  {'.'A  sont  suffisantes. 

En  aj)j)liquant  à  es  le  même  pro("édé  de  réduction,  on  reconnaît 
que  l'on  a  des  relations  de  la  forme 

et  (inalement 
/(.r,, x„) 

=    I  V^iX,,    .  ..,X„)  clXi-^-    I  \\Jzi,X2....,Xn)dx.î-^... 

■+-   I       l'„(  ;i,  ;•),...,  ;„-i,J",jU/.r„ -+- const. 
La   fonction  y^  est  dctermincc  à   une  ccjnstante  additi\e   près,   car 
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deux   f(int-ti(ins   satisfaisîint   à   (2)   sont  telles  que   leur  dillerence  a 
toutes  ses  dérivées  partielles  nulles,  donc  est  constante. 

Les  conditions  (.HV  qui   expriuienl   que  (1)  est   une  dillV-reiilielie 
totale  exacte,  s'appellent  conditions  (V intégrahUité. 

1  io.    Cherchons,  par  exemple,  à  inléi;rer  I  expression 
.r'-—  y  x    , 


x-y  y- 

On  prendra  un  champ  C  ne  eonlenanl  pas  Tori^^ine.  Si  la  fonction 
cherchée  /'  existe,  elle  est  de  la  forme 

■       J,^     y        Jr^    X'-        '    '  y  \x        x^J        '    ■^ 

Cherchons  maintenant  à  vérifier  la  condition 


On  a 

d  où  la  condition 

d'où  Ion  déduit 


^f 

r 

dy  ' 

y- 

0/ 

^ 

X 

— t—  G 

iy). 

dy 

.' 

X 

— 

3-0 

-?'(>;  = 

X 

y 

~              ~T 

y- 

?'(r)  = 

_  ^0 
y' 

y 


(X  —  X^)  —  ( )   —X^J ), 

\x        xj  \y       yoj 


A= (-  const. 

*^  xy 

Ou  \  oit  que.  dans  la  pratique,  on  peut  se  dispenser  de  vérifier  si  les 
-conditions  d'intégrabilité  sont  remplies  et  intégrer  immédiatement, 
par  rapport  à  x^  le  coefficient  de  dx.  Puis,  en  dérivant  la  fonction 
obtenue,  on  forme  les  relations  auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction 
arijitraire  -i  d'une  ou  plusieurs  variables  considérée  dans  la  théorie. 

Si  ces  relations  ne  contiennent  plus  x.  l'application  de  la  méthode 
peut  se  poursui\re,  et,  si  ce  fait  se  reproduit  aprcs  chaque  opération, 
j  compris  la  dernière,  c'est  que  le  problème  est  possible. 
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CHAPITKE  III. 

APPLICATIONS  KT  KMKNSIONS  l)K  \A  NOTION   D'INTKCK ALK 


I.    -  Longueur  d  un  arc  de  courbe. 

lit).  Coiisidùious  ilaiib  I  espace  un  are  de  courbe  AB  n  ayanl  aucun 
{)oinl  double,  cesl-à-dire  le  lien  des  positions  successives  d'un  point 
Naiiable  se  déplaçant  d'une  manière  continue  et  ne  passant  pas  deux 
fois  par  la  même  position.  Si  cet  arc  est  rapporté  à  trois  axes  de 
coordonnées,  les  coordonnées  ./■,  )',  c  d'un  |)oinl  variable  qui  le 
décrit  sont  fonctions  (Continues  d'un  paramètre  /,  dans  un  certain 
intervalU-  l»itrné,  et  ne  prennent  pas  deux  lois  le  même  svstème  de 
valeurs. 

Dé/inilion  géométrique  tic  la  loDgiiciir  (V un  arc.  —  Prenons 
sur  l'arc  AB  (  fig.   i)  des  points  :  M„  coïncidant  a\ec  \,  M,,  Mj,  ..., 

Fig.   1. 


M„_,,  M,;  coïncidanl  av(,'c  H,  ces   points  M,,,  M,,  ....  M,^  ('■lanl  placés 
dans  l  ordre  où  les  rencontre  un  jxnnt  mobdi;  qui  (b'-cril  l  arc  de  A 
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APPLICATIONS    ET    KXTKNSIOXS    DE    I.A    NOTION    D  INTEGRALE. 


à  B.  Construisons  la  ligne  polyj;onalc  M,,  INI  i  M^  •  .  •  M/z-t  M„.  Sil 
arrive  que  le  |)érinièlre  de  cette  lii;ne  polygonale  Lende  vers  une  limite 
(létenninée  et  finie  lorsque  le  nombre  des  côtés  augmente  indéfini- 
ment, la  ()lus  grande  longueur  de  ces  côtés  tendant  vers  zéro,  celte 
limite  est.  |>ar  définition,  la  longueur  de  l'are  de  courbe  AB. 
Supposons  Tare  rapporté  à  trois  axes  rectangulaires.  Soient 

x  =  f(t),      j  =  cp(n,       c  =  '!>(/) 

ses  équations,  /  \arianl  de  a  à  h  ((/ <C  0)  lorsque  le  poinl  (x,  y,  z) 
décrit  l  arc  de  \  à  B.  Su[)posons  que  les  fonctions  /',  cp,  'l  aient 
dans  cet  intervalle  des  dérivées  qui  soient  fonctions  continues  de  t 
et  qui  ne  soient  jamais  simultanément  nulles.  Vu  point  de  vue  géo- 
métrique, cela  exprime  que  l'arc  a,  en  tout  point,  une  tangente  déter- 
minée qui  se  déplace  d'une  façon  continue,  insérons  entre  rt  et  b  des 
valeurs  intermédiaires 


/o<  tt<t. 


.  <  in 


t„  =  h. 


Soient  .r, ,  yt^  z-i  les  coordonnées  du  |)oint  M/  correspon- 
dant à  la  valeur  ti  du  paramètre.  Considérons  la  ligne  polygo- 
nale Mo  M,  Mo  .  .  . -M//^  1  M//  et  désignons  par  Ci  la  longueur  du 
côté  M/M/^., 


^/  =  v/i  ■'■/+!  —  ^i  *-  -^  '  yi^\  —}'()- 


On  a,  en  appliquant  la  fonuiile  des  accroissements  finis, 

Xi+,  —  Xi  =  /(  t,^^  )  —  fi  t,)  =  (  t,^i  -  ti  )  fi  '),■  j, 

Zi+i  —  Zi  =  'J;  (  <,•+,  )  —  '^  (  //  )  =  (7/  ^ ,  —  ti  )  1'  (  i\"i  ), 

6j,  9|,  H"-  étant  trois  nombres  compris  entre  ti  et  ^,^.(. 
Il  résulte  de  là 


iti. 


ti)s/f'-^^U)-^  '^'-'(^'i)  -^'V'-i  0';) 


F.e  radical  est  compris  entre  deux  noml)res  positifs  m,  M  qu'on 
peut  fixer;  on  reconnaît  que,  pour  que  le  plus  grand  des  côtés  c/d'un 
[)olvgone  lende  vers  zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  le  plus  grand  des 
intervalles  (fz+i —  ti)  tende  vers  zéro. 
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La  longueur-  de  la  li^iie  polyi^oiiaic  M„M|  .  .  .  M,;  i'>t 

/  — 0 

(Comparons  le  radical  <|ui  (ii;nr<'  dans  r/  avoc  le  radical  suivant 


On  a  (') 

)     =  !/'(  «/)  -/'(^•)  I  + 1  ?'('*;■)-  ?'(</)  1  -^  I  •{''(fi/)  -  yr  ^■)  |. 

Les  fonctions  /"'.  '^',  'Vêtant,  par  hypothèse,  continues,  à  un  nomhre 
positif  donn»'-  t  nous  pou\ons  faire  correspondre  un  nombre  a  tel 
que,  si  toutes  les  dill'érences  (^4.1  —  ti)  sont  plus  petites  que  a,  les 
valeurs  extrêmes  de  chacune  des  dérivées  dans  chacun  des  inter- 
valles diffèrent  de  moins  de  t.  Dansées  conditions,  le  second  membre 
de  (i)  sera  plus  petit  (jue  3î.  On  pourra  alors  écrire 

avec 

|-^./|<is, 
d  où 

avec 

1  y  ■'■„  (  //-^i  —  ^O    <  3  £  V  (  ^u-,  —  </  )  =  3  £  (  6  —  a  ). 

(')  Ceci  résulte  (Ju  calcul  siiivaul  :  Si)ienl  an  quantités  positives 
(a,,  a.,  . . .,  a„  ).     (6,.  6.,  . . .,  6„  ). 


On  a 


VM-VÏ^^-    ,^     ^!L^V(.^_,j       «.-*. 


«,,  -4-  6.  ■      r        ■  ■  I  J  I  I 

Le  rapport  — ^ ^-=:^  est  inférieur  a  i.  l>c  second  iiieiiihrc  est  une  somme  de 

vM  +  v-*?. 

différences  multipliées  respectivement  par  des  nombres  inférieurs  à   i.  Donc,  il  est 
plus  petit  en  module  que   la  somme  des  modules  des  dilTércnces.  donc 

|s/'^-s/^|<ll«/-M- 
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Ce  lerme  peul  donc  rtir  rendu  plus  petil  que  toute  quantité  donnée, 
c'est-à-dire  (ju'il  tend  \ors  zéro  quand  la  loi  des  partages  successifs 
varie  de  nianièrr  que  la  plus  grande  îles  dillerences  {ti^,  —  /,)  lende 
vers  zé-ro.  D  ailU'nr>.  dans  les  mêmes  conditions,  le  premier  lerme 

de  l'expression  ^'z  tend  \ers  Tinlégrale 

Donc  la  longueur  de  la  ligne  polygonale  a.  dans  les  conditions  indi- 
quées, une  limite  qui  est  cette  intégrale.  Celte  valeur  doit  être  con- 
sidérée comme  la  longueur  de  l'circ  de  courbe  Ali.  On  écrit 

r''    , 

arcAB=    /      \/f'-\t)-^d-[t}-~'l'-yt)dt. 

On  a  immédiatement  la  conséquence  suivante  : 

Si,  sur  un  arc  AG,  B  est  un  point  intermédiaire  entre  A  et  G,  on  a 

arcAC  =  arcAB  -i-  arcBG. 

Si  l'on  considère  un  arc  de  courbe  obtenu  en  joignant  bout  à  bout 
dilVérents  arcs  dont  cbacun  remplit  les  conditions  précédentes,  la 
longueur  de  Tare  sera,  par  définition,  la  somme  des  longueurs  des 
arcs  partiels. 

liT.  Reprenons  le  cas  étudié  en  premier  lieu.  vSoit  M  un  jjoinl  va- 
riable de  Tare  AB  correspondant  à   la  valeur  /  du   paramètre.   Posons 


,M=     Ç    //:i,0--cp 


s  =  arcAM=    /     \/f'-i()~c'-^l)^'l'-[t)itt. 


s    est    une    fonction  de    /    qui    a    pour    dérivée    y/y'- -f- '^'- -j- 'V-   ou 
\,'x'--\-y'-^r-  z'-.  On  peut  encore  écrire 

ou,  en  introduisant  les  différentielles  de  .s\  x,  y,  r, 
ds-  =  dx'^  -T-  dy''-  -+-  dz'-. 

Dans  les  conditions  où  nous  nous  sommes  |)lacés,  l'arc  s  varie  dans 
le  même  sens  que  l,   c'est-à-dire  croit  avec  le  paramètre.  On  peut 
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faire  la  convention  de  coinptcr  Tare  en  sens  inverse;  on  aura  alors 

«'  =  — A"--^-y--i-  -'-• 

En  atl(i|ttaiil  la  |)r(Mm('re  (Convention,  soil  M'  un  point  voisin  de  M 
sur  l'are  \li,  coi  respondanl  à  la  valeur  /  -h  A  /  du  paramètre  et  ajanl 
pour  ("oordoniK'es  j'  -\-  Aj?,  }'  -+-  A  ]\  r  -h  A  :;.  <  )ii  a 

arcMM'=  /  ^.r"^^  y'-^-h  z'-^  dt  =  \t  \/x'-i(f)  )  ■- /'-{h  )  ~-  z'-^ij)  ), 

h  étant  un  ntiinhre  compris  entre  /  et  /  -h  A/. 
E\aluons,  d  autre  part,  la  corde  MM' 


d'où 

arc  iMM'  _     y/x'-H^)  -i-r'-iO)  -^  -'^(6 


V/b)-(ij-(i7; 

(hiand   A/   tend  \  ers  zéro,  le   second  membre  tend  vers   i,  car  les 

deux  ternies  du   rap|)oit  tendent  vers  y'j;'- (/) +>'-(^) -)--'"  (0-    ^'^ 
a  donc 

arc  MM' 
corde  MM 

ce  qu'on  exprime  en  disant  que  l'arc  et  la  corde  sont  des   infiniment 
petits  équivalents.  11  résulte  de  là  qu'on  peut  écrire 

,.       corde  MM' 
Sj  =  Iim    • 

A/  =  o  ^f 

Cette  remarque  [)eut  être  utdc  poui-  avoir  l'expression  de  s  dans  un 
système  d'axes  cartésiens  ol)li(pu.'s.  Désignons,  en  ed'et,  comme  on  le 
fait  d'ordinaire,  par  A,  a,  v  les  angles  yOz,  zOx,  .rOy  des  axes  de 
coordonnées.    La  distance   de  deux   points  de  coordonnées  x,  y,  z, 

X  -h  A.r,  y  -\-  Al',  z  -\-  Iz,  a  pour  carré 

Aj7"^-I-  ^y--^  ^z- -¥-  -f.^y  \z  cosX  -+-  -^Xz  ù^x  cos|jl  -i-  >.1x  \y  cosv. 

En  divisant  cette  expression  par  A^-  et  faisant  tendre  A^  sers  zéro, 
on  obtient 

s'i  '  =  x'^  -f- y'-  -i-  c'-  -H  'y.y'  z'  cos  X  -\-  ■>  z' x'  cos  ;x  -f-  ». x'  y'  cos  v . 

Cherchons  encore  rcx|uession  du  cair(''  de  ri-li-ment  de  lare  en 
•coordonm'es  sçmi-polaii'es  et  en  coordonnées  polaires. 
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On  nasse  du  svslèine  de  ooordoiiaées   cartésiennes   rectangulaires 
a\  V.  ;•  au  >vstcine   de  coordonnées  seini-polaiics  /•,  'l^  c-,  en  j)()sant 

on  constate  c|ue   dx-  -+-  dy-  se  transforme  en  dt  -  -h  /-  (hV-, 
\a\  foriniile 

ds-  =  dx-  ■+■  dy-  -+-  dz- 

se  transforme  donc  en 

ds-^  =  dr^  -r-  r2  </'V^-H  dz^. 

On  passe  du  système  de  coordonnées  semi-polaires  /*,  -!>,  z  au  sys- 
tème de  coordonnées  polaires  p,  fj,  -i,  en  posant 

/•  =  p  sinO,         ^  =  p  cosO. 

L  expression  précédente  de  ds-  se  transforme  en 
ds'  =  d-^-^f'  (/62-h  p2  sin^fj  rf^-^. 


•  II.  —  Aires  planes. 

1  iS.  On  a  défini  (n"  i9.  p.  44)  1^  notion  de  domaine.  On  sait  en 
particulier  ce  que  c'est  qu'un  domaine  plan  borné. 

Lorsque  la  frontière  d'un  domaine  plan  borné  est  constituée  par 
un  nombre  fini  de  portions  de  dioilea,  nous  dirons  que  c'est  un 
domaine  polrfuonal.  C'est  le  cas,  par  exemple,  pour  un  polji^one  (  au 
sens  ordinaire  de  la  Géométrie^,  pour  l'ensemble  de  plusieurs  poly- 
gones, pour  la  région  annulaire  comprise  entre  deux  polygones  dont 
liin  est  intérieur  à  l'autre. 

INous  dirons  que  deux  domaines  nonl  aucune  partie  commune  ou 
qu'ils  sont  extérieurs,  s'ils  ont  au  plus  comme  points  communs  des 
points  de  leur  frontière. 

Raj)pelons  qu'un  polvgone  convexe  est  tout  entier  d'un  même  côté 
par  ra|»[)ort  à  la  droite  obtenue  en  prolongeant  un  quelconque  de  ses 
côtés.  11  en  résulte  que  le  segment  obtenu  en  joignant  deux  points 
intérieurs  à  un  |)olygone  convexe  ne  contient  (|ue  des  points  inté- 
rieurs au  pcdygone. 

Tout  donidine  polygonal  peut  être  considéré  comme  ia  réu- 
nion cV un  nombre  fini  de  polygones  convexes  n'ayant  deux  à 
deux  aucune  partie  commune. 
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En  t'Ilel,  soil  IJ  un  doinaine  polv.yoïiiil.  Prenons  un  (ané  C  conte- 
nant intérieurement  le  doinain»-  D.  l'i'oloni;<'ons  indt-lininirnl  les 
serments  (le  (Iroile  (joui  rcii-^cniMi'  coti'-liliH'  l;i   Irontiric  de    I). 

Si  ion  rt'iMiii(|iic  (|n  iiiic  diuilf  |»i(iluii^(''i'  iiidi'llniiiiciit  |»iirl;ii;e  un 
polvj^one  coiiNexe  «mi  deux  |)olvi;onc>  convexes,  on  \oil  <|ue  I  en- 
semble de  ces  droites  paiiiii;»'  (!  en  un  iiomhre  fini  de  f)o]yj,^ones  con- 
vexes; soil  [/))  ren>rinl)le  de  ers  |)oly};ones.  (lliMcnti  des  polygones/) 
ne  contient  inléritMirement  aucun  point  de  la  Ironlière  dr  I).  Il  en 
résidte  (ine,  dans  un  pidvjione  />.  d  est  impossdile  (|u"il  y  ait  inté- 
rieui-emeiil  deux  point»  dont  liin  serait  exl(''rieur  à  I).  l'autre  inli'-- 
rieurà  D,  car  le  segment  jiiii;uant  ces  deux  |)(iinls  devrait  contenir  un 
point  «le  la  frontière.  Il  y  a,  par  suite,  deux  caléf^ories  de  poly- 
gones/>  :  les  uns  sont  conte"nus  dans  D,  les  antres  n'ont  aucune  partie 
commune  a\ec  IJ.  L  «'n>ciid)lc  îles  polygones  delà  premi«'re  catégorie 
constitue  le  domain«'  I):  cela  ('-lahlit  la  proposition  «'noncée. 

Nous  admettons,  comme  r«''sultant  de  la  géom«'trie  «'démentaire, 
i|u"à  tout  domaine  polygonal  est  attaché  un  nombre  appelé  rare  du 
doinaine,  possédant  les  deux  propriétés  suivantes  : 

i"   Deux  domaines  |)oIvgonaux  égaux  ont  même  aire; 

2"  r^e  «lomaine  polygonal  formé  par  la  réunion  de  deux  tlomaines 
polygonaux  n'ayant  aucune  partie  c«tmmunc,  a  pour  aire  la  somme 
des  aires  de  ces  «leux  domaines   partiels. 

!i9(')-  î^oit  maiiilenaul  1)  un  domaine  plan  borné  quelconque. 
On  ap|)elle  ai/e  rie  \)  un  ixoiuhic  /'lus  uranrl  (juc  Viure  de  tout 
domaine  poLytional  contenu  dans  \)  et  plus  petit  que  l'aire  de  tout 
domaine  polygonal  contenant  D.  ceci  dans  Ihypftthèse  où  il  existe 
un  et  un  seul  nombre  possédant  ces  propriétés. 

Tout  domaine  polygonal  contenu  dans  D  est  contenu  dans  tout  do- 
maine polygonal  contenant  I).  Si  l'on  considère,  d'une  part,  les  aires 
de  tous  les  d«>maines  polygonaux  contenus  dans  JJ,  d'auti'e  part,  les 
aires  de  tous  les  domaines  pol\  i;oiiaiix  coiilciianl  I).  on  a  deux  en- 
sembles de  nomb'res,  tout  n«)mbre  du  |)remier  «''tant  inléru-ur  à  tout 
nombre  du  second.  Les  nombres  {\\\  premier  ont  une  borne  supé- 
rieure A,  les  nombres  «lu  second  oui  une  borne  inlt-rieiire  A',  et 
Ion   a 

A<  A'. 


(')   iJans  ce  numéro,  nous  désisnons   [);ir  une  iik'miic  leltic  un  ilnrriiiinr  et  m)u  ;iire. 
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Pour  qu'il  existe  une  aire  pour  le  tlomainc  D,  il  l'aul  et  i!  suffit 
que  Ion  ait 

A  =  A'. 

Pour  eela.  il  faut  et  il  suffit  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  £, 
on  puisse  trouver  un  domaine  polygonal  P  contenu  dans  D,  et  un 
domaine  polygonal  P'  contenant  D,  tels  que 

P'  — P  <  £. 

Supposons  que  cela  ail  lieu.  Désignons  par  K  le  domaine  poly- 
gonal qui,  ajouté  à  P,  constitue  P';  on  a 

K  <  £. 

La  frontière  de  D  est  contenue  dans  le  domaine  K,  de  sorte  que, 
s'il  y  a  une  aire  pour  D,  la  fronlière  de  D  peut  être  renfermée 
dans  un  domaine  polygonal  d'aire  plus  petite  que  t. 

La  réciproque  est  vraie.  Supposons  quêtant  donné  s  >  o,  on 
puisse  trouver  un  domaine  polygonal  Iv  renfermant  la  frontière  de  D 
et  d'aire  inférieure  à  s.  Prenons  un  carré  C  contenant  D,  prolon- 
geons indéfiniment  les  côtés  dont  l'ensemble  constitue  la  frontière 
de  K.  Nous  divisons  ainsi  C  en  un  nombre  fini  de  polygones  convexes 
qui  sont  de  différentes  sortes  ;  comme  cbacun  deux  ne  contient  inté- 
rieurement aucun  jioint  de  la  frontière  de  R,  les  uns  sont  contenus 
dans  K,  et  K  est  formé  par  leur  réunion,  soit  (a)  cette  première  caté- 
gorie; les  autres  n'ont  aucune  partie  commune  avec  R,  par  suite,  ils 
ne  contiennent  aucun  point  de  la  frontière  de  D;  deux  cas  sont  pos- 
sibles :  ou  bien  ils  sont  contenus  tout  entiers  dans  D  [catégorie  (  |3)], 
ou  bien  ils  sont  tout  entiers  extérieurs  à  D  [catégorie  (y)]-  Soient  P 
le  domaine  polygonal  formé  par  la  réunion  des  polygones  (ji),  P'  le 
domaine  polygonal  formé  par  la  réunion  des  polygones  (a)  et  (^), 
P  est  contenu  dans  D,  et  P'  contient  D.  La  difTérencc  P'  —  P  est 
égale  à  K,  donc 

P'—  P<£. 

Ln  résumé,   pour  qu'il  y  ait  une  aire,  il  faut  et  il  suffit  que, 

quel  que  soit   le  nombre  positif  £,  la  frontière  de  D  puisse  être 

renfermée  dans  un  domaine  polygonal  d'aire  plus  petite  que  e. 

L'aire  ainsi  définie  satisfait  aux  conditions  suivantes  : 

i"   Deux  domaines  égaux  ont  même  aire,  car  les  deux  aires  sont 

les  bornes  supérieures  de  deux  ensembles  de  nombres  identiques,  à 


II.    —    AIRES    l'I.ANKS.  l5l 

sa\oir  les  aires  des  domaines  [)()ly<;(»uaiix  i  espeelis  fnienl  eonlemis 
dans  les  domaines  donnés. 

2"  Soient  D,  et  D^  deux  domaines  n'avani  aïKMine  pai'lir  eom- 
mune.    l)  le  domaine  l'oiiin-  par  \('uv  n'iiiiioii.  Soil  :  >•  o. 

On  peut  trouver  des  domaines  polygonaux  :  I*,  conlenu  dans  D,, 
V\  eontenanl  D,,  V,  contenu  dans  Do,  1*'^  contenant  Uj,  tels  <^ue 

l'i-Pi  ce,  p;-P2<£, 

Pl  <  D,     CP,-f-£,  P2    CD2<Pi!-+-£. 

P,  et  Po  n'ont  aucune  partie  commune,  et  leur  rc'uinion  constitue  un 
domaine  polygonal  P  conlenu  dans  D.  Soit  FI  le  domaine  polygonal 
formé  par  la  réunion  de  P',  et  P'^.   Il  contient  le  domaine  D  et  Ton  a 

n^P, +  P;<P  +  A£. 

Ainsi  I)  est  compris  entre  deux  domaines  polygonaux  dont  les  aires 
diffèrent  de  moins  de  2£.  Comme  £  est  arbitraire,  cela  signifie  qu'il 
existe  pour  D  une  aire;  cette  aire  est  supérieure  à  tous  les  nombres 
P,  -h  Pj,  inférieure  à  tous  les  nombres  P,  -+-  Po+  2s;  donc  elle  est  la 
somme  clés  aires  de  D,  et  \}.,. 

Imersement,  si  un  domaine  \)  est  formé  par  la  réunion  de  deux 
domaines  I),  et  D2  n'ayant  aucune  partie  commune,  et  si  1)  et  l)|  ont 
des  aires,  Do  a  aussi  une  aire  que  l'on  obtient  en  retrancliant  de  l'aire 
de  D  l'aire  de  D, .  En  etl'et,  d'abord  il  y  a  une  aire  pour  le  domaine  Do, 
car  sa  frontière,  étant  formée  par  des  parties  des  frontières  de  DetD,, 
possède  la  propriété  de  |)ou\oii-  être  enfermée  dans  un  domaine  poly- 
gonal d'aire  plus  petite  que  tout  nombre  donné  à  l'axance.  D'après  ce 
qui  précède,  on  a  alors,  entre  les  aires  de  ces  trois  domaines,  la  relation 

D   =D,-i-D2, 
d'où 

02=  D  —  D,, 

Il  suit  de  là  (pie,  si  un  domaine  D  (bi  plan  peut  s'obtenir  en  r<'u- 
nissanl  dillerents  domaines  D,,  Do,  ...,  D/,  et  en  retrancliant  d'autres 
domaines  D'^ ,  D',,  ....  D'^.  on  a 

aire  D  =  aire  Dj  -h.  .  .-•-  aire  D/,  —  aire  H',  — .  . . —  aire  D'/.. 

150.  Rapportons  le  doinaiix'  D  à  deux  axes  rectangulaires  Ox,  Oy 
et   ellecluons    un   carrelage    plan    au    moyen    de    parallèles   aux   axes 
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dislaiiles  dv  z.    A    (liiKjiic   ciirreliii^f   on   ohlicnl   des  carrés  de   diflé- 
renles  sortes  : 

i"   /)(-s  carrés  cntirrcment  contenus  dans  I); 
2"   Des   carrés    n'ayant   aucune  partie   commune   avec    I)  on, 
coiiune  nous  dirons,  extérieurs  à  I): 

.S"  I^es  autres  carrés  seront  dits  empiétant  sur  I):  chacun  d'eux 
contient  des  points  de  la  frontière  K  de  D,  car  il  coiilicnt  intérieure- 
ment des  points  inté-rieurs  el  des  points  extérieurs  à  I). 

Je  dis  cpic  Vitire  (ni aie  des  rarrés  de  la  frinsième  catégorie  tend 
vers  zéro  avec  z.  Pour  cela,  je  \ais  montrer  que  l'aire  totale  des 
carrés  rencontrant  la  frontière  de  I)  tend  vers  zéro  avec  p. 

Reniaripious  dabord  <|ue,  si  Ton  a  dans  le  plan  un  sej;inenl  de 
droite  \B,  les  carrés  (riiii  carrelai^e  de  côté  z  (pii  rencontrent  .\B 
sont  compris  dans  un  rectani;le  obtenu  comme  il  suit  :  on  prolonge 
\B  de  part  et  d'autre  de  p  v'>- :  '^'^  considère  le  rectangle  qui  a  pour 
base  médiane  le  segment  ainsi  obtenu  et  ([ui  est  compris  entre  deux 
segments  égaux  el  parallèles,  à  la  distance  cy  7.  du  premier.  Un  carré 
rencontrant  W^  a  tous  ses  points  distants  de  VB  au  plus  de  py/^. 
Donc  il  est  compris  à  l'intérieur  de  ce  rectangle.  Or.  Taire  du  rec- 
tangle tend  \ers  zéro  a\ec  0.  Il  suit  de  là  que,  dans  un  carrelage  plan, 
la  somme  des  aires  des  carrés  qui  rencontrent  \B  tend  vers  zéro 
avec  0. 

Si  nous  considtTons  un  nombre  fini  de  portions  de  droites  telles 
que  AB,  la  somme  des  aires  des  carrés  d'un  carrelage  de  côté  0  ren- 
contrant l'un  ou  l'autre  de  ces  segments  tend  encore  vers  zéro  avec  p. 
(^ela  étant,  revenons  au  domaine  IJ  (pii,  par  hypothèse,  a  une  aire. 
£  étant  un  nombre  positif  donné,  on  peut  renl'ermer  la  frontière  F 
de  D  dans  un  domaine  polygonal  K  d'aire  plus  petite  que  ^.  Soit  L 
la  frontière  de  R.  Les  carrés  d'un  carrelage  qui  rencontrent  la  fron- 
tière F  de  D  sont,  ou  bien  parmi  les  carrés  qui  rencontrent  la  fron- 
tière L  de  K,  ou  bien  parmi  les  carrés  entièrement  contenus  dans  Iv. 
Or,  ces  derniers  ont  une  aire  totale  plus  |)etite  que  e.  Ceux  qui  ren- 
contrent L  ont  une  aire  totale  qui  tend  vers  zéro  avec  0.  JJonc,  dès 
que  p  est  assez  petit,  les  carrés  rencontrant  F  ont  une  aire  totale  |)lus 
petite  que  as.  Comme  z  est  arbitraire,  cela  exprime  que  cette  aire 
tend  vers  zéro  avec  z.  Donc  les  carrés  de  la  troisième  catégorie 
(empiétant  sur  D)  ont  une  aire  totale  qui  tend  \ers  zénj  avec  p.  Nous 
en  tir(»ns  la  conclusion  suixante  : 

Etant  donné  un  domaine  D  rapporté  à  deux  axes  rectangu- 


I 
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laires,  si  l'on  ejjecliic  par  fies  pttrdllrlcs  ancc  axes  un  carrelage 
plan  <h'  cnlr  0.  la  so/ti/nr  tics  aires  tics  carrés  cntif''rcna'nl  contenus 
dans  I)  a  jiniir  limite,  (jininil  z  IcntI  rcrs  zéro,  l'aire  tli-  I). 

loi.  K\-<ilii(Uioii  des  aires  planes.  -  l'iciious  d'ahord  le  cas 
particiilin-  siii \ aiil  :  oii  ronsidrre  en  cooi-doiiiiées  rectangulaires  un 
arc  <le  courlfc    \l!  rciticx'iilc  |)iii'  I  ((iiialioii 

X  variant  dans  un  iiil(i\allf  (  c/,  lj),J\.r)  éianl  luic  (oiiclidu  CDiiliniie 
et  positive.  Soit  D  le  domaine  liinilc  |tar  Tare  de  courbe  \l),  les 
ordonnc'es  exlrèines   \^/,  \M>  cl  Taxe  ()./•  (  /ig.  :>.). 


Partageons  l'inlervalle  (c/,  h)  en  intervalles  partiels  par  des  valeurs 
mlenur'diaires 

a  =  i'o,  ri,  T-2,   ....  3Cn-\,  x„  =^  b. 

Soient  «/_,,  ai  les  points  de  O.r  ayant  |)Our  abscisses  x/_,,  Xi. 
Menons  les  ordonnées  correspondantes  qui  rencontrent  la  courbe 
en  Ai_,  et  \/.  Soient  nii  et  M/  les  bornes  inférieure  et  supérieure  de  /" 
dans  rinlervalle  (^/_i,  -lu);  construisons  les  deux  rectangles  ayant 
pour  base  commune  «/_i«/et  pour  liaïUeurs,  l'un  ///,,  l'autre  M/.  Us 
ont  respectivement  |)our  aires 

nii  (  X,  —  .r ,_.  1  ) ,  .VI  /  (  X,  —  .7-, _ ,  ) . 

Le  domaine  partiel  liimlc-  par  lare  S.^_^  A,,  les  ordonnées  <7/_,  A/.,, 
a,  A,  et  Taxe  Ox.,  est  compris  entre  ces  deux  rectangles.  Le  domaine  D 
est  donc  compris  entre  d(;u\  doiiiaiiics  |)oljgonaux  avant  pour  aires 
les  nombres 


V 


m,(.r,— .r,    i), 


2^'^^iK^i—  ^i- 


■i)- 
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D'après  la  llK-oric  de  lintégrale  définie,  lorsque  la  loi  de  partage  de 
l'intervalle  (a,  h)  varie,  il  y  a  un  nombre  déterminé  supérieur  ou 
égal  aux  pnMuirres  somuirs,  inf<''ri<Mir  ou  égal  aux  secondes.  Ce  nombre 

est  rinl«graio    /    /{x)r/.r.  Il  en  résulte  ([ue  le  domaine  considéré  a 

r''  r'' 

une  aire  ijui  est     /    f(,r)dx  ou  encore    /    ydx. 

'  Il  '-^11 

Si,  sur  Vli,  on  prend  un  point  variable  M  d'abscisse  JC,  on  peut  dire 
que   l'aire  du   domaine  r7//?M\,   ///   étant   le   pied   de  l'ordonnée  du 

point  M,  est  une  fonction  de  .r  représentée  par  l'intégrale    /    ydx. 

Cette  fonction  a  donc  pour  dérivée  la  fonction  y  ^=  f[x). 

On  dit  aussi  que  I.  élément  dijjérentiel  de  Vaire  est_r<^/x,  ou 
encore  que  Vaire  élémentaire  esl  \dx. 

Considérons,  par  exemple,  une  ellipse  rapportée  à  ses  axes 


ou 


X- 

a2  ^ 

y  = 

-  \/ a- 

Prenons  deux  abscisses  j:\,,  Xi  et  cherchons  l'aire  A  de  la  portion  de 
plan  située  au-dessus  de  O^,  limitée  par  l'arc  d'ellipse,  les  deux 
ordonnées  correspondant  à  j;„  et  Xi  et  l'axe  des  x.  On  a 

\  =     I       y  dx  =  —    /        \J a'- —  .r2  dr. 

Pour  intégrer  cette  expression,  posons  x  ^  a  sin'.2,  d'où 


dx  =  a  ces  'j  c^'i,         \  n'^  -  -  x-  =  a  cos  cp, 

<p  étant  compris  entre et  -•  Il  \ient 

A  =  -    /       a-  c<is2'^  rfa  =  ab   I       (  i-  1  c/ip, 

«0  et  '^,  correspondant  à  j^o  et  x^.  Lint/'gration  donne 


\  ^=  ab 


Rn  particulier,  pour  J?„=  o,  ./■,  =  a,  on  obtient  l'aire  du  quart  de 


l'ellipse.  C5  varie  de  o  à  -  et  l'on  a  A  =  -  — -• 


I 
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1^)2.  l'oiir  éNHliKT  l'aire  «l'un  domaine  de  forme  plus  cuinidiciuée, 
on  clierclie  à  liimener  «-(ite  aire  à  des  sommes  ou  à  des  diOerenees 
d'aires  de  doniaiiics  iciilraiil  dans  les  conditions  précédentes.  Consi- 
dérons, pai'  exemple,  la  rt''j;ion  du  plan  limitée  par  deux  ordonnées 
X  ■=■  Uj  X  =  b  [(i<:i  h)  et  deux  courbes  )'  :=f(^x),y  =  »(d:),  a\ec/^'j>. 

Supposons  d'abord  a  >>  o.  On  re(;onnaît  que  le  domaine  I)  est  la 
dillérence  de  deux  domaines  I),  et  1)^  dont  !«•  premier  est  liinil('  par 
y  =z  Jl^x  )^  les  ordonnées  extrêmes  et  Ojt,  le  second  |)a!'  y  = 'i(x), 
les  ordonnées  exlrèmes  et  O.r.  IJoù  l'expression  sui\ante  de  l'aire  A 
du  domaine  D 

^li  pli  ^h 

A  =    /    fix)  dx  —    I     'i>(x)  dx  =    I     (/—  'f  )  dx. 

'    .;  'il  •-  <i 

Si  l'on  déplace  ()./■  parallèlement  à  lui-iii«'me,  ce  qui  re\ient  à  faire 
un  cliangement  de  \ariable  de  la  forme  y  =i  y' -+-/(,  f — '-^  reste 
constant,  de  sorte  que  l'intéf^rale  ne  clian^e  pas.  Donc  le  résultat 
reste  valable  quelle  que  soit  la  position  de  O.r  par  rap|Jort  à  la 
courbe  y  =  cp(x);  on  peut  donc  lever  la  restriction  de  cp  >>  o. 

On  a  des  résultats  analoi^ues  en  permutant  le  rôle  des  variables  x 
etj)-. 

153.  Si  un  domaine  est  rap{)orté  à  des  axes  obliques  taisant  l'angle  ^ 
et  si  Ton  a  une  courbe 

/"étant  positif,  on  reconnaît  que  l'aire  d'un  domaine  élémentaire  com- 
pris entre  deux  ordonnées  voisines  d'abscisse  j?  et  .r  -+-  dx  est 

y  si  II  0  dv^ 
de  sorte  ipie  l'aire  du  «lomaine  est  Tinlégrale 

sinO    1     y  dx. 

'  Il 

loi.    Considérons  le  cas  des  coordonnées  polaires.  Soit 

l'équation  d'une  courbe,  (o  \ariantdans  nn  intervalle  (a,  b)  etp  étant 
positif  dans  cet  intervalle.  Soit  D  le  domaine  compris  entre  l'arc  de 
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ccunhe   Ali  cl  les  ravitns  extrêmes  <.<)  =  //,  (,)  =  />  (  /l'o-.  ,S).  I)i\is()iis 
rinlerxalle  [a.  b)  en  inlev\n\\c>  partiels  par  les  \aleiirs  inlerinédiaires 

il  =  cu,|,  (0|,  ojo.    .  .  .,  (•)„-  1,  0)„  =  /). 
l.e  doinaiiu'  partiel  compris  entre  les  ravons  d'angle  polaire  (•)<_!, 


u)/  est  compris  entre  deux  secteurs  circulaires  d'aires  respectives 

.j mj  (  (0/  —  fo/_,  ),  I  .M/  (  w/  —  (o,_,  ), 

mi  et  M/  étant  les   bornes  inférieure  et  supérieure  de  f  dans  1  inter- 
valle ((0/_,,  (0/).  On  en  conclut  que  Taire  du  domaine  total,  qui  doit 

être  supérieure  ou   égale   aux   nombres  -^  /ufio)/ — w/.^))   et   infé- 


rieure ou  égale  aux  nombres   -7  Mj^ito, —  w/-i)-  est  représentée  par       ^| 


l'intégrale 


III.  ^  Intégrales  doubles. 

loo.  Soit  \)  un  domaine  plan  borné  ayant  une  aire  A  et  rapporté  à 
deux  axes  rectangulaires  0.r,  Or.  Soii  f(x,  y)  une  fonction  définie 
en  tout  point  de  IJ  et  continue.  Imaginons  qu  on  divise  D  en  domaines 
partiels,  par  exemple  en  etléctuant  un  carrelage  par  des  parallèles 
aux  axes,  ou  tout  autrement.  Désignons  les  domaines  partiels 
obtenus,  ainsi  que  leurs  aires  respectives,  par  t,.  t^,  ...,  7^.  Dans 
le  domaine  7/,  prenons  arbitrairement  un  point  (.r/,  )'/)  et  formons 
la  somme 


(I) 


^/(■-Th  y,)<yi- 
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Considérons  une  siiilc  di*  |);iil;ii;cs   I',,  1'^ 1'/,.   ...    |(dle  <liic, 

quel  que  soil  \c  iioinluc  |)()silil"  a,  (•liiicun  des  doiiKiiiirs  |>;iiliols,  à 
[Kirtir  d  un  ceiiain  r;ini;  diiii-^  hi  siillc.  ol  coiilciiii  d;iiis  nii  ijini''  de 
cotés  |);iiall('les  aux  a\<'s  cl  de  côte  plus  |»clil  (|uc  a;  nous  oxniliui;- 
rons,  d'une  manière  ahréj^ée,  cette  condition  en  disant  (lue  /\>/t  /'ait. 
va/icr  Ir  pint<i<^c  de  ftiron  tjuc  les  (hntiiuiws  partiels  (IcK'ie.nncnt 
in fiiuincnl   /x'tits   thins    tantes  Irais  (liiHi'iisioiis.  .le  dis  (lue,   dans 

tes  conditions,    la  soiiimc     >/'(./,,)/) 7,  a  uiu-  limite  ilélerminée. 

Soient   M   et  ///  les  bornes  de  y' dans   IJ,   M, cl   ////ses  hornes  dans 
le  domaine  partiel  a-/.   iJu  lait  que  l'on  a 

résulte 


Posons 


nous  a[)pelIerons  ces  deux    nomlucs  soiiime   inférieure  et  somme 
supérieure,  ('omine  M,-^M,  mi^tu,  on  a 

S  ^  M  ^  (7/  =  INI  A,  s^  m  \  a/  =  in\. 

Etant  donné  un  premier  partage,  considf'rons-en  un  se(;ond,  qui 
sera  dit  consécutif  au  premier,  obtenu  en  subdivisant  (diaciue  do- 
maine |>artiel  du  |)remier  en  certains  domaines  partiels,  i'our  |)asser 
(le  la  somme  supérieuie  S  relali\«'  au  premier  à  la  somme  supé- 
rieure S'  relali\e  au  second,  on  doit  remplacer  clia<|ue  terme  MiO-, 
par  une  ceitaine  somme  de  termes,  M/  et  t/  jouant,  par  rapport  à 
cette  somme,  le  r(Me  (pie  jouaient  précédemment  M  et  \  par  rapport 
à  la  somme  S. 

Par  conséquent,  M/cr,  est  renqjhuM'  par  des  ternies  dont  la  somme 
est  moindre.  Donc,  en  passant  du  premier  partage  au  second,  S  ne 
[)eul  (pie  diminuer;  de  même,  .v  ne  peut  cpraugmenter. 

Toute  somme  supérieure  est  au  moins  égale  à  toute  somme  infé- 
rieure. Soient,  en  ellet,  deux  partages  P  et  1^',  S  la  somme  supérieure 
relative  à  P,  s'  la  somme  inférieure  relative  à  P'.  Prenons  un  troisième 
partage,  consécutif  aux  deux  |)remiers  (on  obtiendra  un  tel  partage  en 
prenant,  d»;  toutes  les  manières  |)ossibles,  le  domaine  commun  à  un 
domaine  z  relatif  à   l^  et  à  un  (Jomaine  3-'  relatif  à  P'j.  Soient  S'  et 
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s"  les  soin  mes  relatives  à  ce  parla  j|;e.  Nous  avons 


on  en  (Iciluil 


S -s'. 


C)ii   peiil  trnii\er  une  soinine  supérieure  el   une  somme  inférieure 
difléianl  daussi  peu  (jue  Ton  \eul.  En  ellet,  nous  avons 

S  —  s  =    /  (  M,  —  /«/ )  j/. 


La  fonction  f  étant  continue  dans  le  domaine  l).  à  tout  noml)re 
positil  £  on  peut  faire  correspondre  un  nond)re  a^o  tel  que  les 
conditions 

:^  —  ^'1  <a,      'y—.r'\<^ 

entraînent 

l/(^.  7)—/(-r\  y)\  <e. 

Effectuons  alors  un  partage  dans  lequel  chaque  domaine  partiel  soit 
contenu  dans  un  carré  de  cotés  parallèles  aux  axes  et  de  côté  plus 
petit  que  a.  Les  non)l)res  M,  et  /??/,  bornes  de  /"dans  un  domaine  par- 
tiel 0-/,  diffèrent  entre  eux  de  moins  de  e.  Il  en  résulte  que  Ton  a 


—  5  <  £  2^G,=  £  A, 


et  cA  peut  être  rendu  aussi  petit  (|ue  Ion  \eut. 

Dans  ces  conditions,  les  nombres  s  d'une  part,  S  de  l'autre,  sont 
tels  que  la  borne  supérieure  des  s  est  identique  à  la  borne  inférieure 
des  S.  Soit  I  ce  nombre. 

Considérons  une  suite  de  partages  P,,  Po,  ....  [*/,.  ...  remplissant 
les  conditions  indiquées  dans  l'énoncé.  Soient  S/,  et  s/i  les  sommes 
relatives  au  j)arlage  P/j.  Choisissons  un  nombre  positif  £  et  détermi- 
nons le  nombre  y.  qui  lui  coiTes|jund  d  après  la  loi  indiquée.  A 
partir  d'un  certain  rang  dans  la  suite  des  j)artages,  les  conditions 
précédentes  sont  réalisées  et  l'on  a 

S/i— 5/,  <  £A. 

Comme  ces  deux  nombres  S/i  et  s/,  comprennent  entre  eux  le 
nombre  1,  ils  ont  tous  deux  pouj-  limite  I.  La  somme  (i),  étant 
comprise  entre  S/,  et  s/,,  a  donc  aussi  une  limite  déterminée  qui  est 
le  nombre  1.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

i   est  dit  l'intégrale  double  de   la  fonction  f  étendue  au  do- 


lit.   —   i\TK(;n.\i.i:s  dui  bi.ks. 
nuiine  D.  <Jii  la  représculr  aiiisi  : 

I  =    j    fj\  .r,  y  )  (h. 


159 


ou  encore 


I  =:    /     /  /(  .i\  y  )  <lx  dy. 


\\]y\.    Iîeni(tr(/iies.    —    1"   Il   résiillt*   îles   propriétés  des  sommes   S 
et  5  que  I  on  a 

m\  ^  i  fi.  :r,  y  i  dj-  dy  _  M  jV., 

•  l> 

et,  si  G  est  lu  horne  supi'neure  de  la  valeur  ahsolue  dey. 


f.(/' 


X,  y  )  dx  dy 


<JA. 


2"  Si  D  est  constiuié-  par  la  réunion  de  [)lusieurs  domaines  D,, 
Dj.  .  .  .,  D^.  on  a 

r  Çfd-.=  f  ffd^^  f  f/d.-^...+  f  ffd.. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  considérer  des  partages  obtenus  en  par- 
tageant dahord  D  suivant  D,,  D^,  ...,  D^,  puis  chacun  de  ces 
domaines  en  nouveaux  domaines  partiels. 

3"   Si  /"est  de  la  lorme 

«,  b^  . . .,  (■  étant  constants,  on  a 

r  Çjd-.  =  a  I    f'^  di  -f-  A  r  Twî  -^. . .  ^  r  r  Ai  <lz. 

En  ell'et,  les  dilierentes  intégrales  figurant  dans  cette  équation 
peuvent  être  considérées  respectivement  comme  les  limites  des 
sommes  suivantes  : 

obtenues  en  prenant  partout  le  même  point  (j"/.  )/). 
Or  on  a.  entre  ces  sommes,  la  relation 

^/( Xi,  yi ;  j,  =  «  ^  ç  ( Xi,  yi ) a,  —  6  V  .i  (  .y,,  y^  ) ^^ . -^ . .  .  -h  c^  6  ( x,-.  yi  1 7/. 
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En  prenant  les  liiiiiles  des  deux  meinhres,  on  ohlient  la  relation  à 
démontrer. 

•i"  1  pcfif  ('trcconsiiléié  coninic  la  liniilf  de  la  sont  nie  '^'  l\.Vi^yi)  a-/, 
S'  étant  la  sonu/ic  ï  diminuer  des  termes  correspondant  à  certaines 
aires,  pourvu  que  L'aire  totale  des  éléments  néi^lis'é'^  tende  vers 
zéro  lorsque  les  aires  partielles  deviennent  injinimcnl  petites 
dans  toutes  leurs  dimensions.   Vax  ellet,  posons 

>  _/■(  X,.  _K,)  7/=  \  /(  Xi,  Vi)  J/-^  a. 

Soil  13  l'aire  totale  correspondant  aux  termes  néi;ligés:  on  a  |a|  ■<  BG, 
G  étant  la  borne  supérieure  du  module  de  _/'  dans  le  domaine  D. 
Si  B  tend  vers  zéro,  il  en  est  de  même  de  a.  Donc  S'  a  même  limite 
que  -. 

Par  exemple,  si  nous  ellectuons  un  carrelage  plan  de  côté  p  par 
des  parallèles  aux  axes,  la  somme  S'  obtenue  en  ne  conservant  dans  S 
que  les  termes  correspondant  aux  carrés  entièrement  contenus 
dans  le  domaine  D,  soit  Y.'  f[xi,  yi)  ^-,  a  pour  limite  l'intégrale 

double    f    I  /{-r^y)  <:/^,  quand  z  tend  vers  zéro. 
.')"  Siy'se  réduit   à   i,  on  reconnaît  ipie  Ton  a 


/'  fdx  dy 


lo7.  Évaluation  des  intégrales  doubles.  —  Considérons  le  cas 
particulier  suivant.  Soit  /(.2",  y)  une  fonction  définie  dans  le  rec- 
tangle R  compris  entre  les  droites 

.r  =  rt  ,         X  ^=  l>  (a  <i  0  ), 

y  =  a' .         y  ^  t)  (  a'  <  b'  ), 

yt'-taiit  indépendante  de  j:,  cest-à-dire  constante  sur  t(jute  parallèle 
à  idx.  Je  dis  que  Ion  a  dans  ces  conditions 


(>) 


/     i f^-'^:y)dn  =  (b-  a)   \     f(x,y)dy. 


Kn  effet,  partageons  R  en  rectangles  partiels  par  des  parallèles  à  ox 
d'ordonnées 

et  par  des  parallèles  quelc(jnques  à  a  y. 
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M,  (''huit  \,[   Itoi'iic   sii|Hricnii'  lie  /il, m-   I  iiiIctN  iillc   >  -r,,    ,.  r,,  i.  I  iii- 

|t''i;r;il('   >iiii[ilr   i|iil    (Milrc    daii-^    l.i    IimiiiiiIc    i  i  )    ;i    (  N'-ninii  I  ici'  |ii'iil  »Mic 
(•()nsi(lt'i'(''c  coimiic  lu   liiiiili'  i\r  l:i    miiiiiiic 


2  ^'''  '" 


—  ■',/-■  )• 


I)  autre  part,  I  intégrale  doiihlc  est  la  limite  de  la  soiiiine  oitleiiiie 
en  prenant  les  dlllérenls  reclangles  partiels,  en  imiltipliaiil  1  aire  de 
chacun  d'eux  par  la  horne  de /'dans  ce  reclangle.  iNuii  tous  ceux  de 
ces  rectangles  qui  sont  compris  entre  les  droites  y  =  r,,.. ,  et  y  =  r^i, 
la  borne  supi-rieure  de/  est  M/,  de  sorte  qu'à  ces  rectangles  corres- 
pDud  une  somme  de  termes  (pii  est 

(h  —  a)  .M,(t,/—  t„_,). 

En  prenant  la  somme  des  termes  analogues  pour  tous  les  inter- 
valles {r\i_s,  Tu),  on  trouve 

Celte  expression  a  donc  pour  limite  eliaeun  des  deux  membres 
de  l'égalité  (ij,  qui  est  ainsi  établie,  et  qui  peut  encore  s'écrire 

f  ff(x,y)ch=   f   d.r   f    f{x,y)dy. 

Nous  allons  étendre  cette  formule. 

138.  Soit  D  un  domaine  liinilc-  [)ar  deux  ordonnées  jr  =  a,  a:  =  ^ 
et  deux  courbes  y,  v'  (//^.  4)  représentées  par  les  équations 

y^(H^),       7  =  0'(.r), 

h  et  8'  étant  fonctions  continues  de  j:  dans  l'intervalle  (a,  h)  et  telles 
que  0'  scjit  plus  grand  que  0,sauf  peut-être  pour  les  valeurs  extrêmes, 
où  l'on  peut  avoir  0'^  0. 

Soiiy(.r,  y)  une  fonction  définie  dans  le  domaine  D  et  continue. 
Soit  e  >  o;  il  existe  un  nombre  positif  a  vi'riliant  les  i\eu\  conditions 
suivantes  : 

B.  II 
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1°  I  ^  —  y  I  ■<  a  entraîne 

\b{x)  —  fi(x')\  <£.  tO'(.r)  — 6'(.r')|<£. 

2"  Les  deux  conditions 


enl  rai  lient 


Partageons  lintervalle  (b  —  a)  en  intervalles  partiels  /,,  /a,  ..., 
/,.  ....  /„  dont  nous  désignons  les  longueurs  respectives  par  les  mêmes 
lettres,  ces  longueurs  étant  toutes  plus  petites  que  a.  Soit  .r,-  une 
valeur  de  x  prise  dans  l'intervalle  //.  La  droite  .r  =  x/  coupe  les  deux 
courbes  y,  v'  en  deux  points  P/,  Q,  d'ordonnées  Vi  et  }^^ .  Soient 
(Jig-  4)  Ri  la  portion  du  domaine  D  comprise  entre   les   ordonnées 


Fii 


extrêmes  de  l'intervalle  /,.  Pi)  le  rectangle  compris  entre  les  mêmes 
ordonnées  et  les  parallèles  à  o.r  menées  par  P/  et  Q/,  R^'  la  l'égion 
commune  à  R,  et  à  R)  .  D'après  les  conditions  imposées  à  a  et  à  //,  les 
fonctions  0  et  ^',  dans  l'intervalle  /,.  ont  une  oscillation  plus  petite 
que  t.  Les  portions  de  courbe  r  =  ^'(/^)}  y  =  ^(^)  correspondant  à 
l'intervalle  /,  sont  donc  respectivement  à  l'intérieur  de  deux  rec- 
tangles limités  tous  deux  par  les  ordonnées  extrêmes  et  bornés,  en 
outre,  l'un  parles  droites  d'ordonnées  y'-  —  s,  y'-  -+-  z  (EFGîl,  Jig.  4), 
l'autre  par  les  droites  )'/+£,  y,- — s  (URL).  Le  rectangle  FGLI 
limité  par  les  mêmes  ordonnées  extrêmes  et  par  les  droites  d'ordon- 
nées y,  —  z,  y]- -{- t  contient  R,,  R)  et,  par  suite,  R').  Le  rectangle 
EHKJ  limité  par  les  mêmes  ordonnées  extrêmes  et  par  les  droites 
yi  -r  î,  y'i  —  £  est  compris  à  la  fois  dans  R,  et  R],  par  suite  dans  R)'. 
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Or,  ces  deux  rectangles  auxiliaires  ont  pour  diflérence  H'aire  2  x2e  //. 
Par  suite,  deux  quelconques  des  régions  R/,  R^,  R^  ont  des  aires  qui 
dillerent  de  moins  de  4  s  '/• 

Cela  posé,  prenons  une  lonclion  auxiliaire  'i  (]ui  sera  définie  dans 
le  rectangle  R^  par  la  condition  dètre  égale  à  /  sur  le  segment  de 
droite  P,  ()i  et  d'être  constante  sur  toute  parallèle  à  o.r.  il  résulte  de 
là  et  de-  la  coiidilion  >."  imposée  à  a  ([u'eu  tout  point  de  R^',  oùy  et  a  se 
trouvent  délinies  toutes  deux,  la  dillerence  /' — z,  est  inférieure  en. 
valeur   absolue   à  s.    D'ailleurs   z-  rentre  dans    le    cas    du   n"   157  et 


on  a 


(]lierclions  à  évaluer  une   limite  supérieure   de  la  diUerence 
f  ffd.-    f  f  'îd.. 

Cette  dillerence  est  inférieure  en  \aleur  absolue  à  la  somme  des 
valeurs  absolues  des  trois  diflerences  suivantes  : 

/"  { fd^-  f  f^d.,        f  ffch-  f  f  fd.,       f  fod.-  f  f-^d7. 

La  première  dillerence  n'est  autre  que  l'intégrale    /    /  (/ —  es)  ârr. 
Nous  savons  que  Ion  a  |  /* —  -^  |  -<  £,  d  où  résulte 


u: 


(  f —  C5  )  drs 


i  £  R;'  i  £  R,. 


La  seconde  dillerence  est  l'intégrale  doul)le  de  /'  étendue  au  do- 
maine R/  —  R,'.  Nous  avons  vu  que  ce  domaine  a  une  aire  plus  petite 
que  4-  U-  L)'autre  part,  y  est  borné;  soit  G  la  borne  supérieure  de  son 
module.  La  seconde  diflerence  est  plus  petite  en  module  que  4G£  //. 

I^a  troisième  dillerence  est  linlégrale  de  z  étendue  au  domaine 
Rj — R' dont  l'aire  est  plus  petite  que  \tli.  D'ailleurs  on  a  IcsI^G. 
Donc  la   troisième  dillerence  est  |)lus  |)etife  en  module  que  4G£/,-. 

On  a  donc 

I  r  { fd-.- 1  /  '^d7  <£(R,4-8G/,), 
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de  sorte  (|ue  lOn  peut  écrire 

I     I  f(h  ^  li  I      /<  Xi,  y)  dy  +  T), 


H.  *  .V. 

|r.,-|<£(R,-+-8G/,). 


Appliquons  ce  résiillat  à  cliaijiu'  \aleiir  de  /  et  ajiuilDus  mcinhre  à 
iiieiubre  les  relalions  oitlenues;  on  ohlicnl 


(') 


avec 


j  \jd-^  =^i^ fy^-^i. y)^iy -^r,. 


V  r,/  <  £  f  A  H-  s  G  (  6  —  a  ij. 

Remarquons    que    I  inléi;,rale    sjnijile    /      f  {^i^  y)  dy    ou   encore 

y, 

f  fi^ii  y)  ^^y  contient  x/ comme  j)aramèlre  et  est  fonction  con- 

6(.7-,) 

linue  de  ce  paramètre.  Désignons-l'a  par  ']/(^,).  Si  l'on  fait  varier  la 
loi  de  partage  de  l'intervalle  [a^  b)  de  manière  que  la  plus  grande 
longueur  des  intervalles  partiels  tende  \  ers  zéro,  le  premier  terme  du 
second  membre  de  (i)  a  pour  limite  lexpression 

J'     'l(x)dx, 
a 

et,  comme  t  est  aussi  petit  que  l'on  veut,  Sr,/  tend  vers  zéro.  Nous 
avons  finalement  la  formule 

I     I  f(x,  y  )  d7  =    I     <l(x)dx, 
ou,  en  remplaçant 'y  (or)  par  sa  \aleur, 

/        /(^,y)d^=  I     dx  I  f(x,y)dy. 


159.    Soit,  par  exemple,  à   évaluer    l'intégrale    double    /   \  xy  d'y 

étendue  à  la  portion  A,  située  dans  langie  xoy^  de  l'ellipse  avant  pour 
équation 


III.  —  i.ntk(;kai.k^  uoi  dlks. 
On  il.  on  ap|)li(|uaal  la  loiiiiiilo  iirc'-cédeiilo, 
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—   \  ««     —  J 

I    I  Tj  ch  =   I      dx    I  xy  dy, 


-  /rt»— J-» 


xy 


X  b- 


/     /    xy  d<j  = /     x(a- — x-)dx. 

On  «'st  ramené  à  calculer  une  intégrale  de  polynôme. 

IGO.  Si  le  domaine  D  auquel  est  étendue  l'intégrale  double  qu'on 
considère  est  de  forme  quelconque,  on  cherche  à  le  décomposer  en 
domaines  rentrant  dans  les  conditions  précédentes. 

Les  considérations  préc(''dentcs  sont  applicables  si  1  on  permute  le 
rôle  des  lettres  x,  y.  On  est  encore  ramené  au  calcul  de  deux  intégrales 
successi\cs,  la  première  s'intégrant  |)ar  rapport  à  x,  la  seconde  par 
rapport  à  y. 

Si  le  domaine  D  est  un  rectangle  de  côtés  parallèles  aux  axes, 
limité  par  les  droites  x  =  a,  x  =  b,  y  ^:^  «',  y  =  b',  en  évaluant  de 

deux  manières  /     /  f  'l'^-,  on  obtient 

^b  ..h'  „b'  ~b 

dx  f{x,  y)dy  =    j      dy        f(x,y)dx. 

Cette  formule  peut  être  ap|)elée  formule  d'intégration  sous  le 
signe   /  • 

161.  Changement  de  variables  linéaire  dans  V intégrale 
double.  —  Considérons  la  transformation  définie  par  les  formules 

X  =  au  -f-  bv  -t-  c,         y  =■  a'  u  -\-  !>'  v  -\-  c' , 


le.  déterminant 


D  ^ 


a      b 
a      b' 


étant  suppc^sé   dillerenl   de  zéro.  Si  l'on   considère  les  systèmes  de 
variables  (^j:',  ^y,  (^a,  v)  comme  représentant  respecti\cment  les  coor" 


i6(1 


CHAPITRE    III. 


APPLICATION;^   ET   EXTENSIONS    DE    LA    NOTION   D  INTEGRALE. 


ddiinées  carlésiennes  dun  point  du  plan  des  (^,  >)  el  d'un  j)tiinl  du 
[)l;in  des  (//.  r).  on  sail  qu'il  y  a  entre  ces  deux  points  une  correspon- 
d;ince  hoinographique  qui  possède  les  propriétés  suivantes  : 

Si  le  point  (//,  f)  décrit  ilans  son  plan  un  segment  de  droite,  le 
point  {x,  >■)  décrit  aussi  dans  son  plan  un  segment  de  droite.  A  deux 
segments  parallèles  dans  le  plan  (m,  v)  correspondent  dans  le 
plan  {x,y)  deux  segments  parallèles. 

Si  le  point  (u,  v)  prend  toutes  les  positions  à  l'intérieur  et  sur  le 
contour  d'un  triangle  /,  le  point  (r,  y)  prend  toutes  les  positions  à 
1  intérieur  et  sur  le  contour  d'un  triangle  T  correspondant  à  t. 

Si  {uoi-'a)i  (wi^,),  (woi'o)  sont  les  coordonnées  des  sommets  de  t, 
les  sommets  de  T  ont  pour  coordonnées  (xq  y^i),  (x,  y,),  (x^y^) 
donnés  par 


Xo=  a  Mo  -(-  6  t'o  -f-  c, 

Xi  =  a  ;/,-+-..., 

T2=  a  u-i 

yo=  a'  Uo-h-  6'fo-4-  c', 

ri  =  a'»i-h..., 

yi  =  a  U.2 

L'aire  du  triangle  t  est  égale  à  la  valeur  absolue  du  déterminant 


Ul 


de  même  celle  du  triangle  T  est  la  valeur  absolue  de 


auQ-\- bvç,-\- c  a  II Q -^  b' i\ -\- c'  \ 
aui-\- bvi-\- c  a't<] -^  è'('i -i- c'  i 
au-2-i- bi'o-h  c     a' it-i^r- b' 1-2-^  c'     I 


Or,  ce  second  déterminant  est  égal  au  produit 


Uo     vo      I 


abc 
a'     b'     c' 

G        G         I 


On  a  donc  la  relation 


aireT  =  airef  1  D  |. 


A  tout  domaine  polygonal  du  plan  des  (m,  v)  correspond  un  domaine 
polygonal  du  plan  des  [x^y).  Tous  deux  peuvent  être  décomposés  en 
triangles  qui  se  correspondent  deux  à  deux.  Il  en  résulte  que  le  rap- 
port de  l'aire  du  second  domaine  à  l'aire  du  premier  est  égal  à  |  D  |. 

On  en  conclut  qu'à  un  domaine  quelconque  du  plan  des  (u,  v) 
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correspond  un  domnine  du  plan  des  [x,  y),  le  rapport  de  l'aire 
du  second  domaine  à  l'aire  du  premier  étant  I  D  |. 

Cela  |)os»'',  considf'-rmiN  une  int<''j;i;ile  dmil)!»-    /   j  fdx  dy  clcnâue 

à  un  (loiniiiuf  A  (lu  |il;iii  îles  (x,  y).  l*;ii"  l.i  trinisforiuiition  préfédcnle, 
à  A  corres|)()ii(l  un  ilniiiaine  a  du  |tl;iu  des  (  //,  r  i.   cl  Ton  a 

A  =  rt  I  D  j. 
Si   l'on  iinaj^ine  A  partagé  en  ddiuaines  partiels  7/,  on  a 
/    I  /(x,y)d7  =\[m ^/( T„  yi  )  rsi. 

A  !7|  correspond  dans  le  j)lan  des  (//,  ii  un  domaine  t^  tel  cpie  Ion  a 

^i  =  <i/ 1  D  |. 

Au  point  (xi.yi)  correspond  un  [)oint  (//,,  vf)  dont  les  coordonnées 
satisfont  aux  relations 

Xi  =  au,  -^  bi'i  -+-  c,         j'i  =  a'  Ui  -+-  b'vi  -+-  c' , 
et  l'on  peut  écrire 

^/(a"/..//)  <T/  =   >  /•  aiii  -+-  bi\-\-c,  a' Ui  -+-  b' i>i  -i-  c')  |  D  |  t',-. 

Posons 

/(  au  -r-  /?v  -T-  c,  a'  u  -h  b'  v  ^  c' )  —  F  i  u,  v  ). 

l^a  somme  qui  iij4;ure  dans  le  second  membre  devient 

^F{Ui,Vi)\D\7'i. 

La  première  somme  ^ /\.r,-,  r/ W,  a  pour  limite 
I    I  /^■^,y)dx  dy, 

et  la  seconde  somme.  N  F(//,,  c/)  |  D  |  7],  dans  les  mêmes  conditions, 
a   pour  limite  l'intégrale  double 


f  f  F(u,  ^•)  I  D\dudv, 
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d  OÙ  la  rt'lalioa 

/     /  7'  •^- .>')  ^^  '^y  ^11  f^^"  "^  '"'  ~^  *"•  ^  u  -\-  ù\-  -\-  c'  )  \  D  \  du  dv. 


Si  1  on  remarque  que  D  est  le  déteniiinant  fonclionnel  de  x,y  par 
rapport  à  «,  r,  on  voit  que  le  cliani;enieiil  de  variables  se  fait  en  sub- 
stituant les  nouvelles  variables  aux  anciennes  dans  la  fonction   sous 

le  signe    /    /   et  en  multipliant  cette  fonction  par  la  valeur  absolue 

du  déterminant  fonclionnel  des  anciennes  variables  par  rapport  aux 
nouvelles,  la  nouvelle  intéi;rale  double  étant  étendue  au  domaine  a 
qui  correspond  au  domaine  donné  A. 

Nous  allons  étendre  cette  règle  au  cas  général. 

N)^.  Cas  général  du  cliaiiiietnent  de  variables.  —  Considérons 
un  changement  de  variables  définissant  une  transformation  de  plan  à 
plan  dans  les  conditions  suivantes  : 

i"  On  a 

ir  =  «p  (  j/ ,  t'  ) .        y  ^  <}^{u.  v), 

'^  et  'i/  étant  fonctions  continues  de  m,  r  quand  le  j)oint  (//,  c)  est  dans 
un  certain  champ  borné  A  de  son  plan.  On  suppose  qu'à  deux  points 
distincts  du  domaine  A  correspondent  deux  points  (\r,  y)  distincts. 
Il  suit  de  là  quà  un   point  (.r,  r)  ne   correspond  qu'un  seul  point 

Quand  c,  par  exemple,  reçoit  une  \aleur  fixe  c„,  si  u  \arie,  (:r,y) 
décrit  un  arc  Cq  défini  par 

07  =  Ci  (  U,  ^o)-         y  =  ^(  a,  p,,). 

Quand  (•„  varie  en  prenant  toutes  les  valeurs  de  son  intervalle  de 
variation,  lare  de  courbe  Go  balaye  un  certain  domaine  D.  Ce  do- 
maine D  a  pour  frontière  1  ensemble  des  arcs  de  courbe  correspon- 
dant aux  côtés  du  rectangle  qui  constitue  le  champ  A. 

2"  Les  dérivées  partielles  de  ■::>  et  '!/  [)ar  rapport  à  u  et  v  sont  fonc- 
tions continues  dans  le  champ  A. 

3"  Le  déterminant  fonctionnel  ,c- — - — >  qui  est,  d'après  la  condition 

précédente,  fonction  continue  de  «,  v  dans  le  champ  A,  ne  s'annule 
pas  dans  ce  champ.  11  en  résulte  qu'il  garde  un  signe  constant. 

Cela  posé,  soit  o  un  nombre  positif;  considérons  dans  le  champ  A 
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un  riir'iv'  ahrd  de  cnli''   0,  les  ^omiin-ts  a.  h.  r  ('•liiiil 

a  :  (  //„.  r„  ;  ;  />  :  i  ii„  -t-  ;,  »•„  )  ;  c  :  (  //„,  ^'n  -^  p  )• 

A  un  pitiul  ( //.  c  mIo  ce  cai'ii''  (•(irrc>[)(iii(l  un  poiiil  (  .r,  j'),  el  l'on  ;i, 
|)ar  la  hjriiuile  des  arci"()is>^cni('iil ■>  finis  (  n"  <S|  ), 


(I) 


1  du  Ov 

\    K  =  •!/(«.  r)=  <{/(//«,  f,))  -^  ('^—  "n)  j^("  •  »    )  -t-(«^  —  Cu)  j=-(«  ,  i'  ), 


(m',  i' ).  ( //'.  r'")  élanl  deux  points  inti'-rieiirs  au  carré. 

[.es  \aleurs  des   di'-rivées  qui  (ii;iireiit  dans  ces  lorniules    ont  pour 
liniilo.  (piaml  '.  icnd   vers  zéro,   les  valeurs  de  ces  d<''rivées  pour  ?/„, 

c>9       ()•:/       Oij      O'ii       .  ...  ,        -, 

t'o,  soient  -~,  — ^>  -—^7  — ^  •    V  c  >>  0  on  iieut  taire  correspondre  0  >>  o 
ihiti     de,,     ()f/u     c^c-o  '  ^ 

tel  (|ue,  si  0  <;;  0,  ce  (jui  entraîne  pour  tout    |)oint  (  </,  e)  du  carré 

I  "  —  "o  i  <  S,         1 1'  —  Vft  I  <  8, 

les  \aleur>des  dérivées  (pii  entrent  dans  (i)  ditlèrent  de  leurs  valetirs 
en  {Uy^^  i'oj  de  moins  de  £,  dOù 


t^'j  I  I  d'i        do  I 


c>«  '>W. 


Prenons  alors  pour  valeurs  approchées  de  x^  y  les  valeurs  ;,  r,  sui- 
vantes : 

%  =  «(«0,  «^oj-^-f  "  —  "0)  T^  +  (f  —  i^o)  — i-, 


,h), 


d^ 


r,  =  '^f  «0.  v\i)-^  (a  —  Uy,  )  — -    ~-{v  —  Vfi)  —^ 


On  a 


de  même 


ja?  —  ç  I  <  £  (  »  —  Mo  )  -H  £(  t^  —  t-o  ;  <  -4  £? , 

I^a  ili>lanre  du    point  [x,  y)  au    point   (ç,  Tj)    est  donc   inférieure 

<^)u,iiid  ( //,  i' )  df'crit  le  carré  ahc/,  de  ce  que  ;  et  r^  sont  fonc- 
tions linraires  de  m,  c  rf'sulte  que  le  point  (  ç,  r, )  décrit  un  parallélo- 
gramme P.  Soient  A',  B',  G',  D'  ses  sommets  (/lii.  5).  Son  aire  est 
donnée  i  Cf.  n"  1()I)  par  la  relation 


P  = 


D  t  a,  c 


-  ?'  I  D„  i, 
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en  désignant  par  l),,  la    valeur  du  délerminani  fonclionnel  de  .5  et  à 
pour  le  point  («,,,  r,,). 

Caleiilons  la  lonj;ueur  des  côtés  de  ce  parallélogramme  l'.  Les  som- 


mets -V  et  B'  correspondent  respectivement  à  (u^,,  c,,)  et  (  Uç,-\-  p,  t'0^1 
d'où 


r,(B')— r,(A')  = 


et,  par  suite, 


-^-^\/m-m- 


On  obtient' de  même 


Soit  G  une  limite  supérieure  dans  le  champ  A  des  fonctions 


vw^''  \/m-m^ 


et,  comme  on  a 


A'B'<Gp,        A'G'<Gp, 


distance  A'  B'  à  G'  D'  =  ,  » 

A    D 


il  en  résulte,  en  remplaçant  A'B'  par  une  (juantité  plus  grande, 

distance  A'  B'  à  G'  D'  >  p2  Ll'  • 
Gp 

Par  hypothèse  (3"),   D   est  fonction  continue   et  ne  s'annule  pas; 
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donc  I  D  I  a  une  borne  inférieure  r  /><tsi(i\e,  el  l'on  a 


et  lie  nièine 


distance  A'B'  à  C  D'  >  p  ^- 


distniice  A'C  à  B'D'>  o  ^ 
'   (j 


Assujetlissons-nous  à  prendre  t  <C  ^  >  (Je  façon  à  avoir 


8G 


4s,o<    ' 


■2  '    G 

Si  alors  on  trace  de  part  et  d'autre  de  chaque  côté  du  parallélo- 
g^ramme  P.  et  parallèlement  à  ce  côté,  deux  |)arallcles  f|ui  en  soient 
distantes  de  4^^-  «^ii  forme  un  parallélogramme  intt'-rieur  1*,  et  un 
parallélogramme  extérieur  l*o  (  /i<^.  5). 

Cela  ('tant,  revenons  au  point  l'x^y).  A  cliaque  côté  (\u  carré 
abcd  correspond  dans  le  plan  des  {x^y)  un  arc  de  courbe.  Ces 
arcs  AB,  BD,  DC,  CA  constituent  la  frontière  de  la  région  R  corres- 
pondant au  carré  rt^cV.  Comme  la  distance  d'un  point  (x,  y)  au 
point  (ç,  r,  )  correspondant  est  |)lus  petite  que  4 -2,  l'arc  AB,  par 
exemple,  est  compris  entre  les  parallèles  à  A'B'  que  nous  a\ons  tracées  ; 
une  conclusion  analogue  s'applique  à  BD,  DC.  CA,  de  sorte  que  la 
région  R  contient  P,  et  est  contenue  dans  P^,  ;  d'où,  en  désignant  les 
aires  de  ces  régions  par  les  méines  lettres, 

|R_P|<p,_p,. 

L'aire  Pj  —  P,  est  la  somme  des  aires  de  quatre  trapèzes  de  hau- 
teur Xcp  avant  respectivement  comme  bases  médianes  les  quatre  côtés 
de  P.  On  a  donc 

p.,— p,  =  8£p  X  2(A'1J'^  A'C'), 
d  où 

I  R  -  Pi  SPi—  Pi^8eo  X  iGp  =  3>.Gsp2. 

Le  nombre  v^Gs  [)eut  être  pris  aussi  petit  (ju  on  veut,  pourvu 
que   0  soit  suffisamment   petit,  de  sorte    qii  on    jjeut    écrire,   comme 

P  =  p--^|Dol: 


^  2  )  R  =  o2 1  Do 


i\x'    1 


avec  la  condition  que  la   borne  supérieure  r,   des  nombres  |  y,,  |  pour 
tous  les  carrés  du  champ  A  tend  vers  o  avec  p. 
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D 

On  peut  exprimer  aussi  ce  l'ail  eu  disant  que  le  rapport  -  lend 
uniformément  vers  |  Do  |  lorsque  p  tend  vers  o. 

163.  Cela  posé,  soit  un  domaine  A  du  plan  des  [x^  y)  compris  dans 
la  réiiion  correspondant  au  domaine  A  du  plan  des  («,  r).  Soit  a  la 
portion  de  A  qui  correspond  à  A. 

(Considérons   une  intégrale   double,    /    i  f(x,  y)  dx  rly.  Posons 

ElVertuons  dans  le  plan  des  (;/,  ç)  un  carrelage  de  côté  p,  dans  les 
conditions  précédentes;  en  désignant  par  [Xn,  yo)  le  point  qui  cor- 
respond à  {uo,  Vq)  de  l'égalité  (2)  du  numéro  précédent,  on  obtient 

Kcrivous  pour  tous  les  carrés  entièrement  contenus  dans  a  les  rela- 
tions analogues,  et  faisons  la  somme.  Il  vient 


OU  encore 


Faisons  tendre  0  vers  zéro.  D'après  la  théorie  de  l'intégrale  double, 
(n"  I06,  p.  160),  le  premier  terme  du  second  membre  a  pour  limite 

I     fpi  u,  v)\  D  \dudv. 

(haant  à  la  somme  qui  ligure  dans  le  premier  membre,  elle  est 
étendue  aux  régions  correspondant  aux  carrés  entièrement  contenus 
dans  a.  Il  y  a  donc  dans  cette  somme,  si  on  la  compare  à  la  sonuue 
analogue  étendue  à  toute  la  région  A,  des  termes  négligés  :  à  savoir, 
ceux  qui  sont  relatifs  aux  régions  correspondant  aux  régions  négli- 
gées dans^FfWo,  t'o)?-|^o|. 

Soient  (j  une  borne  supérieure  de  |  Do  |  et  r,  le  plus  grand  des 
nombres  |  y,,  |.  A  cause  de  la  relation 


III.   —   iMi;(,it  u.i:-   iioi  i!i.i;s. 
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I  ;iirt'  littale  aéylij;te  dans  !<■  |)laii  des  1  ./•.  v  f^t  à  I  aire  iié<;li;;ée  «laiis  le 
plan  tirs  (u,  f)  dans  un  rapiioit  plu-  pclil  ipic  (j-(-r,.  Coinine  la 
st'comlc  tt'iiil  Ncrs  /.('m'o,  il  en  ol  de  iiK'nic  de  la  iirciiiK  rc.  La 
somine  (pn  lii;ni'c  dans  le  prciuicr'  niciiiKic  de  (  .>  )  a  donc  |n»nr  liinile, 

luistpic   z  tcnti  \  ers  Z('t().    /     /./(•/,   )'  )  d.v  <l  y. 

Enlin,  le  Imnc  coniplénicntaiie  du  second  ineinhr-c  est  plus  pclil 
cnieT,H'^/.  Il  (laiil  une  limite  supérieure  de  |F(//,  r»  ,  |)ar  >uile.  il 
leiid  \  ers  zi'io  a\  ce  0. 

l'.n  n'suiné,  ou  a  la  formule  :;én(''rale  du  clianiicmenl  de  xaiiahles 


j      j   f{.r.y)dx  (ty  =   j     j  f\'s{  u,  v),  'b{u,  k<)\ 


D(  M,    V) 


du  dv. 


I()4.  Comme  exemple,  passons  d'un  système  de  coordonnées  car- 
tésiennes rectangulaires  (a?,  y)  au  système  de  coordonnées  polaires 
défini    pai-  ./■  =  pcos(o,  j':=psin(o.    Considérons   un  ar(-   de  courije 

avant  pour  (Mpialion 

p,  =/i(to), 

(o  allant  de  (Oq  à  o),.  et  0  étant  une  fonction  continue  etpositi\e  dans 
cet  inlti\allc.  Lorsque  le  |)oint  M  décrit  l'arc,  le  rayon  vecteur  OM 
balavc  un  certain  domaine  coin[)ris  entre  les  rayons   extrêmes   OAo, 

oa;. 

Soit  une  seconde  courbe 

p,   =/2(to) 

satisfaisant  aux  mêmes  conditions,  et  telle,  en  outre,  que 

Considérons  {fig-  6)  le  domaine  D  compris  entre  ces  deux  courbes 
el  les  deux  rayons  extrêmes. 

Kis.  6. 


oj.        o) 


Si  l'on  s'astreint  à  prendre  (o  compris  entre  o  et  2  7r,  à  un  système 
de  valeurs  de  x,  y  correspond  un  seul  système  de  valeurs  de  p,  w  et 
inversement. 
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Calculons  le  ciéteriniiiaiit  fVinclionnel  de  la  transformation 


D( /•,  K)        I  cosw     — psinw 
D(  p,  co  )        I   siiiu)  pcoso) 


Dans  la  région  considérée,  ,.   '  '•      a  donc  une  \aleur  constamment 

'^  l){  p,  w  ) 

posilive. 

La  formule  du  changement  de  variables  |)()iir  une  intégrale  double 
étendue  au  domaine  D  est  la  suivante  : 

/     l   f{  f-  V)  d.r  dy  =    /     1  J{o  costo,  o  sin  co  )  o  rfp  doi, 

(/  t'tant  un  domaine  constitué  comme  il  suit  :   (o  varie  de  lOy  à  oJ|   et, 
pour  chaque  valeur  de  to,  p  varie  de /a  {^  )  à/,  ((o). 
Considérons  maintenant  une  première  courbe  fermée 

p    =:   '^,  (  w), 

C5,  étant  positif  et  (o  variant  de  o  à  2- avec  la  condition 

fii-j.-)  =  0,(0), 

puis  une  seconde  courbe  fermée 

p  —  cpjfo)) 

remplissant  les  mêmes  conditions  et,  en  outre,  telle  que 

Etudions  le  domaine  D  en  forme  de  couronne  qui  a  pour  frontière 
l'ensemble  de  ces  deux  courbes.  Les  résultats  de  la  théorie  ne  sont  pas 
immédiatement  applicables,  parce  qu'aux  points  de  l'axe  polaire  cor- 
respondent deux  valeurs  pour  tu.  Mais,  si  nous  séparons  du  domaine  D 
la  portion  comprise  entre  les  droites  lo  =  o  et  to  =  e  >>  o,  il  reste  un 
domaine  auquel  s'appliquent  les  considérations  précédentes;  si  s  tend 
vers  zéro,  l'aire  du  secteur  négligé  dans  le  plan  des  (x,  y)  et  l'aire  de  la 
région  négligée  correspondante  dans  le  plan  (p,  w)  tendent  aussi  vers 
zéro.  Les  intégrales  obtenues  ne  cessent  pas  d'être  égales  et  tendent 
vers  les  intégrales  étendues  aux  régions  complètes.  Donc  la  formule  a 
encore  lieu  pour  ces  régions. 

Enfin,  considérons  un  domaine  contenant  1  origine.  On  sait  que, 
dans  le  passage  des  coordonnées  cartésiennes  aux  coordonnées  po- 
laires, l'origine  est  un  point  singulier  :  de  plus,  le  déterminant  fonc- 
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tionnel  saniiiil»'  |t()iir  ce  poiiil.  Pour  ce  doiiMc  iiiolif,  |;i  lormulc  rl;i- 
hlio  pr.ct'-dciiiiiicMl  n'est  |i;is  iipplleahle.  Mais  elle  est  applicable  au 
(lonuiine  ojjlenu  en  enle\anl  du  premier  la  région  limitée  par  un 
cercle  île  centre  O  et  de  rayon  s.  Ce  cercle  correspond  dans  le  plan 
des  variables  (lo,  p)  à  un  reclang;lc  de  longueur  a-  et  de  hauteurs, 
dont  I  ;iire,  par  conséquent,  tend  vers  zi'ro  avec  s.  Il  en  rf'sulte  encore 
que  la  lormule  du  eliani;enienl  de  vaiiables  est  valable  j)()ur  le  dtj- 
niaine  entier. 

ifio.  On  est  conduit,  d'après  l'étude  faite  au  n"  162,  à  dire  que 
l'aire  de  la  région  limitée  dans  le  plan  (x,  y)  par  les  quatre  courbes 
coordonnées  w,  u  -\-  du,  c,  r  -h  o^c,  a  pour  valeur  approchée  la  quan- 
tité 


D(m,  V) 


du  dv. 


On  dit  que  c'est  Vi'lénient  ({ijjéientiel  de  V aire  considérée. 

Dans  certains  cas,  on  peut  trouver  directement  l'élément  différen- 
tiel de  l'aire.  Par  exemple,  en  coordonnées  polaires,  on  reconnaît  que 
l'aire  élémentaire  comprise  entre  les  courbes  o  z=z  const.,  o  -4-  ofo,  to, 
(O  H-  diM  est  la  diflerence  des  aires  de  deux  secteurs  circulaires  de 
rayons  p  et  p  -j-  r/p,  et  d'angle  au  centre  t/o).  Elle  est  donc  égale  à 


c'est-à-dire  à 


■|-(  p  -+-  c?p  )'-  r/oj  —  i  o2  ^to, 
p  t/p  (/w  •+-  ^  dp-  d(jj. 


En  partageant  le  domaine  considéré  en  domaines  partiels  de  cette 
nature,  on  peut  arriver  directement  à  la  formule  du  changement  de 
variables.  On  constate  que  les  termes  en  f/p-  dto  ont  une  somme  (|ui 
tend  vers  zéro. 

1<)().  En  faisant  /"=  1  dans  la  formule  générale  du  changement  de 
variables,  on  obtient 


//-"— /i1.^ 


du  dv. 


Soient  M  et  m  les  bornes  supérieure  et  inférieure  de  |  D  j  dans  le 
domaine  borné  a.  I^e  second  membre  estcomjiris  entre  Ma  et  ma,  d'où 


/n<  -<M. 
a 
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Le  rapport  —  est  donc  compris  entre  M  et  m.  Il  suit  de  là  que,  si  nous 

considérons   un   point   (xo,yo)de  A    et    un  domaine    contenant    ce 

point,  si  ce  domaine  varie  de  façon  à    devenir  infiniment  petit  dans 

toutes  ses  dimensions  sans  cesser  de  contenir  le  point  (xq,  yo)i  le 

rapport  de  Taire  de   ce  domaine  à  l'aire  du  domaine  correspondant 

/          \  .      j             ,  D  (  a-,  î'  )  I 
en  (  u,  f    tend  vers  I  tt = — 

107.  Intégrales  doubles  fonctions  de  paramètres.  —  Suppo- 
sons qu  on  ait  un  domaine  A  dans  le  plan  des  (.r,  y),  une  fonction 
f{x,  y)  délinie  dans  ce  domaine  et  dépendant  de  certains  paramètres 

a,  3,  .  .  ..  Lintégrale  double  /    f  f(x,  y)  dx  dy  est  une  fonction  de 

a,  3,  ....  Soit  F  (a,  |i,  . ..)  celle  fonction. 

Si  y*  est  fonction  continue  par  rapport  à  a,  ,j,  .  .  .,  il  en  est  de 
même  de  F.  En  effet,  on  a 

F(a  + Aa,   .  ..)  — F(a,  ^,  ...) 
=   /     /  1/(^^7'  a-r- Aa,  ...)—f{x,y,  a,  .  ..)\dxdy. 

«-       "A 

En  vertu  de  la  continuité  de  /,  à  tout  nombre  positifs  correspond 
un  nombre  positif  0  tel  que  les  conditions 

|Aa|<o.  |AS|<6, 

entraînent,  dans  un  champ  borné  convenablement  choisi  des  variables 
x,y.  a,  ,3,  .... 

1/(37,^.  a-f-  Aa,  ...,)— /(.r,jK,  2,  ...)|  <e. 

Dans  ces  conditions,  le  second  membre  de  la  relation  précédente 
est  inférieur  à  s  A,  donc  la  dillerence 

F(a  +  Aa,  ^^- Ai )  — F(a,  ^,  .,.) 

tend  vers  zéro  avec  Aa,  A^3 

Faisons  varier  un  seul  des  paramètres,  a  j)ar  exemple,  et  supposons 
que  /'ait.  par  rapport  à  a,  une  dérivée  continue  par  rapport  à  l'en- 
semble des  variables.  Nous  avons 

1    Fia -h  Aa  ,  p,  ...)  — F(a,  2,  ...) 
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L;i  limction  smis  Ip  sijiiic   /     /  |>(iit    se  mrllrc  sous  hi  foiinc 

Aa  —  (./■,  »-,  2  -4-  OAa.  .  .  .  ), 
OU 

Aa  -^  (  j-,   K,  a.  .  .  .  )  -t-  £i  Aa. 

\   cause   (le   la  coulimiil»'   uiiirtniiK,'  de  --  dans   un  domaine    l»f)rn«'' 

03. 

(|u On  nouna  clioi?!!"  el  <|ui  (dnliendia  lous  les  svslèines  de  \aleurs 
qu  on  a  à  eonsid«''rer,  s,  j)eul  «''tie  rendu,  en  valeur  aljsolue,  plus  petit 
qu'un  noinhre  s  choisi  arhilrairenienl.  Le  second  iiiendjrc  de  (i) 
s'écril 

Aa    /     /    —  (.r,  r,  2,  .  .  .)d.i  .dy  -^  S.-3.   j     /    -.^djdy. 
•'    •  'a  ''^  •      •  A 

I^a  seconde  intégrale  tend  vers  zéro  avec  \y..  Vax  di\isanl  par  Aa 
el  taisant  tendre  Aa  vers  zéro,  on  a 

lim ^ — '- '  =^    I    jj^ij;y,r/^,  ...)dxdy. 

Pour  dériver  une  intéi^rale  double  par  rapport  à  un  paramètre,  il 

suffit  donc  de  remplacer  sous  h;  >igiie    /    /    la  f'onclioii    /'  par  sa  déri- 

\ée  par  rapport  au  paramètre,  ceci  sous  les  mêmes  réserves  que  dans 
le  cas  de  l'intégrale  simple. 

lOS.  Extensions  de  la  notion  d'intégrale  double.  —  On  a  sup- 
posé jusqu'ici  que  le  domaine  auquel  s  étend  l'intégrale  double  est 
borné.  On  peut  dans  certains  cas  définir  une  intégrale  double  prise 
dans  un  domaine  non  born<';.  Consid(-rons,  j)ar  exemple,  la  fonc- 
tion   •  On  reconnaît   (lu'elle  est  continue  dans  tout  domaine 

(  JC-  -H    >'2  )''  ' 

ne  contenant  pas  l'origine.  Traçons  deux  cercles  de  centre  O  et  de 
rayons  H  et  R'(R<R.'j;  la  fonction  est  définie  dans  la  couronne  G 
comprise  entre  ces  deux  cercles.  Evaluons  l'intégrale  double 


./■/ 


d.v  dy 
l^assons  en  coordonnées  polaires.  On  a,  moyennant  le  cliangemenl  de 
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viiri;il)I(>s  iK'-tini  par  lo>  tonmilcs  ,r  =  p  cos  (>),  _)' ^  p  sin  to, 


Pour  (il)h'iilr  le  domaine  C.  on  fait  \arier  (o  de  o  à  3  77  el,  pour  cliaijue 
valeur  de  (o,  p  de  R  à  R' :  de  sorte  que  Ton  a 

./  Je  (  ^*  -+-  y^  »■'    .  '„      ^'^ .  'u    ?"^"' '  ' 

A  un  laeleur  numérique  près,  la  valeur  de  ^inlé^rale  est 


IV2'      ::  R2''     i 


Si  /?  >>  1 ,  on  reconnaît  que  cette  \aleui'  a  une  limite  iinie  quand  R' 
eroil  indt'lininient. 

I)  une  manière  plus  i;énérale,  considérons  un  domaine  variable  A,, 
Ao,  ...,  \^,  ...,  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  :  chaque 
domaine  contient  le  précédent  et  ne  contient  pas  l'origine;  quel  que 
soit  le  nombre  R',  quand  p  est  assez  grand,  le  domaine  A^  contient 
la  couronne  comprise  entre  deux  cercles  de  rayons  R  et  R',  R'  étant 
plus  grand  que  R.  On  exprime  plus  brièvement  ce  fait  en  disant  que 
le  domaine  variable  s'étend  indéfiniment  dans  toutes  les  directions. 
Dans  ces  conditions,  faisons  croîti^e  W  indéfiniment.  On  peut  trouver 
une  couronne  comprise  entre  deux  cercles  de  rayons  R  et  R"  conte- 
nant le  domaine  \^.  R"  allant  aussi  en  croissant  indéfiniment.  Bor- 
nons-nous à  étudier  les  portions  de  A,,  extérieures  au  cercle  K.  Lin- 

téyrale  double  de  la  fonction  — ; -—   étendue  à  cette  région   est 

o  (  fi  _-   yi  yi  Cl 

comprise  entre  deux  intégrales  doubles  qui  tendent  vers  une  même 
limite  finie.  Donc  elle  tend,  elle  aussi,  vers  cette  limite.  Donc  enfin 
l'intégrale  double  étendue  à  Ay,  a  une  limite. 

Si  Ton  a  une  fonction  f[x^y)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

— !— — '  -^      )  n   étant   plus   irrand   que  i    et  'i    restant   borné   en    valeur 

absolue,  on  pourra  également  attacher  un  sens  à  l'intégrale  double 
de  /"étendue  à  une  région  remplissant  les  conditions  précédentes. 

Eneifet,  soit  M  la  borne  supérieure  de  |  ':j[x^  y)  \.  Supposons  la  fonc- 
tion/toujours positive;  l'intégrale  de  /'est  plus  petite  que  l'intégrale 

de  ; '- Lorsqu'on    prend   ces   intéiirales   dans   une   couionne 

dont  le   rayon   (extérieur  va   en  croissant,  elles   vont  toutes  deux  en 
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croissant.  La  seconde  a  une  liiMilf  lime  et  «lélerniinée  ;  la  piemière, 
(|iii  re>l<'  inlfi'ieiiie  à  cette  limite  el  qui  \a  «mi  croissant,  a  donc,  ellt: 
aussi,  une  liniitr. 

Si  y  ne  rc>lc  |>,i>  toujours  j)osilil,  on  I  cc.iit  sous  la  lornie  sui\anle  : 

./■  =  <. /+l/i  )-\f\. 

Les  ilcu\  fondions  /"-r- I  y  j  et  \f\  leiiiplissenl  les  conditions  indi- 
quées, l'oui- cliacune  d'elles,  l'extension  précédente  est  possible:  |)ar 
>uite,  elle  Lest  aussi  pour  leur  dili'érence  /. 

Il    existe    encoie     pour    1  iiiléi^rale    double    une    extension    dune 

autre  sorte.  (Considérons,  par  exemple,  la  fonction  — — ■,  au  voi- 

'  '  {  x^->r  y^  )" 

sinai^e  de  l'oriiiine.  La  valeur  de  l'intéijrale  double  de  celle  fonction 
étendue  à  la  coiii-onne  comprise  entre  deux  cercles  de  centre  G  et  de 
r.ivons  R  et  R',  R  et. ml  plus  jx-til  i|ue  R',  est,  à  un  facteur  numérique 
près, 

.^1  //  e>l  inb'rii'ur  à   1,  celte  quantité  a   une  limite  linie  quand  W  tend 

\ers  zéro.  (  )n  peut  doue  .illaelier  un  sen>  à  1  iiiléurale  /     /  — ■ > 

1  •  j    j    (x-  -^  y-  )" 

étendue  à  un  cercle  avant  pour  centre  I  origine,  ou  jilus  généralement 
à  un  domaine  borné  quelconque  contenant  Lorigine. 


IV.  —  Volumes . 

1()U.  Dans  l'espace  à  trois  dimensions,  nous  appellerons  do/naine 
jjolyédral  tout  domaine  dont  la  frontière  est  constituée  par  un  nombre 
lini  de  dcjmaines  j)olvgonaux  plans:  ces  domaines  sont  dits  les  Jace.s 
(lu  domaine  poljédral.  L  ne  surface  polyédrale  est  la  réunion  d'un 
nombre  quelconque  de  «lomaines  polygonaux  plans.  Ln  polyèdre,  la 
réunion  de  j)lusieurs  polvèdres,  la  région  comprise  entre  (Jeux  po- 
lvèdie>  ilonl  I  un  est  mtt'rieur  à  I  autre,  >oiit  {\es  iloiiiaines  polve- 
<liaux. 

Nous  dirons  cpie  deux  domaines  n  ont  aucune  |)arlie  commune  ou 
t|ii  ils  sont  extérieurs  l'un  à  1  autre  s'ils  ont  au  j)lus  en  commun  des 
points  de  leurs  fi-onlièi-es. 

Tout  domaine  polvédral  IJ  peut  être  considéit-  comme  la  réunion 
«l'un  nombre  lini  de  polyèdres  convexes.  En  elVel,  enfermons  D  dans 
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un  cube  C  el  prolonj;e(ins  iiidéfiniineiit  le  plan  de  chacune  des  iaces 
de  D;  en  remarquant  c|u'un  plan  iiuU'Iiiilinenl  prolonj;c  partage  un 
polyèdre  convexe  en  deux  polyèdres  con\exes.  (ni  voit  tpic  I  ensemble 
de  ces  plans  partaj;e  le  cube  C  en  un  nombre  lini  de  p(»lyè<lres  con- 
vexes donl  chacun  ne  contient  intérieurement  aucun  |)oint  de  la  fron- 
tière lie  D.  Ils  sont  donc  les  uns  contenus  dans  U,  les  autres  exté- 
rieurs à  D.  La  réunion  des  |)()lvèdres  de  la  première  catégorie  constitue 
le  domaine  D. 

Nous  admettrons  (|u"à  tout  domaine  polyédral  est  attaché  un 
nombre  appelt-  volume  du  domaine,  possédant  les  deux  pro[)riétés 
suivantes  : 

i"   Deux  domaines  polyédraux  égaux  ont  même  volume; 

2"  Le  domaine  polyédral  formé  par  la  réunion  de  deux  (hjmaines 
polyédraux  n'ayant  aucune  partie  commune  a  poui-  \oliime  la  somme 
des  volumes  de  ces  deux  domaines. 

170.    Cela  posé,  considérons  un  domaine  borné  (juelconque  D. 

On  appelle  volume  de  D  un  nombre  plus  '^rand  que  le  volume 
de  tout  domaine  polyédral  contenu  dans  D  et  plus  petit  que  le 
volume  de  tout  domaine  polyédral  contenant  D,  ceci  dans  l'IiApo- 
thèse  où  il  existe  un  el  un  seul  nombre  jouissant  de  ces  propriétés. 

Les  volumes  des  domaines  polyédraux  contenus  dans  D  ont  une 
borne  supérieure  A,  les  \olumes  des  domaines  contenant  IJ  une 
borne  inférieure  A',  et  Ton  a  A£A'.  Pouitjuil  vait  \olume,il  faut  et 
il  suffit  que  l'on  ait 

A  =  A', 

et  pour  cela  que,  quel  que  soit  le  nombre  positif  s,  on  puisse  tiou\er 
deux  domaines  polyédraux  de  volumes  P  et  P',  le  premier  contenu 
dans  D,  le  second  contenant  J),  tels  que 

P'  —  P  <  £. 

Si  cela  est,  considérons  le  domaine  polyédral  K  dont  la  réunion 
avec  P  constitue  P'.  La  frontière  F  de  D  est  contenue  dans  R.  De 
sorte  que,  s'il  existe  un  volume  pour  le  domaine  D,  la  frontière 
de  D  peut  être  renfermée  dans  un  domaine  polyédral  de  volume 
plus  petit  que  z. 

Inversement,  supposons  cette  condition  reinjjlie  ;  montrons  qu'il  y 
a  un  volume  pour  le  domaine  D. 

Prenons  un  cube  C  contenant  D   et    prolongeons  indéfiniment  le 
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|»laii  ilf  cliacune  des  I'juts  de  K.  NOii-»  (li\isr»n.s  ainsi  (1  en  un  miinhre 
liai  (II'  polyèdres  convexes  de  dillt'renles  Mirtes  : 

i"  Les  uns  sont  eonlenns  dans  K.tl  k  «--«l  lornu-  par  leur  réunion. 
Les  atilres,  étant  extérieurs  à  K,  iw  «onlieunenl  aucun  point  de  F. 
Ils  S(uit,  ou  hien  :  >."  contenus  dans  I),  ou  l)ien  :  .H"  extérieurs  à  la  lois 
à  K  et  à  I). 

r>'enseml)le  des  polyèdres  2"  forme  un  domaine  polyédral  P  contenu 
dans  \).  l/ensemhie  des  polyèdres  1"  et  2"  forme  un  d(tmaine  pol ven- 
drai P'  contenant  I).  La  dillerence  des  voluino  de  1*'  et  l^  est  le  vo- 
lume du  domaine  K,  par  suite  est  plus  petite  (jue  £. 

Donc,  pour  (ju'il  y  ait  volume,  il  faut  et  il  su  (fit  cjue  hi  fron- 
tière du  domaine  D  puisse  être  enfermée  dans  un  domaine  po- 
lyédrnl  de  V(dumi'  plus  petit  (pic  t. 

.\  deux  domaines  éij;aux  correspondent  deux  volumes  é<;aux,  car 
ce  sont  les  bornes  supérieures  de  deux  ensembles  de  nombres  iden- 
tiques. 

Si  un  domaine  D  est  la  réunion  de  deux  domaines  D,  et  Do 
n'ayant  aucune  partie  commune  et  ayant  des  volumes,  on  a 

v(,|.  D  =  vol.  Di  ^  vol.  D.,. 

Kn  ellet,  on  peut  déterminer  des  domaines  polyédraux  :  P|,  Pj 
contenus  respecli\ement  dans  D,  et  D^,,  P, ,  P.^  contenant  D,  et  D^, 
et  tels  que 

P,  -  \\  <  £,       p;  -  P.  <  £. 

P,  et  Po  n'ont  aucune  partie  commune.  Leur  réunion  constitue  un 
domaine  de  \olume  P, -h  F^^,  contenu  dans  1).  Le  domaine  M  formé 
par  la  réunir)n  de  P,  et  P!,  contient  D  et  Ton  a 

\\%  p;  +  P,  <  P,-^  V.^it. 

Donc  D  est  compris  entre  deux  domaines  polyédraux  dont  les  \o- 
lumes  dilî'èrent  de  moins  de  2  s.  Par  suite,  il  y  a  un  volume  pour  D. 
et  ce  \olume  est  la  somme  des  volumes  de  D,  el  1)^.  Il  résulte  de  là 
que,  si  un  domaine  D  est  obtenu  en  n'-unissant  plusieurs  domaines  D,, 
Do.  .  .  .,  Da  sans  parties  communes,  et  en  retrancbant  d'autres  do- 
maines D',,  d;,, D/,,  tous  ces  domaines  ayant  des  volumes  qu'on 

désigne  par  les  mêmes  lettres,  on  a 

1)  =  D,  +  D,-^...^D/,— I),  —  u;-...-  d;^. 

171.    Haj)p()rtons    le   domaine    D  à    trois  axes  rectangulaires   O.r, 
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)  .  ;.  Kllecluons  un  carrelai;e  cle  re?j)are  an  nioven  de  |)lans  parallèles 
aux  plans  de  coordcinut-es.  et  »''quidislanls  de  s.  V  chanue  carrelage 
on  iihtient  des  culx-s  de  liois  espèces:  i"des  cuhes  contenus  ilans  IJ  ; 
2"  des  cul)es  extc-ricurs  à  1);  .>"  des  cnhes  empiétant  sur  D.  Ceux-ci 
se  trouvent  |)armi  les  cubes  rencujntrant  la  frontière  K  de  D.  Je  dis 
que  le  volume  tniid  de  ces  derniers  cuhes  tend  vers  zéro  a\ec  o. 

Remarquons  d  abord  cpie  les  cuIjcs  dun  carrelage  renconlranl  un 
domaine  polygonal  plan  (jut-lconcjue  o  sont  compri-i  dans  un  prisme 
de  hauteur  ■>.  p  \  3  et  avant  pour  l)ase  médiane  dans  le  plan  de  o  un 
carré  contenant  tous  les  points  dont  la  distance  à  o  est  inf)indre 
que  p  ^  .^  ;  le  \olume  de  ce  |)risme  tend  vers  zéro  avec  o.  Si.  au  lieu 
d  un  domaine  polygonal  plan,  ncnis  considi'-rons  une  surface  polvé-- 
drale,  le  même  résultat  subsiste. 

Revenons  aux  cubes  du  carrelage  rencontrant  la  frontière  V  de  I). 
Prenons  un  nombre  positif  î  et  enfermons  F'  dans  un  domaine  polvé- 
dral  K  de  volume  plus  petit  que  s.  J.es  cubes  qui  rencontrent  F  sont, 
ou  bien  parmi  ceux  qui  sont  contenus  dans  R,  ou  bien  parmi  ceux 
qui  rencontrent  la  frontière  L  de  K. 

Le  \olume  total  des  premiers  est  plus  petit  que  s:  le  volume  des 
seconds  tend  vers  o  avec  p.  Donc  le  \olume  des  cubes  renc-ontrant  F 
peut  être  rendu  plus  petit  que  as;  par  suite,  il  tend  vers  o  avec  p. 

En  résumé,  si  l'on  effectue  dans  l'espace  un  carrelage  de 
côté  5,  le  volume  du  domaine  D  est  la  limite  de  la  somme  des  vo- 
lumes des  cubes  entièrement  contenus  dans  D,  quand  p  tend  vers 
zéro. 

17;2.  Eialualion  des  volumes.  —  l'roposons-nous  d'é\aiuer  le 
volume  d  un  domaine  I)  constitm-  de  la  façon  suivante.  On  a  trois 
axes  de  coordonnées  rectangulaires  0./jk^,  une  surface  S  repré- 
sentée par  l'équation 

y^étanl  vnie  fonction  constamment  positi\e.  définie  et  continue  en  tous 
les  points  d  un  domaine  A  du  plan  des  xy.  Le  domaine  D  est  le  do- 
maine compris  entre  la  surface  S,  sa  projection  A  sur  le  plan  des  xy 
et  le  cylindre  projetant  S. 

EfFectuons  dans  le  pian  des  xy  un  carrelage  de  côté  z  par  des  pa- 
rallèles aux  axes.  A  chaque  carré  li  qui  a  une  partie  commune  avec  A 
correspondent,  pour  la  fonction  J\  deux  nombres  mi  et  M,-,  bornes 
inférieure  et  supérieure  dey' dans  la  région  s-/. 


i 
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Sur  cliiKHin  (l<î  ces  cjirrt'S  coiniiK'  hase,  ((Hisliiiisniis  ih-iix  [trisiiies 
tiroils  (le  liauleiirs  respeclivcs  ///,  ei  M,. 

(^oiisiflérons  le  'loinain»'  [)ol  vt-diii!  I'  Imiin'  |i.ir  l.i  i('iiiiioii  des 
prismes  de  li:iiil(iir  ///;  tlinil  l<•■^  liases  dans  li'  phin  des  xy  soal  l(\s 
Ciivn's  cnlir/i'/ticfi/  co/ttt'/ii/s  iÏAns    \.    (]c  ildiiiiiiiir  l'a    pour   \(diiiiie 

\^  '  ■>     I  V^  '    ■  -1 

,     //i,z',  la  ■<imiiii<'    ^      tiaiil  étendue    aux  eaircs  cuIk  rmieiil   coule- 
nus  dans  A. 

Considérons,  d  aulre  part,  le  doniaïae  polvi'dral  V  lorrué  par  la 
réunion  des   prismes  de    liauleur  M/,   donl    les    hasiis,    dans    le    plan 

(les  .cy^  sont  tous  les  carrc-s  du  carrela^M-  nyml  une  partie  conimnnc 

y" 
M,o-. 

I>e  domaine  V  conLienl  IJ,  lundis  (jue  1*  esl  conlenu  dans  I).  Fai- 
sf)ns  varier  le  carrelage  en  taisant  tendre  o  vers  zéro.  D'après  la  tliéorie 

de  l'intégrale  double,  ^    /'//p*  tend  vers 

(i)  /    I  fix.  y)dx(ly. 

y" 
M,o-,  <'lle  p(Mil  être  mise  sous  la  lorme 

y ^  étant  étendu  aux  carrés  entièrement  contenus  dans  \  et  ^  au\ 
carrés  qui  empiètent  sui-  A.  l.a  somme  >  M/p-  tend  vers  l'inté- 
grale  (i).  La  somme  2,  ^1/p"  tend  vers  zéro.  Les  volumes  des  do- 
maines l^  et  I*'  tendent  doin;  tous  deux  \ers  la  même  limite.  Cela 
n(tus  montre  ([u  il    y  a   |)our  I)   un  \oliime    (|Ui  est    égal  à    I  intégrale 

doul)l(;    /    i  J\x^y)dxdy. 

^    •   A 

Comme  eas  particulier,  si  f  est  égale  à  une  constante  li,  le  do- 
maine est  un  cylindre  et  son   v(dume  est 

h  j    I  dxdy  =  h  \, 

A  étant  la  lie  de  la  l»ase. 

ITli.    Supposons  maintenant  (ju  on  ait  deux   surfaces 
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avec  la  ooudilion 

/"o  el_/i  élaiil  <leux  Itnullons  délinies  el  continues  en  tous  les  points 
d'un  cerlain  domaine  A  du  [dan  des  xy.  On  considère  le  domaine 
compris  entre  les  deux  surfaces  el  le  cylindre  avant  pour  hase,  dans 
le  plan  des  xy.  le  domaine  A. 

Supposons  d  abord  J\  >  o.  Le  domaine  \)  est  alors  la  diflërence 
entre  deux  domaines  cjui  sont  tous  deux  dans  les  conditions  du  cas 
particulier  j)réct''dent.  Il  en  résidte  que  l)  a  un  volume  dont  la  va- 
leur est 


II 


[f^jT,y)  —  fi(x,y)\  dxdy. 


Si  Ton  déplace  parallèlement  à  lui-même  le  plan  des  .r}',  ce  qui 
revient  à  faire  pour  :;  un  changement  de  variable  de  la  forme 

;;  =  g'-t-  /?. 

l'intégrale  douhle  ne  change  pas  et  représente  toujours  le  volume  du 
domaine  D.  /',  n'étant  plus  nécessairement  positif,  il  en  résulte  que 
la  restriction  faite  précédemment,  dey",  positif,  peut  être  levée. 

Si  l'on  a  un  domaine  de  forme  plus  compliquée,  on  cherche  à  le  dé- 
composer en  domaines  partiels  remplissant  les  conditions  précédentes. 

174.  Supposons  que  l'axe  des  c  fasse  un  angle  0  avec  la  perpen- 
diculaire au  plan  des  xy.  Les  considérations  précédentes  s'a|)pliquent 
en  remplaçant  le>  prismes  dioits  par  des  prismes  obliques.  Toutes 
les  expressions  de  volumes  doivent  être  mulli|)liées  par  cosO.  Le  vo- 
lume d'un  domaine  compris  entre  une  surface  z  =f(^x^ y),  le  plan 
des  xy  et  le  cylindre  projetant  est 

cosO   /     I  f(  X.  y  )  dx  dy. 

17o.  On  peut  transformer  1  expression  du  volume  trouvée  dans 
les  conditions   du   n"    173.  en  supposant  que  la  région  A   du  plan  I 

des  xy  soit  définie  de  la  façon  suivante.  Elle  est  limitée  {Jig-  7)  par 

deux  parallèles  à  Oy 

a"  =  a,         X  =^  b, 

et  deux  courbes  ajanl  pour  é(| nations 

y  =  ^\{or),  y  =  ^,jx), 
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0,  elh^  f^lanl   fonctions  continues  de  .r    dans  rinter\iille  (r/.  0),  avec 
l;i  conditKJii 

Le  domaine  D  esl  compris  entre  les  surfaces  avant  |»r)ur  (''(|ii. liions 

et  le  cvlindri'  dioil  .ivanl   |)oiir  liase  A  dans  le  plan  de»   ry. 

Fiq.    -. 


Soit  \    le   volume  (iu  doni.iine  \).  On  a 

•    A 

OU,  d'après  la  théorie  de  léxaluation  des  intégrales  doidiles,  et  en  in- 
tégrant daijord  par  rapport  à  y, 


(1) 


r.onsid('rons  un  plan  x=Xii.  11  coupe  le  domaine  D  suivant  une 
section  H.  Celle-ci  se  projette  en  vraie  grandeur  sur  le  plan  des  yz, 
suivant  une  région  définie  conime  il  suit  {/i^.  ~)  :  elle  esl  comprise 
entre  les  droites 

et  les  courbes  C^  el  Ct 
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L'aire  S(xo)  de  celte  région  est  (.lonc 

.'J.. 
'0.  (..■,, 

La  formule  (i)  peut  donc  s'écrire 


S(^o)=  /       [/ïi-z-oi^)— /iC^o^j'jj'^/r- 


V  =^    /     Six)  dx. 

Ce  résultat  est  utile  quand  on  sait  é\aluer  l'aire  d'une  section   du 
domaine  considéré  par  un  plan  parallèle  à  une  direction  déterminée. 
Considérons,  par  exeinplr.  irilipsoïde  ayant  p(jur  équation 

a-         h-        c- 

Cherchons  à  évaluer  le   \olume  de  la  j)artie  de  cet  ellipsoïde  com- 
prise entre  les  plans 

^  =  a,  X  z=  'p. 

La  section  par  le  plan  j;  =  jc,,  est  une  ellipse  ayant  pour  équation 
dans  son  plan 

^'    -r-   —    ^\  —   fï. 

h-        c-  a- 

Les  demi-a\es  de  cette  ellipse  sont 

b 


y  a-  \  a- 

son  aire  est  donc 

par  suite,  le  \olume  clierché  est 


v  =  J.«,.^_g),/..  =  ./„,.[._jîl]^. 


V.  —   Intégrales  triples. 

17<).  Considérons  dans  l'espace  à  trois  dimensions  un  domaine  D 
rapporté  à  trois  axes  rectangulaires  Oxyz.  Soit  f[x^y^  z)  une  fonc- 
tion continue  définie  en  tous  les  points  de  ce  domaine.  On  appelle 
intégrale  IripLe  de  La  fonction  f  étendue  au  domaine  D,  et  l'on 
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(lcsi<;iic  |>;ir  l;i  iKiliilioii 

f    I    j  J'ih         ou  j    I    f  fdxdydz 

.  I,  ...  I, 

la    lllllllc    \t'IS    liKHIt'Ilc    ICIld    I    (•\|I|■(■S^|III1 

Ir  (loiiiaiiu'  U  ('•laiil    |iailai;é   eu   fl(iiiiaiiu'>    pailicls   v',,  r^,  .  .  .,  t'/,  .... 

(loMl  un  tlésij;ne  les  volumes  par  les  uièuies  lettres,  Xi^yi^  Zi  étant  les 
(•ot)r(louuées  d  un   poinl   du  douiaine  r,   cl   la   loi  de  |>artage  du  do- 
maine lJ\ariantde  laçou  que   les  doinaïues   |)aili('ls  d<'\  leunenl   luli- 
niment    petits   dans   toutes   leurs   diMieusujus.  Cela   sij^nifie  que   l'on 
prend  une  suite  de  parlayt's  I',,  V...  ...,  P/,,  ...  telle  que,  étant  donné 

un  nouibre  positif  a,  à  partir  dtiu  certain  ranj;-  dans  la  suite,  (diaeun 
des  domaines  partiels  est  contenu  dan>  un  ciilx;  d  arêtes  parallèdes 
aux  axes  et  de  côté  inférieur  à  a. 

Soient  M  et  //i,  M/  et  nii  les  bornes  de  _/  dans  D  et  dan>  i'/.  De 
mi^/{xi,  \  i,  5,)£M,-  résulte 

2j "*'*■'■  -  y^/^-^i^yi^ -'■) ^''=  ^ •"^''^'• 

Appelons  soininc  inférieure  la  première  somme,  somme  supé- 
rieure la  dernière,  et  soit  V   le  volume  du  domaine  IJ. 

T(jute  somme  inférieure  s  est  supéiieure  ou  égale  à  m\ . 

Toute  somnu'  supérieure  S  est  infc'-ricure  ou  égale  à  MV. 

Ln  premier  partage  étant  efl'ectué,  cllectuons-en  un  second  en  sub- 
divisant ehaeun  des  domaines  partiels  du  premier.  ÎSous  dirons  que  le 
second  partage  est  consécutif  au  premier.  Pour  former  la  somme  in- 
férieure .v'  relati\e  à  ce  partage,  il  faut  remplacer  chaque  terme  //?/r/ 
de  s  par  un  ensemble  de  teruies  dont  la  somme  est  au  moins  égale 
à  /?«/(',,  car  mi  et  r,  jouent,  par  lapport  à  ces  termes,  le  même  rôle 
que  ///  el  V    {)ar  ra|)piu-l  à  s.  (  )n  a  donc 


On  reconnaît  de  même  que  Ion  a 

S  5  S'. 

Il  résulte  de  là  (pie  toute  souiiue  supérieure  S  dun  partage  quel- 
conque P  est  supérieure  ou  égale  à   toute  somme   inférieure  s'  d'un 


l88       CHMMTIli;    m.    —    AI'IM.ICVTIONS    KT    KXTKNSIONS    I)F,    I,A    notion    DINTKt.RAI.F.. 

partage  I*'.  Prenons  en  ellel  un  Iroisièine  |t;irlage  P"  oonséciillf  à  P  et 
à  P'  (il  siiflil  pour  cela  de  prendre  de  toiiles  les  manières  possibles 
le  d(»niaine  commun  à  un  domaine  partiel  (pielconque  de  P  et  à  un 
diuii.iiiu'  partiel  (pieleonipie  de  P).  Soient  S"  et  .v"  les  sommes  relatives 
i{  ce  troisième  partage.  On  a.  d  après  ce  <pii  précède, 

S  ^  S".         S"  ;:  s' .         s"  i.'  s', 
d'où 

Se,  s'. 

On  peut  trouver  une  somme  supérieure  et  une  somme  inférieure 
dillérant  d'aussi  peu  cpie  l'on  veut.  En  elTet,  soit  c  >•  o.  Il  lui  corres- 
pond a  >  o  tel  que,  sous  les  conditions 

\.r—x'\<7.,         \y—y\<^,  Is  — -3'|<a, 

on  a,  dans  tout  le  domaine. 

\f(x.r,z^-/{x',y,z')\<z. 

Si  l'on  edectue  dans  le  domaine  donné  un  |)artage  tel  que  tout  do- 
maine partiel  soit  contenu  dans  un  cube  d'arêtes  parallèles  aux  axes 
et  de  côtt'  plus  petit  que  a,  dans  chacun  de  ces  domaines  partiels,  les 
nombres  ////  et  M,  dilVèrent  de  moins  de  t.  Or  on  a 

S  —  *  —  ^  '  *^''  —  '"')  ^i- 
On  aura  donc 

eV. 


!'■' 


et  îV  peut  être  rendu  aussi  petit  que  l'on  veut. 

Il  résulte  de  ces  propriétés  que  les  deux  ensembles  de  nombi^es  S 
et  s  sont  tels  qu'il  y  a  un  nombre  déterminé  I,  qui  est  borne  supé- 
rieure des  s  et  borne  inférieure  des  S. 

Considéi'ons  alors  une  suite  de  jjartages  P,,  Pj,  . . .,  P^,  . . .  remplis- 
sant les  conditions  dej'énoncé.  Soient  S^  et  s/,  les  sommes  relatives 
au  partage  V/i.  La  ditlerence  S^  —  Sf,  tend  vers  zéro,  car,  en  choisis- 
sant un  nombre  positif  î,  et  en  déterminant  le  nombre  a  qui  lui  cor- 
respond d'après  la  loi  indiquée,  quand  h  dépasse  un  certain  entier, 
chaque  domaine  partiel  du  partage  P^  est  contenu  dans  un  cube  d'arêtes 
parallèles  aux  axes  et  de  côté  plus  petit  que  a.  On  a,  à  partir  de  ce 
rang, 

S,,—S/,<E  V. 

(^omme  z  est  arbitraire,  cela  veut  dire  que  S^  — s/i  tend  vers  zéro. 
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ColIlIIlL'  S/j  et  S/,  CdUljjrt'IlMCIlt  cutlf  eux  \r  IlOllllifc  I.  ils  Iflldcill  Ions 
deux  \t'i->  I.  I*;ir  siiilc,  hi  soniiiic  >  /  (  v,,y/,  ;/^.  v,,  (|iii  csl  r(»iii|iiisc 
entie  S/,  el  .v/,,  a  |i(tiii-  liniitr  l«'  inmiliir  I. 

177.    lietiiarijui's.  —    i"  iJc  l.i  <l»'linili<)ii  i\\-  I  n'snltc  |;i  doiihlc  Iné- 
f,'aliU' 

mV,    I    j    f  /<h-     MV. 

2"    Si  I  CM  paila^c  I)  en  ddlV'rcnls  ilomaiiK.'S   I),,  Dj,   ...,  JJ/,,  on  a 

.'     .'     ^1,  .'     .'     .    ,,^  ./     ./    .71, ,_ 

S    Si  Toi)  a 

/  =  a  'f  -H  A  -J/  —  .  .  .  -T-  r  0, 

C5,  'i/, h  étant  des  fonctions  «-ont innés  dans  le  domaine  D,  /7,  I).  . ..,  c 

des  constantes,  on  a 

•    Il  •  '     •        •    Il  ••'•!)  •        •  '     •    Il 

Kn  edet,  ces  intt''i;rales  sont  respectivement  les  limites  des  sommes 
2^  /i  -r,,  y,,  -=/  )  i'i-        2^  r  '  -^''1  y  h  ^i)  i'i-  ■■,        2  ^'  ^  ^'''  ■^^''^  -'■ -*  '''■' 

ohlcnucs  en  i^renanl  j)arlonl  dans  chaqiH-  noIhiiic  c,  je  même 
[joint  ./■/,  j7,  ;/;  on  a  entre  ces  sommes  une  relation  (jiii  donne  à  la 
limite  la  relation  que  nous  \oulons  établir. 

f\"  Si  dans  la  somme    >  /{xi^Vi^  :-i)i\  on  n(''j;li';e  certain.»,  leniies, 

la  somme  N  f(^x;,yi,Zi)Vi  obtenue  tend   encore  vers    /    /    j  fdv^ 

[j<jur\u  que  la  somme  des  volumes  des  domaines  partiels  correspon- 
dant aux  termes  néglif^és  tende  vers  zéro.  En  eUet,  soient  G  une  li- 
mite supérieure  du  module  de  /"et  y.  la  somme  des  xolumes  des  do- 
maines n<'<;lit;és,  on  a 

et.  si  a  tend  \ers  zéro,  on  a  bien 

limy'=liM.  V. 
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Si  l'on  ellecliie  par  exeniplc  un  carrelage  de  Tespace  de  cùlé  p,  et 
(luf  I  (tu  considrre.  an    lieu   de   la   somme    >  fi^'i  «'■leudiie  à  lous  les 

eulie?  itii  |»(irhi)ns  de  cubes  conteuu>  dans  IJ,  la  somme  ^  .A*'/ 
('•lendue  seulement  aux  cid)es  enlicremeul  contenus  dans  D,  cette 
somme    7    a   pour  limite,  (juand  z  tend  vers  zéro,  l'intégrale   triple 


/■/TA'- 


5"   Va\  laisant  /"^  i,  on  trouve 

178.  Evaluation  des  intégrales  triples.  —  Considérons  le  cas 
particulier  sui\ant  :  Le  domaine  \)  est  limité  ])ar  un  cylindre  C  de 
génératrices  parallèles  à  O^,  ayant  pour  base  dans  le  plan  des  xy  un 
domaine  A,  et  par  deux  plans  de  cotes  :;'  et  z-' .  La  fonction  /  est 
définie  en  tout  point  de  ce  cylindre  et  ne  dépend  que  de  z.  Je  dis 
c]ue  Ion  a.  dans  ce  cas, 


C) 


en  désignant  par  A  l'aire  du  domaine  A. 

En  eflét,  partageons  D  en  domaines  partiels,  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  des  xy  et  de  cotes 


et  par  des  plans  [)arallèles  à  O^,  |)arlageanl  A  en  aires  partielles 
quelconques.  7,.  -7.^.  ...,  7/,  ....  L'intégrale  simple  qui  entre  dans  le 
se('ond  membre  de  (  1)  est  la  limite  de  i.i  somme 


2^i'(^' 


i), 


M/  étant  la  borne  supérieure  de  y  dans  l'intervalle  (3/_i,  zi). 

L'intégrale  triple  qui  ligure  dans  la  formule  (1)  est  la  limite  de  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  le  volume  f  de  chaque 
domaine  |)artiel  de  D  par  la  borne  supérieure  de  y  dan?  ce  domaine. 
Or,  pour  tous  les  domaines  partiels  compris  entre  les  plans  de  cotes 
Zi_\  et  Zi.  la  borne  supérieure  de  /  est  M/.  A  ces  domaines  corres- 
pond donc  dans  la  somme  un  terme  qui  est  égal  à  leur  \olume  total 
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iii(ilti|jli(''  [)ar  M,.  I)  aillciiis  et*  xnliime  esl  <;eliii  <l  un  cylindre  de 
l(a>e  V  el  de  liaiileiii' (^  C/ — ^/_i).  Ainsi  le  preiuiiM'  membre  de  (  i  )  est 
la    liinile  de 

y    \  (  z,  —  -,_|  )  M,-  =  A   7  (  -/  —  ■=,    1  )  M/. 

l^a  toiinide  (i)  résulle  immédialemeal  de  ce  lail.  ()a  |)eiil  I  écrire 

/     /     ffi.r,_v.z)di=    f  fcl.rdy    C    f{T,y,z)rh. 
'       '       '    Il  •        •    A  •-^  ; ' 

C'est  ce  résultai  que  nous  allons  t'Iendie  au  cas  j^énéral. 

I7J).  Soil  un  tloniaine  \)  d(''lini  eoiiinie  il  siiil.  On  a  un  domaine 
plan  \  dans  le  plan  des  (X,  ji,  deux  fonctions  z  =  h'(x,r),  ;  =  (<(j",j'), 
définies  et  continues  dans  le  domaine  V  el  telles  en  outre  que  O'^  0. 
Le  domaine  1)  est  com|)ns  filtre  les  deux  stirlaces  S  et  S'  repré- 
sentées par  ces  équations  el  le  cylinilre  j)r(jietant  A.  Considérons  une 
fonction  fix.  y.  z)  définie  dans  le  domaine  1),  et  cherchons  à  éva- 
luer   /    I    I  /(.r,  j)%  z)fh-. 

Soit  s  >  o.  il  existe  un  nombre  a  >  o  \(''riliant  les  conditions  sui- 
vantes : 

1°   (  X,  jk),  (x',  y')  étant  deux  points  du  domaine   V.  les  inéi^alilés 

\x  —  x'\<.7.,       \y  —y'  \  <^ 
ent  rainent 

\H{x,y)  —  H(x',y)\  <£.  \n'ix,y)-(i'{x\y)\<z. 

>y  (-P,  JK'  ^)?  {^'jy'i  '-')  ^"13111  deux  points  du  domaim-  13,  les  iné- 
•ialités 

\x  —  x'\<!x,       \  y  —  y  \  <  ^,       ,-  —  •='  I  <  ^ 
enlrainent 

\f(x,y.  z)  —f{-Tr\y,  ^')  I  <  £. 

Cela  posé,  parla<;eons  A  en  domaiiio  parliel.N  7/ dont  chacun  soit 
contenu  dans  un  carré  de  cotés  |),irallrles  aux  axes  et  plu?  petits 
que  V..  Soit  ^Xi^yi)  un  point  de  la  région  7/.  La  droite  ayant  pour 
éipialions  ji-z=Xt^  ^r=  )'/  coupe  la  surface  S  :  :;  =  0(x,  y)  en  un 
|)oiiil  P,  de  cote  Zi  et  la  surface  S':  z  ==  0'  en  un  point  ()i  de  cote  z]. 
\p|)elon>  :  R,  la  portion  du  doiiiamc  I  )  coiiqxisc  dans  le  cvlindre 
lirojclant  t,  :  I\^  le  cvlindre  projetant  t/  el  limité  par  les  |)lans  de 
cotes  c.<,  z]\  K"  la  réi^ion  commune  à  R,  et  à  R^ .  A  cause  de  la  pre- 


19''        CIIAriTKK    III.     —     AI'I'I.K  ATIONS    KT    KXTF.NSIONS    Oli    I.A    NOTION     II  INTKOKALK. 

ini«'re  rt>n(litii>n  imposét*  à  a,  on  recoiiiniîl  (juc.  si  I  ou  mène  les  plans 
de  cotes  :■',  +  £  et  cj  —  £,  ;,-l-  £  et  :;, —  s,  le  cylindre  de  hase  s-/  com- 
pris entre  les  plans  extrêmes  -/+'  et  z,- — s  contient  Pi/  et  \i].  par 
suite  aussi  h."-:  le  cylindre  de  base  t,  compris  entre  les  plans  de 
cotes  z'  —  î  et  :-i-\-  z  est  contenu  dans  W,  cl  dans  R^ ,  par  suite  aussi 
dans  HJ. 

(  )i .  ces  deu\  cylindres  auxiliaires  ont  |)()iii'  dillcrence  de  vtdunie 
/{î'Ji.  Par  suite,  deux  (pielcon(jues  des  ddinalnes  R,,  R|,  RJ  ont  des 
volumes  qui  diU'èrent  de  moins  de  /|£t,. 

Prenons  alors  une  fonction  auxiliaire  'i  dclinie  dans  le  cylindre  R^ 
par  la  cdiidition  (r<Hre  en  tout  point  de  l\(^,  égaie  à /et  d'être  con- 
stante dans  tout  plan  parallèle  au  plan  des  xy.  On  constate,  d'après  la 
seconde  condition  imposée  à  a,  qu'en  tout  point  de  RJ,  où  les  fonc- 
tions /  et  '.^  se  trouvent  toutes  deux  définies,  on  a 

l/-cpl<£. 

Considérons  l'intégrale  I  I  f  'fdv.  Elle  rentre  dans  le  cas  parti- 
culier  examiné  au  n"  ITS,  et  1  on  a 


/     /     i    ^dv  =  Zii      f{xi,yi,z)dz. 

<'     ''     •    H,'  -'-, 


Nous  prendrons  cette  intégrale  comme  \aleur  approchée  de 

Evaluons  une  limite  supérieure  de  leur  différence.  Cette  dillerence 
est  jdus  petite  en  m(jdule  que  la  somme  des  modules  des  trois  diffé- 
rences suivantes  : 

ffXr""-ffXr''"- 

La  première  diflérenf^e  n'est  autre  que  l'intégrale   /    /    /  (/ — 'f)di^. 

Comme  on  a  \/ —  '.p  |  <;  î,  cette  intégrale  est  plus  petite  en  module 
(jue  îRJ  et  par  suite  que  sR/. 


;l 
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La   s<'(N)ii(l»'  (lillV-iciRC   ••>!    fil         ./'/*'•    I><"  «loiiKiiiic    l{;  —  IV^  a 

•  li,    li. 
un  MiliiMif  plus  |)i-til  ijuc    i  17,.  Soil  (  1  lu  lioriic  >ii|t(''ii<'iirc  du  uiodult- 
dey.  La  sec(jud<'  dill'cicncc  csL  plus  pt'hlc  eu  niodidc  que  .\e7i(i. 

Il  en  esl  de  nuMnc  poiif  la  liolsiiMuc.  car  on  a  |  C5  | '5  ^'  •'•  li" 
dduiainc   I\^ —  \\^  a    un    Xdlunic   |tlu>   |i(lil  (luc    jî.T,. 

La  soninje  des  modules  des  liois  dillerenees  esl  donc  |»lii>.  pclile 
que   c(^H/+  (ST/(i),  (le  sorte  iju  on  peut  «'•crire 

/     /     I  fth'^i,    I     f(xi,yi,z)dz  -\-T^i, 

avec  la  condilion 

Applnpions  ceci  à  cliinpic  domaine  paiMiel  R,  el  ajoulons  mendjre 
à  memin-e  les  relations  obtenues.  On  oKticnt 

^    I     I     lj-'f^-^y^,f"f(.r„y,,z)dz-^y^r„. 
Le  pi-cnnei   mcnd»te  de  celte  relation  est 

/./■./,/"•■ 

Lintégiale  simple  (|ui  (iji,ure  dans  le  second  membre  renferme 
connne  paranuHres  .//,  y,  el  esl  fonction  continue  de  ces  paramètres. 
Posons 

Û  (.>■,  y) 

Le  premier  terme  (lu  second  memhi-e  devient    7  7/'J/(.r/,j^,).  (^)uand 

la  loi  de  partai;e  \arie  de  manière  (pie  1.  tende  \t;rs  zc'ro,  celte  somnie 
a  pour  limite  l'intéj^rale  double  suivante 

/     /  't''  ■'•  J'  dx  ily. 
Lnlin  le  Icruic  couipb'inenlaue  ^  r,<  Icnd  \erszéro,  car  on  a 

2-0,<£(  V  +  SAG), 

el  e(V  +  8.\Gj  peut  (-tre  rendu  aussi  petil  (|ue  1  on  \eul. 

B.  ,x 
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l'iiiiileiiienl,  nous  a\oiis 

/     /     /  /tA=    /     f  <l{x,  y)cixdj, 

•        <        ♦    l>  •        •    A 

OU  »'ii  If iii[)la(;;iiil  •!/  par  sa  valeur 

/    /    I  fch-=  /         d.rdy  fdz. 

180.  Supposons  que  le  doniaiue  plan  A  soit  limité  par  deux 
droites  ji-  =  (i^  j  =^  b,  et  deux  courbes  i-:=a,  (i-),  j)'  =  Ao(j:), 
À,  et  )w  étant  lonctions  conlinues  de  x  dans  riuler\alle  (f/,  0),  avec  la 
condition  >v2>>)v,.  INous  pouvons  remplacer  l'intégrale  double  de  la 
formule  précédente  par  deux  intégrales  simples  successives,  et  écrire 

/     /    //.A-  /     dx  dy  /  f{x,y,z)dz. 

L'ensemble  des  deux  dernières  intégrales  simples  constitue  1  inté- 
grale double  de  f  étendue  à  la  section  du  domaine  D  par  le  plan 
dabscisse  x.  De  sorte  qu'en  désignant  par  <I>(.r)  cette  intégrale 
double,  on  a 

/    /    f  f^f^'=  /     ^{^)dx, 

ce  qui  donne  une  nouxelle  manière  d'évaluer  l'intégrale. 

181.  Changement  de  variables  dans  i intégrale  trijde.  —  J£lu- 
dions  d'abord  le  cas  du  changement  de  \arial)les  linéaire.  Consi(l(''- 
rons  la  transformation  définie  par  les  formules 

X  ^^  au  -+■  bv  -i-  cw  -\-  </, 
y  =  a'  u  -r-  b'  V  -^  c'  w  -^  d\ 
z  =  a"  u  —  b"  V  -!-  c"  IV  -I-  d" , 


en  supposant  remplie  la  condition 


0  = 


a      h       c 

a'     b'     c' 
a"      b"      c 


^o. 


Ce  changement  de  \ariables  définit,  au  point  de  vue  de  la  (jéo- 
métrie  analvtique.  une  transformatnju  homographique  d  espace  à 
espace.  Si  le  point  (m,  r,  iv)  décrit  un  segment  de  droite,  le 
point  (jf,  y,  :;)  décrit  aussi  un  segment  de  droite.   A  deux  segments 
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])ar;ill<les  clériils  par  le  point  [u.  f,  iv)  (•ori('>p()ii(lri)l  deux  segments 
[)arallèlcs  (l(''f'ril>  pai'  le  poiiil  (  .r,  y,  Z).  A  un  ti'l  laèdi'e  (-n  (//,  t',  wj 
correspond  lui  tt-traèdi-e  en  [x,  y,  :■);  le  rappoil  de  son  \oliuiie  au 
volume  du  premier  est  |  \)   . 

(Jn  en  conclut  qu  a  tout  domaine  en  ( //,  v,  w)  correspond  un 
«lomaine  en  (.r,  y,  z)  dont  le  rapj)orl  du  volume  au  \(diiiiic  du  pre- 
mier est  |D|.  Partant  de  là,  on  peut  élahlir,  comme  on  la  lait  pour 
rinlégrale  douhic  i  n"  l()l  ),  la  formule  du  changement  de  variables 
«lans  le  ca>  d  une  Iraiisformalion  Inuaire  : 

/     /     I  /[  x,  y,  z  )  civ  —  I     I     I  f\  au  ^n  ùi>  ^  civ  ^  d,  ...)  \  D  \  du  dv  du>, 
r  étant  le  domaine   en    (//,  i\  iv)   corres|)ondant    au    domaine  l\   en 

18-i.  Passons  mainlenanl  au  cas  général  el  |)laçons-nous  dans  les 
conditions  sui\anles  : 

I"  On  a  entre  deux  svslèmes  de  \ariahles  [x,  y,  c),  (m,  v,  w)  une 
tiansloiination  définie  par  les  formules 

j-  =  G(  ;/.  t»,  l^'  ),  y  =  '^(  ".  ^1  '^'  ).  Z  ^  y  (  u.  i>.  w  ), 

'^,  •!>,  y  étant  lonclions  continues  lorsque  (t,  c,  w  varient  respecti\e- 
ment  tlans  des  intervalles  (a,  [j  ),  (a',  [ii'),  (a",  p"),  de  sorte  que  le 
j)oint  I  «,  V,  iv)  |jeut  prendre  toutes  les  positions  à  l'intérieur  d'un 
(^erlain  cliamp  A.  On  suppose  (pie,  |)Our  deux  positions  dillerentes 
de  (  «,  c,  «' ).  le  |)Oint  (./■,>',  z)  prend  deux  |)osilions  dillerentes.  Si 
l'on  donne  à  (\eu\^  des  variables  u.  i',  u'  des  valeurs  ii\es  et  qu'on 
fasse  varier  la  troisième,  «'  par  exemple,  dans  son  intervalle  (a",  ^3"), 
(.r,  y,  :;  )  décrit  un  arc  de  courbe.  Si  une  autre  des  variables,  v  par 
exemple,  varie  dans  son  intervalle  (a',  3'),  cet  arc  décrit  un  morceau 
de  surface.  Enfin,  si  a  varie  dans  son  inter\alle  (a,  ,3),  ce  morceau 
de  surface  l)alave  une  certaine  région  de  l'espace.  Celte  région  a 
pour  frontière  l'ensemble  des  six  sui faces  coirespondaiit  aux  six  faces 
du  parallélépipède  A.  D'une  manière  gém-rale,  à  un  paralb-lépipède  C 
contenu  dans  A  el  obtenu  en  faisant  varier  u  de  Wo  i'  '^ii  ''  de  t'o  à  r,, 
iv  de  (\'o  à  iv,  corres|)ond  une  région  K  dont  la  frontière  est  constituée 
|)ar  les  morceaux  de  surfaces  correspondant  aux  faces  île  G. 

■j,"  Les  fonctions  -s.  •!>.  y  ont  des  (b'-rivi'es  parlicdles  toutes  conti- 
nues dans  le  cliamp  A. 

3"    Le  délerminaiil  iouclioiiiiel  I)  de  ./■,  >•,  r-  |)ar  rapjiort  à  u,  c,  M', 
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qui  est  ionclldn  coiitimir  tlaprrs  la  seconde  oondilion,  naUeinl  en 
aucun  iioinl  île  A  la  valeurzéro.  Il  en  résulle  (]u"il  garde  un  signe 
constant. 

Cela  étant,  ediisid»  rtnis  dans  le  eliaiii|)  A  un  cuhe  C  dont  un 
sonimel  a  est  le  |)(>int  (  U(^,  to'  ''o  ^  '^^  trois  sommets  voisins  />,  r,  d 
étant  obtenus  en  ajoutant  3  successi\ement  à  eliaeune  des  coordon- 
nées w,  e,  w.  Soil  (^w,  e,  (v)  un  point  de  ce  cube,  les  valeurs  corres- 
pondantes de  x^  y,  z  sont  données  par  les  l'ormides  • 

à-^        ,      ,        , 

T  =  9(  i/o,    «"O,    <«'0  1-^1"  ".I  j-j-iU  ,V  ,W   ) 

ftv  fhv 

{u',  e',  iv')  étant  un  |)oint  de  C.  Pour  a\()ir  r  et  c,  il  suffit  de  rem- 
placer '.p  par  'l  et  y. 

Si  0  tend  \ers  zéro,  les  valeurs  des  dérivées  qui  entrent  dans  ces 
expressions  tendent  vers  les  valeurs  qu'elles  ont  au  point  a.  A  tout 
nombre  positif  s  correspond  un  nombre  |)ositif  a,  tel  que,  lorsque  p 
est  plus  petit  tjue  a.  les  \aleurs  des  neuf  dérivées  en  tout  point  du 
cube  ditlèrent  de  leurs  valenrs  en  a  de  moins  de  £. 

Soient  — ^  )  — =^  j   •••  les  \aleurs  des  dérivées  en  a.  Posons 

d(ç>  d'^  do 

J=:  o(U„.   Vo,    W„  )  -^  (u  —  Uo  )  —^    ^  (  l>  —  V»  )  -^   -^  t  W  —  «'o  )  — 7"  > 
'  "Wl)  '"^0  C/lVo 

et  désignons  par  r,  et  v  les  expressions  analogues  (d)tenues  en  rem- 
plaçant dans  ç  la  fonction  cp  par  -1/  el  y.  Considf'rons  le  point  de 
coordonnées  ç,  fj,  Z^  on  a 

|[a-  —  ;  I  <  î(  «  —  Uo)  —  i(v  —  Vq)  -h  =(  iv  —  w„)  <  "iep 
et  des  inégalités  analogues  pour  ;  r  —  '^i  i,  \  z  —  ^  |,  d'où  résulte  : 
Distance  de  (  ^,  JK,  ^ )  à  (  ^,  r^,  ^  )  <9£p. 

Donc  (en  mettant  s  à  la  place  de  (>î),  étant  donné  3  >  o,  c/è.y 
ç'Me  c,  est  plus  petit  qu'  un  certain  nombre  y.^  les  deux  points  {x^y^  z), 
(ç,  r,,  ^),  correspondant  à  un  même  système  de  valeurs  de  u,  (^,  «', 
ont  une  distance  plus  petite  que  ep. 

D'ailleurs,  comme  ç,  r,,  ^  sont  linc'-aires  en  u^  t»,  «',  quand  le 
point  (w,  i^,  tt')  prend  toutes  les  positions  possibles  dans  le  cube  G, 

le  point  (ç,  r,,  ^;  décrit  un  parallélépipède  P  de  sommets  A'B'C'D' 

Déterminons  ses  éléments.  Son  volume  est  p"'  |Do  |,  D„  étant  la  valeur 
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<l<'  l>  ;iii  |)i)iiii  ( //„,  i'o,  tv„).   lMiilii(m>  iiiic  lliiiilc  supérieure  de  A'H', 
(|iii  rorrespoiul  i"i  ni).  On  a.  ((nimic  ;iu  n  '  10^. 

OUfi 
ri(B')-r.(A')=p^, 

<1   OÙ 

A' B' = ,0 . /(^yTT^^rTT^' . 

'    \/      VJMo/  \t^«0/  \OuJ 

[*our  avoir  A'C  et  A' IJ',  il  >iillil  (l(;  reiiiplacci"  (l^^  |)ar  r„  el  (Vy. 
Soit  G  une  borne  supérieure  dans  le  doniaiiie  A  des  (juatre  fonc- 
tions continues  suivantes  : 


v/SO' 


VMf'    Vl^^î^     '^ 


Cliaque  coté  du  parallélépipède  P  est  plus  p(;tit  que  Go.  Par  suite, 
chaque  face  a  une  aire  moindre  que  G-p-  et  comme  on  a,  li  étant  la 
hauteur  relative  à  la  face  A'B'C', 


aire  A'  B'C 


Do 


il  en  résulte  que  cette  hauteur  est  plus  grande  que  ^77^"'  f'U  encore 
que  p  .^'  f^  étant  la  home  inférieure  (positive)  de  Y)  dans  le  do- 
maine A. 

Cela   étant,   assujettissons-nous    à    prendre    s  <<  -  ^ ,   c'est-à-dire 

2£s<;  0,4^-  Menons  parallèlement  au   |)lan  de  chaque  face  de  P,  de 

part  et  d'autre  de  cette  face,  un  plan  distant  de  cette  face  de  îo. 
D'après  le  choix  de  $,  ces  plans  déterminent  à  l'intérieur  de  P  un 
parallélépipède  P),  en  dehors  des  régions  comprises  entre  les  plans 
parallèles  précédents.  Soit  P^.  le  paralh-h'-pipède  formé  par  les  plans 
extérieurs.  Le  point  [x.,  \%  z)  correspondant  à  un  point  (m,  v,  w)  du 
cube  G  décrit  une  région  K,  dont  la  frontière  est  formée  par  les  mor- 
ceaux de  surfaces  correspondant  aux  faces  du  cuhc  G.  La  distance 
d'un  point  {x,y^  2)  au  point  (;,  r,,  ^)  correspondant  étant  plus  petite 
que  sp,  le  morceau  de  surface  correspondant  à  la  face  abc^  par  exemple, 
est  compris  entre  les  deux  plans  menés  parallèlement  à  A' B'C  à  la 
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distance  îz  :  il  en  est  de  même  pour  les  au  1res  faces.  Donc  R  con- 
tient P,  et  est  contenu  diins  l*o,  d'où 

|R_I>|<P,_1>,. 

P_, —  I',  est    constitué    par  six   |)olyèdres,   dont    chacun   a    pour  hase 
méthant^  une  face  de  I*  et  pour  hauteur  asp.  On  a  donc 

Pi—  Pi  <  I  .>.£?r72p2: 

i:i.  sCi-  peut  être  pris  aussi  petit  (pie  Ton  peut,  de  sorte  (jue  Ton  peut 
écrire 

(I)  R    =   p3  1  |)„  I    -t-   T,ip3, 

la   horne  su|)érieure   des  nomhres  r,,   pour  tous  les  cuhes  de  coté  o 
étant  un  nomhre  tpii  tend  vers  o  avec  o. 

183.  Cela  posé,  considérons  l'intégrale  triple  d'une  ibnction  J" 
étendue  à  un  domaine  A  de  l'espace  en  (je,  y,  :■).  A  ce  domaine  cor- 
respond, par  le  changement  de  variahles  défini  précédemment,  un 
domaine  a  en  [u,  c,  iv).  Posons 

/'I  'i(  «,  c,  w),  'l>{  II,  V,  iv),  '/( u,  c,  w)\  =  F(  II,  c,  w). 

Soit  {jCqj  yoi  ^o)  le  point  qui  correspond  à  («o:  ^\)->  '^'i>)  de  a.  Effec- 
tuons dans  l'espace  [u,  c,  iv)  un  carrelage  de  côté  o  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  de  coordonnées.  A  un  cuhe  du  carrelage  contenu 
entièrement  dans  a  et  dont  I  un  des  sommets  est  le  point  (uq,  r„,  (v^) 
correspond  dans  l'espace  (x,y,  z)  une  région  Pi  et  ion  a  la  formule 

R  =  p3iD,  |-^r.,p\ 
d"où 

/(•^o,  Ju,  -o)  li  =  F(  Mo,  ^'.l,  iv„)p'^  1  I>«  I  +  F("o,  l'a,  "f'o)  p^'/;!- 

Vjoulons  memhre  à  memhre  les  écpiations  analogues  relatives  à  tous 
les  cuhes  entièrement  contenus  dans  a.  On  a 

Faisons   tendre   p   vers  zéro.  Le  premier  terme   du   second  memhre 
tend  vers 


/     /     /  F(  //.  v,  iv)\D  \  du  dv  dw. 
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I^e  proiuicr  lucinhic!  Iriul  Ncrs 

c';»r  la  sdimiM'  (1rs  Ici-iiics   iK-j^li^cs  dans   ^  /(,/•,  j^,  C)  Il   Icad    \cis  o. 

Kn  cllci,  le  voliiiMc  total  des  portions  de  \  relali\es  à  ces  termes 
néj^li^és  c<)rres|)(»nd  an  volume  n<''^lij;(''  dans  le  domain<'  d  et  le 
rappr)rl  du  priîmier  volume  au  second  csi  iidV-iicur  à  II  -h  Yj,  Il  <';laat 
une  i)orne  supérieure  de  |D|  et  r\  une  horne  supérieure  de  l'^iil- 
Comme  le  second  volume  tend  vers  o,  il  en  est  de  même  du  premier; 

[)ar   suite,     7    /"(./•„,  r,,,  ^„  )Pv    tend    hien    \crs   /  f    f  /''A'-  <^>iiant  au 

terme  coiiiiiltMiicntaii-e  N  l^^i ''(».  '^i- 'l'o  >p  ' /■,  1  <  il  <'st  plus  petit  en  va- 
leur absolue  (jue  T^.aAT,  (i  étant  une  hoiiie  supérieure  de  ]  F(^^,  t»,  iv)\. 
Ce  terme  tend  vers  zéro  avec  0  et  Ton  a  finalement  la  formule 

/      f  f  /^  ■''  .''^  -  '  ^^  '^y  d^  =  f    f     f  '*'(  ".  i',iv)\D\  du  dv  dw. 

Si    Ton  fait   /=i,  la  |)remière   intégrale  représente  le  volume  du 
domaine    \  et  l'on  a 


-ILb 


n  i  du  dv  div. 


Soient  M  et  m  les  bornes  de     D|.  L'intét^rale  du  second  membre  est 
comprise  entre  Ma  et  /««,  de  sorte  (|ue  Ton  a 

m<-  ÎM. 
a 

Si  A  devient  inlinimenl  petit  dans  toutes  ses  dimensions,  en  ne  ces- 
sant pas  de  (contenir  un  point  délermiiK'  (Xo^  y»,  ^0)1  ^f-  devient  aussi 

inliniinenl    petit    dans    toutes   ses    diinensioiis,    et    le    ra|)port  —  tend, 

il'a|)rès  ce  (pii  |)r<';eède,  vers  le  module  de  I).  pris  au  point  considéré. 

18 i.  (jomme  exein|)le  de  clianj^einent  de  \ariables,  passons  des 
coordonnées  cartésiennes  x^  y,  z  aux  coordonnées  semi-polaires  /•, 
'■i.  z'  au  moyen  des  loriiiiiles 

^=:rci)stp,        ^  =  /'siii'^,         z=^z'. 
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Oïl  (Inii  itMnpIartM-  1\''U''iii(miI  dillV-rentiel  d.rdydz  \y.\r 
I  D(  r.  Y-  -) 


i  1^'% 


dr  d':.  dz\ 


Of-r,  y.  z) 
D(/\  o,  z  I 


(•0S9  ^in<^       G 

-  /■  sin  <p     /•  costp     o 

o  o  I 


l/élénienl  difîeronliel  nouveau  est  v  dr  d'^  <lz' .  Toutefois  la  Iransfor- 
uialion  définie  par  les  formules  précédentes  n'établit  j)as  une  corres- 
pondante parfaite,  point  par  point,  entre  {x^y^  z)  et  (/•,  cp,  z'\  L'axe 
des  :;  et  le  denii-|)lan  xoz  sont  singuliers  dans  la  transformation. 
Pour  lever  la  difficulté,  il  suffit  d'écarter  pour  un  instant  la  portion 
du  domaine  a  comprise  entre  les  plans  -j  ^  o  et  '^^i^.t: — s  et  de 
prendre,  lorsque  e  tend  vers  zéro,  la  limite  vers  laquelle  tend  le  résul- 
tat obtenu  pour  ce  domaine  réduit.  On  reconnaît  ainsi  que  la  formule 
subsiste. 

[^assons  maintenant  des  coordonnées  semi-polaires  aux  coordon- 
nées polaires  p,  &,  'J  par  les  formules 


/■  =  p  sin  0, 


;'  =  0  CUsO, 


?  =  ? 


On  a,  en  considérant  les  deux  systèmes  {x,  y^  5),  (p,  ^,  w'), 

\)(x,  y^  z)  _Yi(x,  y,  Z)    D(/-.  (s,«') 
D(p,  6,©')  ~"  D(r,  et,  s')"D(p,  6,  cp')" 

Le  premier  déterminant  du  second  membre  est  /■  ou  0  sin^.  Evaluons 

le  second, 

sinb        s  co!i6       o 
DC/\  ».  z') 


D(p,  6, '^') 


o  o  i 

cosO     —  0  sin  0     o 


L'élément  différenliel  de  l'intégrale  triple  en  coordonnées  polaires 
est  donc  z-  sinh  dp  dh  d-f.  On  lè\e.  comme  précédemment,  les  diffi- 
cultés relatives  aux  singularités  de  la  transformation. 


I80.  Applications  des  intégrales  triples.  —  1"  Centre  de  gra- 
vité. —  Un  corps  est  dit  homogène  si  la  masse  d'une  portion  quel- 
conque est  au  volume  de  cette  portion  dans  un  rapport  constant.  Ce 
rapport  constant  a  est  dit  la  densité  du  corps.  Rapportons  celui-ci  à 
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Irois  iixcs  i('(lanj;iil;iii'«'s  ".f):..  Sa  masse  M  est 


M  =  ij.  f  f  I  ,1.,  dydz 


Si  le  coi'iis  u'csl  |>a>  li(iiiiii^rnc.  non-  iiimi>  placcM'ons  dans  les  cotidi- 
tidiis  où  il  V  a  iiMc  (ifii>il(''  eu  cliafinr  poiiil.  (!lela  revient  à  admettre 
fjift'tanl  «loniK-  un  point  (^./•o,j'o,  :;„  )  du  (-orps,  si  Ion  considère  une 
portion  du  corps  conlenani  '  ./„,  .)'o.  ^o  ),  '("  ra[)porl  de  la  masse  de 
cette  portion  à  son  \oliimc  lend,  lorsque  cette  portion  de\ienl  inli- 
niment  petite  dans  loules  ses  dimensions,  \ers  un  nomhre  déter- 
miné '0..  C^e  nomhre  y.,  (pii  est  fonction  de  x^y\  ^,  est  dit  la  densité 
en  ce  |)oint.  La  nias>e  du  corps  esl 


AI  =  /     /     /    iJK  .r,  j',  j)  dx  dy 


dz. 


Le  ci'iilre  de  ^fiavitr  du  cor|)s  est  un  |)oint  tel  (pie  la  somme  des 
moments  ))ar  rapport  à  un  plan  des  masses  des  dillerenls  points  du 
corps  esl  égale  au  moment  par  rapport  au  même  plan  de  la  masse  du 
corps  supposée  concentrée  an  centre  de  gravité. 

Soient  ;.  y,.  !^  les  coordonnées  du  centre  de  gra\ité.  l^renons  les 
moments  par  rapjtort  au  plan  des  yz  par  (exemple.  Soil  /??,  la  masse 
dun   volume   élémentaire  du  corps,  entourant   le   point  (.f/,  1'/,  :;,). 

Consid(''rons  la  somme  ^.r,, /??,;  elle  a    pour  limite    /  /    /  .r|j.  r/iet 

représente  la  somme  des  moments  des  eh-inents  du  corps  par  rapport 
au  plan^:;.  (  )n  doit  avoir 

\  \    \    /   ;J-  dx  df  dz  =^  I    I    I   [xx  dx  dy  dz. 

(  )n  a  pour  t,  et  "^  des  expressions  analogues. 

"2"  Uonient  d'inertie.  —  Soient  un  axe  A  cl  un  système  de 
points  M/,  à  chacun  desquels  est  attachée  une  niasse  m,.  Soit  encore  ri 
la  distance  <\u  point  M/  à  A.  On  appelle  moment  d'inertie  du  système 

de  points  par  rapport  à  Taxe,  la  somme  2,'^^if'j ■  ^  '^  s'agit  d  un  corps 

continu    \,  cette  somme  doit  être  remplacée  par 

I    f    I   IJ-f"'  dx  dy  dz, 
iji  élanl  la  densité  au  point  (/'jj',  -),  /'  la  distance  de  ce  point  à  l'axe. 
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IS().  (  )ii  ilt'nionlre.  (M)iniiic  [xtiir  les  inlégralos  doubles,  que,  si  la 
fonction  /.  dont  on  prend  rinl(''i;rale  triple,  dépeml  de  paraniTtres  a, 
3.  ...  et  est  lonelion  eonlinne  |)ar  rapport  à  If-nsenihle  <le  toutes  les 
variables  .r.  y,  z,  a,  3,  ....  rintéi;rale  triple  est  fonction  continue 
des  diflérents  paramètres.  Si  f  a  une  d«^rivée  par  rapport  à  un  para- 
mètre X,  continue  par  rapj)orl  à  l'ensemble  .r,  v,  ^,  x,  l'intés^rale  triple 
a.  par  rapport  à  ce  paramètre,  une  d<''ri\('e  qu'on  obtient  en  rempla- 
çant sous  le  signe    /    /    /    la  fonction  /  par  -=-• 

De  même  qu'on  a  pu,  dans  certains  cas,  étendre  les  notions  d'inlé- 
j;r.ile  simple  et  d'intégrale  double  à  des  champs  mliins  ou  à  des 
champs  bornés,  contenant  des  valeurs  où  la  fonction  /'devient  infinie, 
de  même  on  pourra  faire  cette  extension  pour  les  intégrales  triples. 


VI.  —  Aire  d'une  surface  courbe. 

1S7.  Considérons  une  surface  définie  dans  les  conditions  sui- 
\autes  : 

i"  Les  coordonnées  X,  K,  :;  d'un  point  de  la  surface  sont  données 
par  les  formules 

X  =^  /{u,  v),        y  =  -^i  u,v),         z  =  'Ifi  u,  v), 

les  fonctions  y,  'j,  'l  étant  définies  et  continues   pour  tout   point  du 
champ  A  du  pian  des  (ii,  i^) 

Si  u  reçoit  une  \aleur  déterminée  de  l'intervalle  (a,  [i),  c  étant 
variable,  le  point  (x-,y^  z)  correspondant  décrit  dans  l'espace  un 
aie  de  courbe  Co-  (!)uand  a  varie  à  son  tour,  Co  décrit  une  surface  S. 
A  deux  points  (  «,  c)  distincts  de  A  correspondent  deux  |)oints  [■£',  y-,  :■) 
distincts.  La  surface  ^  peut  être  aussi  engendré-e  par  le  déplace- 
ment de  l'arc  de  courbe  ^'i=const.,  u  variable,  lorscjue  la  constante 
varie  dans  I  intervalle  (a',  [i'). 

2"  y,  '.5,  'i*  ont  des  dérivées  partielles  continues  par  rapport  à  l'en- 
semble des  variables  u,  k>  dans  le  champ  A. 

3"  Les  déterminants  fonctionnels 

D(  y,  z)  l>(z,x)  D(j-,.)-) 
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fini,  il  ;i[)rr^  I  li\  |)(itlif>c  pn  rt'drnlc.  -ionl  l(  »nct  n  ui-^  roiiliiiiH-;  (hiiis  le 
(liiiitip  A,  ne  sont  jamais  mils  siiiiiillanéiiieiil. 

(>ela  posé,  on  rcconnaîl  (pià  tin  (loinainc  |)lan  V  conlcnii  il.iiis  A 
correspond  une  siirrac(!  S,  portion  (!<■  la  surface  S.  Nous  allons 
clierclier  à  douncr  un  sens  à  la  notion  iVuirc  de  la  suifacr  S. 

Kllrcliions  dans  le  |)lan  des  («.  c  ),  par  des  paraiirU'S  aux  axes,  un 
carrelai;»'  de  vCAv  o.  Prenons  un  des  carrés  olilenus;  soient  «,  ^,  c, 
(l  ses  sommets,  d,  h.  r  avant  les  coordonnées 

(//.  i"  )  étant  un  point  de  ce  carn-,  ou  a 

Of      ,     ,  <Jf      ,     . 

X  =    h  U,V)  =   /{Un,l'o)-~(H  —  Ut^)-^{  If  ,  V   )  ^  (  V  —  Vn  )  -j-  (  Il  ,  V   ), 


Ou 


f)V 


(w',  c')  t'ianl,  lui  aussi,  un  point  du  carré.  On  a  des  expression>  ana- 
logues pourjK  fl  '-^  '"'^  iem|)iaçanl   /  par  '^  et  'j. 

A  cause  de  la  continuité  des  six  dérivées  partielles  de  J\  es,  -L, 
à  £  >>  o  on  peut  faire  correspondre  o  >>  o  tel  que,  si  o  <;  o,  les  valeurs 
de  ces  dérivées  en  un  point  quelconque  du  carré  dilï'èrenl  de  leurs 
\aleurs  eu  (i  de  m(jins  de  t.  Cela  posé,  consid('rons  les  trois  (pian- 
tilt'>  ;.  r,.  Z.  (h'dnies  par  le>  formules 

'V  'Y 

OUn  '>fo 

On  a,  d  après  ce  (pu  précède, 


d  où  résulte 


la-  —  ^|<  £(«  —  «„>  -^  Efp  ~  t^oX  'i^p 
I J'  —  'O  I  <  ■'- -?^         I  2  —  r  I  <  •-'.  tp, 

(li-taiice  (  J",    >-,  :;  j    à   (  ;,   r,,  ^j  <«i£p. 


et  cela  des  (|ue  o  est  plus  petit  (|u  nue  (crtaiiic  salciir  o. 

(^uand  (//,  i-)  prend  toutes  les  positions  dans  le  carré  a^c<:/,  (ç,  r,,  ^) 
décrit  dans  l'espace  un  paralléloj^ramme  Pde  sommets  A'B'C'D'  et  Ion 
a  C(jmme  précédemment  (n"^  l()!2,  IH"!) 


9,0/|       CIIAI'ITRK    m.    —    APPLICATIONS    ET    KXTKNSIONS    I)K    r,A    NOTION    n'iNTKGRAI.E. 

d'où 

L.iire  de  l^  est  (■i;ale  à  la  racine  carrée  de  la  somme  des  carrés  des 
aires  de  ses  projections  sur  les  trois  plans  de  coordonnées.  La  pro- 
jection Pf  de  P  sur  le  plan  des  xy.  par  exemple,  est  le  parallélo- 
gramme décrit  par  le  point  ;.  t,  du  plan  des  xy,  et  Ion  a 


'    \D(u.v}\       '^ 


Pos( 


t)(x,  y  ) 


H(//.  «■  I 


\^    [  Du/,  vt 


\  D(u.  v)\    ~  [  \y{u.v)\ 


Laire  de  P  est  donnée  par  la  formule 

Soit  G  une  limite  suj)érieure  des  fonctions  suivantes  : 


v/ÏW'   \^W^ 


<^fv 


H. 


Soit  g  une  limite  inférieure  posiliKC  de  H,  qui  est  continu  et  tou- 
jours positif,  d'après  l'hypothèse  3".  On  a 

A'B'<Gp.        A'C'<Gp. 
E\aluons  une  limite  inférieure  des  hauteurs  de  P.  On  a 

,.  ./r^,       ,-.,r.        aire  de  F        W^o-  g 

distance  A'  B    a  G  D'  =  — tt-;ti—  >  -^  >  '-  —• 
A  B  Gp         ■    G 

Prévenons  au  point  (x,  y^  z)  correspondant  à  (a,  v).  Quand  (m,  v) 
décrit  le  carré  abcd^  {x,  y,  z)  décrit  dans  resy)ace  un  morceau  de 
surface  ABCD.  On  est  conduit  à  considérer  le  parallélogramme  P 
comme  représentant  ce  morceau  de  surface  aicc  une  approxi- 
mation d'autant  plus  grande  que  i  est  plus  petit .  Nous  constatons 
en  eliet  que  les  cotés  et  les  hauteurs  de  P  sont  de  Tordre  de  s,  tandis 
que  la  distance  d'un  point  de  P  au  point  correspondant  de  S  est  plus 
petite  que  fiso. 

La  somme  des  aires  des  parallélof^rammes  P  correspondant  à  tous 
les  carrés  ahcd  entièrement  contenus  dans  le  domaine  F  a  pour  limite, 
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(jiiiind  p  It'iid  \<T.s  zéro,  I  niU}';ialf,'  <loiil)|c 

I  —    /     /   Il  (  a.  i  )  du  dv. 

C  esl  ce  noinhri'  I  tfai'  nous  (if}pidl('i(jiis  Inin'  'la  la  portion  de  sur- 
ffice  S.  Nous  allons,  |)oiir  pri-ciser  celle  nolion,  «liiinmlrer  deux  pro- 
priélr-s  (|ui  caract<;risenl  le  aoiuhre  I. 

188.  Nous  dirons  fju'une  surface  S,  est  image  d'une  surlace  $  si 
l'on  peul  •'•laMir  enlre  les  poinls  de  S  et  ceux  de  S,  une  correspon- 
dance récipnjque  remplissant  les  conditions  suivantes  :  quand  un  p(Hnt 
de  S  déciil  un  arc  de  coiirhr  L.  le  p(jint  corres|)Ondant  de  S,  décrit 
un  arc  de  courhe  L,.  Si  le  |)reiiiierne  passe  pas  deux  l'ois  par  la  même 
position,  il  en  est  de  même  du  second.  Si  L  décrit  un  morceau  de 
surlace  sans  passer  fleux  fois  pai-  la  même  |)i)silioi).  L,  df'-cril  de  la 
même  manière  un  morceau  de  surface  sans  passer  deux  fois  par  la 
même  |>osilion.  l.n  <laulies  iiMiues.  on  supjiose  que  les  deux  sur- 
faces se  correspondent  au  point  de  vue  de  la  géométrie  de 
situation.  Par  exemple,  dans  les  livpollièso  pn';cédentes,  le  domaine  1" 
du  |)lan  des  {u.  V)  est  image  de  S:  le  carrt-  abcd.,  le  morceau  de  sur- 
face AB('>D  et  le  parallélof^ramme  V'B'C'D'  sont  trois  surfaces  qui 
sonl  deux  à  deux  imaj;es  l'une  de  l'autre. 

Nous  dirons  !qu'une  surface  S,,  supjxjsée  image  de  S,  est  appro- 
chée de  'S  à  t  près  si  l'on  peut  ('lablir  entre  les  deux  surfaces  une 
correspondance  dans  les  conditions  précédentes,  la  distance  de  deux 
points  correspondants  étant  piu>  petite  que  t.  Par  exeinple.  dans  ce 
(|ui  jjrécède,  le  morceau  de  surface  AHClJa  |)Our  image  ajiprocliée 
à  6cO  près  le  parallélogramme  A'B'C'D'.  \ous  allons  chercher  à 
définir  des  surfaces  polygonales  de  plus  en  plus  approchées 
de  S.  Nous  étendrons  le  sens  du  mot  sur/ace  /lolygonale  en  l'appli- 
quant à  toute  surface  composée  d  un  nombre  fini  de  portions  de  plans, 
chacune  de  ces  portions  pouvant  <lre  limitée  par  des  courbes  planes. 
Par  exemple,  la  ^uifa( c  d  un  ciiIk-  dont  on  eiilè\e  une  face  et  dont 
on  limite  les  laces  adjacentes  par  des  courbes  est  une  surface  poly- 
gonale. 

1X1^.  Etant  donnée  la  surface  S,  nous  allons  tout  d'abord  construire 
une  surface  polygonale  variable  S,  dans  les  conditions  sui\antes  : 
S,  est  formée  par  la  juxtaposition  d'un  nombre  fini  de  portions 
de  surfaces  planes    dont   chacune   est   l'image   de  /dus  en  plus 
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approchée  il' un  morceau  de  S,  les  portions  de  surfttces  planes 
de  S,  étant  juxtaposées  entre  elles  comme  le  sont  les  morceaux 
de  S.  Va\  outre,  la  somme  des  aires  de  toutes  ces  portions,  c'esl- 
à-diif  lairo  de  S,,  tend  vers  le  nombre  I. 

l*oiii-  eouslrunt'  la  siii'face  S,,  pieiuuis  dans  le  plan  des  (//,  e)  le 
carré  ahcd.  de  coté  p.  (jue  nous  parlayeons  en  deux  liiangles  par  la 
diajjonale  bc. 

Quand  I  //,  »')  déeiil  le  lriani;le  abc,  (jc,  j)%  ;  )  déeril  un  morceau  de 
surface  ABC,  et  d'autre  part  (i,  irj,  Z^)  décrit  le  triangle  A'  B'C  (  /ig.  8). 
ISous  prenons  comme  image  du  morceau  de  surface  ABC  le  triangle 
ABC,  la  correspondance  étant  établie  comme  il  suit.  Ha|)pelons  que 
le    triangle   A'B'C   correspond    au   triangle  abc  du    plan    des    (^u^v) 

Kig.  «. 


A"^' 


par  des  formules  où  ç,  Tj,  'C  sont  linéaires  en  w,  c.  De  la  même  ma- 
nière, nous  |)ou\ons  trouver  une  loi  faisant  correspondre  au  point 
{m,  v)  du  triangle  abc  un  point  (.r,,  y,,  C()  qui  décrira  le  triangle 
ABC,  ./ , .  )',,  r,  étant  de  la  forme 


/// 


y\--=  l'u 


rt , 


^1  ^^  l" u  -i-  ni" i 


Les  neuf  coelficienls  /,  m.  /î,  /',  ...  sont  en  ellét  déterminés  pai-  les 
neuf  conditions  obtenues  en  exprimant  que  les  trois  points  A,  B,  C 
correspondent  respecti\ement  à  «,  6,  c.  Vax  langage  géométrique,  on 
considère  la  correspondance  homographique  parfaitement  déter- 
minée qui  fait  correspondre  ABC  à  abc. 

Considérons  les  deux  points  (:c, ,  y,,  ;;,),  (^,  rj,  ^)  correspondant  à 
un  même  point  (/^,  e).  Les  trois  dillerences  x^  —  ç,  ...  sont  linéaires 
en  u.  1-.  Par  suite,  si  ( //,  v)  décrit  un  segment  de  droite,  x^  —  \ 
atteint  sa  j)lus  grande  valeur  a])solue  en  l'une  des  extrémités  ;  si  (//,  e) 


\l.     —     AIllK    li'l.M-;    SlUl.VCK    COLhUli.  '^OJ 

(If'cnl  (in  lii.ii>i;lf.  ./■,  —  ç  iillciiil  >;i  plus  Claude  \alciii-  absolue  en 
I  un  <les  soniinels.  (  )r,  pour  cliacun  des  soniniels  r/,  0,  c,  il  y  a  coïn- 
cidence enti-e  le  poinl  de  S  et  le  point  correspondant  (j:-,,j)',,  z,); 
donc,  en  (t.  A,  c.  (in  a  ./•,  =z  jc  el,  par  suite,  Xt  —  q  =  x  —  c.  Or,  on  a 
ju'  —  ç  -<  2  £■;  (  n"  187).  Donc,  en  clia(|ue  sonnnel,  on  a  |./',  —  çj  <;■.>.  îo. 
Donc,  pour  tout  point  du  triangle  abc^  on  a 

('oniparoiis  mainlen.inl  deux  points  [x,  y,  z)^  (,r,,  j',,  :;,)  corres- 
pondant an  in(''nic  point»  //,  c).   Des  deux  inégalités 

résulte 

el  de  même  |  )',  —  y  |  <<  4'?^  \  ^i  —  ^  I  <C  4'p5  d'où 

il is tance  ( t,  y,  z )  à  (a",,  jki,  Si  )  <  i  >îp. 

De  la  même  manière,  on  fera  correspondre  au  morceau  liCD  le 
triaiij^le  BCD.  et  les  mêmes  méthodes  s'aj)pliqueronl  à  «diacun  des 
carrés  tels  que  abcd,  qu'on  peut  construire  dans  1.  Aous  pouvons 
dire  que  les  triangles  ABC,  BCD  constituent  des  images  appro- 
chées des  morceaux  de  surface  ABC,  BCD,  à  i2£p  près.  Nous 
construirons  la  surface  S(  en  appliquant  ceci  à  tous  les  carrés  ayant 
une  partie  commune  avec  F.  En  ce  qui  concerne  les  carrés  qui 
em|)iètent  sur  F,  nous  ne  retiendrons  dans  S,  que  les  parties  corres- 
pondant aux  parties  contenues  dans  F. 

Soient  T  Taire  du  lrianj;le  ABC,  T'  celle  du  triani;le  A'B'C.  Eva- 
luons une  limite  supérieure  de  T  —  T'. 

Soient  T,,  To,  T;,  les  projections  de  T  sur  les  plans  a'j',  xz^  zy^ 
T,,  T,,  t;  celles  de  V.  On  a 

T  =  /ÏT|,         T'=  v/sl7; 

donc  (p.   I  4j?  note) 

I  T'-  T I  <  I  T,  -  t;  I  4-  ;  t,-  t,  1  + 1  T,-  t;  |. 

l'.\aluons  J,  —  T,,  c  est-à-dire  la  dillérence  des  aires  des  trian- 
gles \,B,C,  décrit  par  le  point  (.r,,  )-,)  et  A'j  B',  C,  décrit  par  (^,  r,). 
On  a,  d'après  (i), 

distance  (a:*!,  ^i  )  à  (;,  y)  )  <  4£,3- 
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Il  en  résiilU'  que,  si  l'on  Irace  {Jii;.  [))  !«'  lrianj;le  A',  B',  C',,  el  que 
Ion  mène  de  pari  el  daulre  de  el»a(|ue  colé  une  parallèle  à  ce  côLé 
à  l.i  tlislance  ^to,  le  poinl  (.7, ,  r'i  )  sera  compris,  lors(pril  décrira  le 


l-ig. 


côlé  correspondant  de  A,B,C,,  entre  ces  deux    parallèles.  Deux  cas 
sont  possibles  : 

1°  Si  le  rayon  /•  du  cercle  inscrit  au  triangle  A',  B',  C,  est  supérieur 
ou  égal  à  4-3,  avec  les  six  parallèles  aux  côtés  de  ce  triangle  ainsi 
obtenues  on  forme  deux  triangles  (V,  (),  liomothétiques  de  T,  par 
rapport  au  centre  du  cercle  inscrit.  Le  triangle  extérieur  iV  con- 
tient T,  et  T',  qui,  eux-mêmes,  contiennent  le  triangle  intérieur  Q. 
La  dillérence  (V — Q  est  la  réunion  tle  trois  trapèzes  dont  chacun  a 
pour  base  médiane  un  côté  de  T',  et  pour  hauteur  8£2.  Nous  avons 
\u  (n"  187)  que  chacun  des  côtés  A'B',  \'G  est  plus  petit  que  Go. 
11  en  est,  a  fortiori,  de  même  pour  leurs  projections  A',  B^,  A',  C, .  Le 
troisième  côté  B',  C,  est  donc  plus  petit  (pic  ^(ip  et  le  périmètre  du 
triangle  plus  petit  que  4 Go,  d'où 

t;  — T,    <Q'— Q  <8£p.4Gp  =  iiGtp^ 
2"   Si  /•  <  i^o,  imaginons  (Jig.  lo)  un  cercle  de  rayon  \zz  dont  le 

Fig.  lo. 


centre  parcourt  le   périmètre  du  triangle  T', .  Le  domaine  balayé  par 
ce  cercle  comprend  à  son  intérieur  le  périmètre  du  triangle  T,  ;  donc 


VI.    —    AIHi:    I)  1  NK   SI  UKACi-:    cornHE. 


■MHJ 


\.i  réunion  de  ce  doniainc  ;i\cc    T,  C(Misliliic  un  duMiiiinr  (-)  (|iii   con- 
tu-nl  T,  el  T,.  Par  suite,  on  a 

iT',-T,  I  ce. 

Le  dniiiainc  H  csl  coiisl  il  ik'  :  i"  parle  Inaniile  T',  dmil  Taire,  éj^ale 
au  di'uii-|»r(Mluil  du  [x  ri  nirl  rc  |i,ii-  le  raxnii  du  ccrilf  iii>cril,  est 
iiiiii  iidic  (|iic  ■>.  (  I  p  /  ,  didic  iiioiiidrc  (iiic  'ii'j.^Zj'.  ■>."  |)ar  Irois  rec- 
lani;les  ((Ui^liuils  (■xlt'rieurciiicnl  à  I  ^  a\('c  les  (■(^l('■■^  de  I'  (•(iiiihh' 
liases  el  j£^  eiMiiine  liatileiir;  >"  par  lioi-.  x'dcui'^  circulaires  de 
ravon  \tz  avaiil  pour  c<'iilres  les  Ii(ii>  ■^()llllllel  s  du  lriaiii;le.  On  a 
ddiic 

B  <  •.».  Op./)  zp  -(-  i  G  0 . 4  £0  —  ')  -(  J  zo  )■-'. 

l^e  second  meiuhre  d(;  eetlc  in(''i;alilé  (;sl  de  la  Tonne 

es"-(  M  -+-  z'S  ), 

M  el  iN  élanl  deux  nombres. 

En  rénnissani  les  deux  cas  de  r -1  \sp  el  /■ -<  \tp,  on  \oil  (|ue  l'on 
peut  l(Mip>urs  Iroiiver  un  iioiiil»re  (hieriiiiiK'  /.  Ici  (pie,  (\i't^  <pie  £  el  o 
sont   plus  pelit>  (pie  cerlaiiies  (piantil('S,  on  a 

|T',-T,|<Àî,o-^. 

Le  intMiie  fait  a  lieu  pour  les  deux  autres  |)rojeetions,  d'où  finale- 
ment 

!T'-T|  <  ils-J. 

A|)pli(pion>  le  nK-me  raisonnement  aux  triangles  I5CD,  lî'C'JJ',  et 
faisons  la  somme  des  deux  inégalités  olilenues.  Il  vient,  en  désignant 
comme  |)r(''eédemment  |)ar  I*  Taire  du  paralh'lo^ramme  \'l)'(yi)', 

I  P  —  (aire  ABC  -l-  aire  BCI)  )  |  <  i\Aip-, 

on,  en  iem|daçanl  P  par  sa  \aleur  11,,^-, 

aire  Al>(]  -+-  aire  BGD  =  H,ip''  -+-  [J^ip-, 

la    borne   sn|)érieure  des   nombres  j  jj.,  [  pour  l(ms   les  earr(''s    tendant 
vers  zéro  a\ec  o. 

Sn|)posons  écrites  les  relations  analogues  |)Our  cliaque  carré  du 
carrelage  axant  une  partie  commune  av(;c  1',  en  ne  retenant  des  carrés 
(jui  empK'lent  >ui'  F  (carrés  irréguliers  )  (pic  la  partie  contenue  dans  F. 
l"\iisotis  tendre  p  \ers  Z(''ro.  La  soumie  de-,  aires  des  carrés  irréguliers 
tend  vers  zih'o.  Il  en  est  de  même  de  la  portion   de  S,  corresponrlanl 

u.  .4 
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à  ces  carrés,  car  le  rapport  d  une  porlion  cJe  S,  à  la  parlie  corres- 
pondante (le  r  esl  iiilV'rieiir  à  (î  H-  a.  (  î  élanl  nue  liinile  supérieure 
de  H  el  'j.  une  limite  supérieure  des  noinl)res  |  y-t  I-  ^--^  portion  de  S, 

Correspondant  aux  carr(''S  intérieurs  à  F  esl  ^(  \BC -h  BCD),  et 
l'on  a 

y  (  ABC  -f-  BGD  )  =  y  Ho  û'^  +  y  iJLi  p2. 

Quand  o  tend  vers  zéro,  le  premier  ternie  du  second  membre  tend 
vers  /  I  ¥{[1/,  i')ffu'/i\  le  second  tend  vers  zéro,  ce  (pu  établit  la 
propriété  énoncée,  à  sa\oir  (jue  laii-e  de  S|  tend  \ers  I. 

11)0.  Montrons  maintenant  qu';7  est  impossible  de  troin'er  une 
sur/ace  polygonale  variable  S,  remplissant  les  conditions  indi- 
quées au  n"  189,  la  somme  des  aires  des  portions  de  sur/aces 
planes  qui  constituent  S,  tendant  vers  un  nombre  V  moindre 
que  I. 

En  eflel,  nous  avons  vu   que  les  liauteurs  du  parallélogramme    P 

sont  plus  grandes  que  p  ^• 

Assujettissons-nous  à  prendre  s  de  façon  que  Ton  ail 


24  '=■?<?  r 


£< 


■>.4G 


Traçons  alors  à  l'intérieur  de  P,  parallèlement  à  chaque  cc'ité,  une 
droite  à  la  distance    i2cp  de  ce  C(')té.   Il  y  a  {/ig.  i  i)  à  l'intérieur  de 


l-'ii;.  II. 


P, 


ces  droites  un  parallélogramme  P,.  La  diflérence  P—  P,  est  plus 
petite  que  la  somme  de  quatre  parallélogrammes  ayant  pour  bases  les 
c('>tés  de  P  el  pour  hauleur  lasp,  c'est-à-dire  que  l'on  a 

P  __  P,<  l2£p(2.\'B'-H  -j.X'C)  <  48BGp2, 
P,>  P-48£Gp2. 
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Snil  S,  mit'  >uiliMt'  coiislitiirr  |);ir  ilt'«>  jtdlv^oiics  plan»  (jni  >()it'iil 
miaf;es  a|)|»r(>(ln't>  de  iiiorct'aiix  de  S.  à  C)tz  |)n's.  I'.lii(lii»ii>  I  arc  A,  li, 
(If  S,   i|iii  ((irropoiid  à  I  arc    \  U  de  S.  (  )ii  a.   par  li  \  [totlicse, 

ilislanoe  (x^,  j'i,  -1  )  à  (x,  y,  z  )  <_  'i-?i 

t't.  d  a|irc.s  le   n'  liST, 

(li>laiice  {X,  y,  z  )  à  (^.  r,,  !I  )  <  6îp, 

(li>taiir<-  ( Xi,  yi,  -3]  )  à  (  ;,  t,,  O  <  ''>-^p> 


d  où  D'Mille 


et  si,  au  lieu  de  ces  deux  points,  on  considère  leurs  projections  sur 
le  plan  de  P.  rinégaliié  a  lieu  a  fortiori.  Donc,  quand  (^,  r,,  !^) 
dt'crit  Vil',  la  li<;iie  \|Bi,  décrite  par  (^'i,  j,,  ::,),  a  sa  projection 
sur  le  plan  de  I'.  extérieure  au  parallélogramme  P,  ;  de  même  pour 
les  lignes  A,C,,  ...  correspondant  aux  autres  cotés  de  P.  Donc,  la 
portion  de  S,  correspondant  au  carré  abcd  se  projette  suivant 
une  aire  contenant  P,.  Son  aire  est  supérieure  à  P,,  c'est-à-dire 
à  P  — 48cGo^ 

Cela  posé,  donnons-nous  un  nombre  positif  u.  et  efî'ecluons  dans 
le  plan  des  («,  v)  un  carrelage  de  coté  p.  Formons  la  somme 

étendue  à  tous  les  carrt-s  du  carrelage  entièrement  contenus  dans  Y . 
(  hiand  p  est  assez  petit,  celte  somme  est  plus  grande  (pie  I  —  -jl. 

Choisissons  £  en  nous  astreignant  aux  conditions  déjà  fixées, 
puis  0  en  nous  astreignant   aux  conditions   qui  en   résultent   et,   en 

outre,  à  ce  que  2,  H,|C-  soit  plus  grand  que  I  —  u.  .Si,  dans  ces  con- 
ditions, nous  consid(''ron>  la  surface  S,  précédente,  la  somme  des  aires 
des  portions  (pu  la  composent  est  plus  grande  (pie    7   P — .j'^^C  / ,  ?'• 
Kn  remplaçant  ^  P  par  sa  valeur  ^  H,ip'-,  nous  avons  linégalité 

aire  Si  >  I  —  ijl  —  4^ -G  F. 

Or,  les  deux  termes  'x  et  4'^^^'  peuvent  être  rendus  aussi  petits 
que  l'on  veut;  donc  l'aire  de  S,  peut  sur/passer  tout  nombre  infé- 
rieur à  I  dès  que  e  et  p  sont  inférieurs  à  certains  nombres.  La  pro- 
position énoncée  résulte  immédiatement  de  là. 
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lui.  Le  iKiMihrt'  I  nous  apparaît  ainsi  coninu'  ayant  |)ar  rapporta 
la  surtace  une  proprii-tc  intn nsrqiir,  in(lt'|)eiKlante  de  sa  représen- 
ta lion  paramétrique. 

neniarques.  —  i"  JJans  la  torniule 


I  =    /    f  W  du  dv. 


on  peut  convenir  de  désigner  II  duch'  par  ih  et  dire  cpie  c  est  /'élc- 
mcnt  dijjérentiel  de  l'aire.  Si  l'on  considère  sur  cette  surface  les 
cdurltes  coordonnées  correspondant  à  u  =  consl.,  v  =  const.,  on  dira 
c|ue  dy  représente  la  valeur  principale  de  la  portion  de  surface  com- 
prise entre  les  courLes  //,  u  -h  du.  c,  v  -\-  dw 

1°   Dans  le  cas  particulier  où   Téquation  de   la   ^url'ace   est   de   la 
forme 

le  tableau  des  dérivées  de  ./•.),  3  par  rapport  aux  deu\  paramètres  .r, y 
est 


I  G 


O  I 


dx 
i)z 
dy 


Les  trois  déterminants  fonctionnels  déduits  de  ce  lahleau  sont 

ùz  Oz 

Ox  <)y 

L'élément  différentiel  est  donc 


d^  = 


\/'-'S/-(irvj'"'''-''^- 


3"  Reven<ms  au  cas  <;énéral  et  sujiposons  (|u  on  ellectue  un  chan- 
gement de  variables  sur  les  paramètres  u,  c,  ce  cliani;ement  étant  ré- 
versible dans  le  domaine  considéré. 

Nous  savons  a  prio/i  que  nous  de\ons  trou\er  pour  expr<;ssion 
de  1  une  expression  analogue  en  fonction  des  nouveaux  paramètres 
//,,  f,,  puisque  nous  a\ons  donné  une  propriété  intrinsèque  du 
nombre  L  En  effet,  on  a,  par  le  changement  de  variables, 

D(x,y)    _D(x,y)    D(u,v) 
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de  suiic  (lue,  si  Ton  loriiic  la  loinlioii  II   iclalivc  à  /<,,  r,,on  trouve 


H(«,,  f,)  =  H(?^  tM 


!)(  u,,  t',  ) 


el  I  ou  a 


Celle  inl(''i;ral('  csl   Uieii  celle  que  Ton  oblieul   eu   laisaut  «lirec-le- 
meul  le  eliauj^euieul  de  variahles  daus    /     /   W[u,v)  du  cU-. 

■'  •  r 
l"  De  l'élude  laile  résulle  que,  si  Ion  déeouipose   S  eu  plusieurs 
morceaux  S,,  So,  ...,  S/,,  ou  a 


r  ^  n  du  dv  =   I    f  H  du  di'  ^...-h  f  f  H  du 


dv 


c  esl-à-dii-e  que  Taire  lolale  est  égale  à  la  souiuie  des  aires  de  ses  dif- 
férentes parties. 

5"  Les  liypotlièses  analytiques  faites  sur  la  surface  s'expriment,  en 
langage  géométrique,  en  disant  (|ue  la  surface  a,  en  chaque  |)oint,  un 
plan  langent  qui  varie  d'une  manière  continue  avec  le  point.  Si  l'on 
a  une  surface  S  ne  remplissant  pas  ces  conditions,  mais  décompo- 
sable  en  un  nombre  fini  de  parties  dont  chacune  les  remplit,  l'aire 
de  S  sera  par  définition  la  somme  des  aires  de  ces  différentes  parties. 

19:2.  Considc'rons  le  cas  particulier  des  surfaces  de  révolution 
d'axe  oz.  On  |)eul  mettre  les  coordonnées  d'un  point  {^jy-,  ^)  de  la 
surface  sous  la  forme 

,r  =  /'cos6,         y=rfiinf),         -, 

r  el  z  ('tant  des  fonctions  données  d  un  païauirlre  /;  /',  0,  ;;sont  les  coor- 
données semi-polaires.  Le  tableau  des  dérivées  de  x^y,  z  pur  rapport 
aux  variables  indé|iendanles  /.  ^  est 

/•'jCosO         /•JsinO         z'i 
—  r  sin  0         /-  cosO         o 

Les  déterminants  fonctionnels  cpii  s'en  déduisent  sont,  au  signe  près, 

rz'  siinO. 


rz  cost). 


<[  ou    l«'SU 


Ite 


di  =  r  //•'-  -r-  z''^  dt  d». 
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VII.  —  Intégrales  curvilignes. 

llK-5.  Cdiisidéroas  dans  i'es|)ace  un  arc  de  courhe  L,  allani  de  A  à  H, 
rapporté  à  trois  axes  rectanj^ulaires  et  déliiii   par  des    relations  de  la 

forme 

x^/it),        y-=^(t),        z'^'!^(t). 

Nous  supposons  que  /',  -:;,  -l  sont  des  fonctions  continues.  jxmrMies 
de  dérivées  elles-mêmes  continues,  et  que  /  \arie  dans  le  même  sens 
de  rt  à  /;  lors(|ue  le  point  (.r,  ;',  z)  va  de   V  en  H. 

Donnons-nous,  dautre  part,  une  fonction  P(x,  y,  z)  définie  en 
tout  point  de  Tare   VB. 

Prenons  sur  cet  arc  entre  \  et  B  des  points  intermédiaires 

M„  ou  A,         M,.         Mî.  ..    ,         M„_i.         M„  mi   B. 

correspondant  aux  valeurs  suivantes  du  paramètre  : 

tn  =  a,         ti,         to,         ...,         t,i-i,         t,i  =  b, 

ces  valeurs  étant  rangées  par  ordre  de  grandeur  croissante  ou  décrois- 
sante. Sur  l'arc  M,_,M/,  prenons  arbitrairement  un  point  (;/,  r,/,  ti) 
et  formons  la  somme 

(l)  2     Ptii.r,i.Z,)(.Ti—Xi-i). 

i=l n 

Je  dis  que  celte  somme  tend  vers  une  limite  déterminée  et  finie 
si  l'on  fait  varier  la  loi  de  partage  de  V interKalle  {a,  b)  de  ma- 
nière que  la  plus  grande  différence  [ti —  «/_,)  tende  vers  zéro,  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  de  manière  que  la  plus  grande  distance 
M/_,M/  tende  vers  zéro. 

En  effet,  (ç,,  fui  ^/)  correspond  à  une  valeur  ()/  du  paramètre  com- 
prise entre  ^/^,  et  ti.  D'autre  part,  nous  avons,  d'après  la  formule  des 
accroissements  finis, 

Xi  —  Xi-i  =  (  ti  —  ti-i  }/'(^'i), 

h-  étant,  lui  aussi,  compris  entre  ti   i  et  ti. 

A  cause  de  la  continuité  de  f'{t),  qui  entraîne  la  continuité  uni- 
forme dans  l'intervalle  borné  (a,  b),  nous  [)ouvons  poser 
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la  lnniie  >ii|»<'TiViir«'  ides  noinid'cs  |  e/ |  tendant  \cis  o  cpiand  la  loi  de 
partage  de  rinlervalle  (^/,  b)  varie  de  manière  que  la  plus  grande  des 
diirérences  [ti —  /,_,)  tende  verso.  La  somme  (i)  peut  alors  s'écrire 

y  »'[/('),).  0(0,),  .!,((^)l/•'<o,•,(^•-^_,) 

Si  Ton  tait  \aritr  la  li»i  de  partage  de  manière  fjue  la  plus  grande 
diliérence  //  —  /,  ,  tende  vers  o,  le  second  terme  tend  vers  o,  car 
il  est  plus  petit  en  valeur  absolue  que  t  \(6  —  a),  A  étant  la  borne 
supérieure  de  j  l*(j".  y,  :;)  |  dans  l'intervalle  (a,  b). 

Dans  les  mêmes  conditions,  le  premier  terme  tend  vers  l'intégrale 


/"p|/< 


n.  -^(t).  'i\  o  !./■'(  t)dt. 


On  reconnaît  (|ue  dans  cette  intégrale  l'élément  dillerentiel  est  ce 
que  l'on  obtient  si  dans  l'expression  P(J-,  j)'.  z)dx  on  remplace  .r,  j'.  z 
pary(/\  •i(<),  'i'(f)  et  dx  par  f'(t)  d/ .  On  convient  de  désigner  cette 
intégrale  par 

/  }^(x,  }\  z)  dx, 

et  Ion  dit  que  c'est  une  intégrale  curvilignp  piise  le  long  de  l'arc 
de  courbe  \B. 

De  la  même  manière  on  définit  /  0(a:,  y^z)dye\  f  K(x,y,  z)dz; 
par  définition,  on  désigne  par 

/  Pix.y,  z)dx  ^Q(x,  y,  z)  dy  -^  H(x,y,  z)  dz 

•  V 

la  somme  de  ces  trois  intégrales. 

IIH.  neniarques, —  i*  Si  l'on  exprime  t  en  fonction  d"unnou\eaii 
paramètre  «,  l'intégrale  en  /  est  modifiée  comme  il  suit  :  on  fait  le 
changement  de  variable  dans  P/'i  t)  et  l'on  remplace  dt  par  l\^du.  On 
reconnaît  que  l'élément  dillerentiel  obtenu  est  celui  que  l'on  obtient 
si  l'on  applique  directement  la  définition  de  l'intégrale  curviligne  à  la 
fonction   P  en  prenant  pour  paramètre  ii. 
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•A"    I^es  deux  iiitt''i;ralt'S 

'    Ali  '    ItA 

sitnl  deux  nombres  opposés. 

'.V'  Si  C  est  un  point  de  l'arc  AB,  un  a 

I     !•  (f.r-^  Qrt[)--T-  R  dz=   f  P  dx^qdy-i-Rdz  ^  f  \*  dx  +  Q  dy  ^  ]{  dz. 

•    Ali  'Ac  ^(,11 

i"  Si  Ton  a  un  arc  de  courljc  ne  rcniplissanl  pas  Loulcs  les  condi- 
lion>  prriniilanl  Je  (h'Iiiiir  iiiir  intégrale  curviligne  le  long  de  cet  arc, 
mais  formé  |)ai'  la  réunion  hout  à  l)Out  d'arcs  qui  les  remplissent, 
linléiirale  cur\ili"n('  le  ioiii!  de  lare  total  est,  par  df'dinilion,  la  somme 
des  intt'grales  curvilignes  le  long  des  différents  arcs  |)artiels. 

5"  Si  L  est  un  contour /i"/7//r',  l'intégrale  prise  le  long  de  L  est  in- 
dépendante du  point  de  départ,  mais  elle  dépend  du  sens  de  parcours 
et  change  de  signe  si  ce  sens  est  changé. 

U)o.  DériKation  d' une  intégrale  curviligne  par  rapport  à  un 
paramètre.  —  Supposons  (pie  P  soit  fonction  de  certaines  variables 
a.  ^j.  .  .  .  jouant  le  rôle  de  p;iranirtres  et  considérons  une  intégrale 
c  II  r\  digne 

I  =    /   V  { X,  1-,  -,  a.  ^,  ...  )  dx. 
'A. 

Si  1*  est  fonction  continue  par  rapport  à  1  ensemble  des  variables  x., 
y,  :■.  a,  |3,  ....  il  en  résulte  (pie  I  est  fonction  continue  des  para- 
mètres a,  !ii,  .  .  ..  Si  V  a  une  dérivée  par  rapport  à  a,  par  exemple, 
1  a  aussi  une  dérivée  par  rapport  à  a  et  on  l'obtient  en  remplaçant  la 
fonction  que  l'on  intègre  par  sa  déri\ée  par  rapport  à  a.  En  effet,  en 
considérant  I  comme  une  intégrale  en  t,  on  sait  que  I  a  une  dérivée 
par  rapport  à  a,  et  l'on  a 

On  reconnaît  que  l'intégrale  du  second  membre  n'est  autre  que 
l'intégrale  curviligne  /    —  dr . 

En  résumt-,  la  règle  ordinaire  de  dérivation  s'applique  aux  in- 
tégrales curvilignes. 
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lîK).  Formule  lie  (jieen.  —  La  Iniimilc  Je  (Irrcn  élahlil  une  re- 
lalioii  liii|M)ilaiile  fiitie  une  inl<'j;ial<'  <iir\  ilii;iif  phiiie  el  une  inh'- 
i;ral«^  tloiihl»'.  (  ionsidiToiis  d  abord  le  cas  parliciillcr  suivant  : 

(  )ii  a.  dans  iiu  plan  O.vy  i^Ji^ .  12)  un  domaine  \  limité  |)ar  d<ni\ 
j)arallil('>  à  (  )  )'d  aliscisses  a  et  h  (^a  <  h)  et  par  (hnix  arcs  de  courhe 
avant  pour  ('-(jualions 

0|  et  Oo  •'•lanl  lonction>  i  onliniifs  de  x  dan>  lintcrNalie  ia,b)  el  telles 
que  Oj  >>  0|   (saut  peut-être  poiiiw/ et  l>.  où  Ton  peut  a\oir  H.J^z=H^). 


A, 


Considérons  rintri;rale  doujjle  étendue  au  domaine  A  d'une  fonction 
qui  est  la  dérixi-e  partielle  par  rapport  à  y  d'une  fonction  connue 
V(  X,  y),  soit 


-Lit'- 


y  )  dx  dy- 


K\aluon*  cette  intégrale  douhie  en  intégrant  daixird  par  ra|)porl 
à  y.  Une  droite  d'abscisse  x  coupe  les  deux  courbes  frontières  en 
deux  points  d'ordonné-esi',  =  ^,  (x),  yo  =  ^2("'")i  et  Ton  a 

\=.    f   rU  f"'^(T,y)c/y=  f    dx  \  V  {x.  jk)K;, 

1=    /      V(x,yi)dx  —  1      Pix.yi)  dx. 
'il  '  Il  ' 

L'intégrale  /     V(.t,  y-,)  dx  est  l'intégrale  lurxiligne  de  [^  r/x  jirise 

•  Il 

r'' 

le  long  de  l'arc    ^2  1^^:  ^If"  même  /     \U^,y{)  d.v  est  l'intégrale  curvi- 
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ligne  (le  V</.v  prise  le  long  de  lare  A,  l>,  ;  donc 


'^A^li.,  •    A, H, 


/.r. 


ou  encore 


1  =  —  /      V  dx—  f    P  dx. 

•    A,li,  •    H,A.j 


!>  intégrale  curviligne  de  [*<Yj^  prise  le  long  desdroiJes  A.,  A^  ou  H,  U^^ 
est  nulle,  jiuisque  x  est  constant  sur  chacune  de  ces  droites.  On  peut 
donc  ajouter  au  second  membre  de  la  dernière  relation  les  deux  inté- 
grales—   /      V  (l.r  et   —   /       VrLr.    iXous    j)ounons  alors   écrire,    en 

•    |{,H,  "^  A,A, 

réunissant  toutes  ces  intégrales  curvilignes, 

1  =  /    f'iLdxdy  ^—   f  P  dx. 

C'est  la  relation  cherchée. 

En  intervertissant  le  rôle  des  lettres  x.,  y^  on  constate  de  même  le 
résultat  suivant  : 


Soit  riutégrale  double 


'0(1 


'=.//S^^^^^ 


le  domaine  A  {fi g.  i3)  étant  limité   par  deux  parallèles  à  0.2'  d'or- 

Fig.  !3. 


données  a'  et  b'  [a'  <  h')  et  deux  courbes  d'équations 
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À,.  Aj  t'tant  continues  dans  rinlervalle  {a' ^  6'),  on  a 
ou.  en  iiilroiiuisiiiit  les  int«''j;ralc-;  ciirx  ili^nes, 

•'l'N  •    TM 

Ajoutons   iiu    second    membre    les    intégrales    curvilignes,    nulles 
toutes  deux. 


ou  ()l)tu'nt 


f  Qr/y,        f  qdy: 

•'m  •    Ml- 

1=    /     f  —dxdy=    l  (Uy)dy. 


197.  Avant  de  déduire  de  ces  cas  |)articuliers  la  formule  de  Green 
dans  le  cas  général,  nous  donnerons  quelques  (h'-linitions.  (considé- 
rons un  domaine  A  du  phin  dont  la  frontière  est  constituée  par  un 
contour  *'  qui  remplit  les  conditions  suivantes  :  il  n'a  pas  de  point 
multiple;  il  est  formé  par  un  ou  plusieurs  arcs  de  courbe  placés  bout 
à  bout,  chacun  de  ces  arcs  pouvant  être  défini  par  des  formules  de  la 
forme 

f,  -s  étant  continues  et  ayant  des  dérivées  elles-mêmes  continues. 
Enfin,  1  intervalle  de  variation  de  l  relatif  à  un  tel  arc  peut  être  divisé 
en  un  nombre  lini  d'intervalles  partiels  dans  chacun  desquels  /  et  's 
\arient  dans  un  sens  déterminé,  à  moins  que  l'une  des  deux  fonctions 
ne  soit  c(jnstante  (c'est  le  cas  des  segments  de  droite  j^arallèles  à  i)x 
et  à  Oy  ). 

Dans  ces  conditions,  on  jx'ul  diviser  le  contour  total  en  un  iKtiiibre 
fini  d'arcs  pour  chacun  desquels  ou  bien  x  ou  y  est  constant,  ou  bien 
chacune  des  variables  x,y  est  une  fonction  de  t  toujours  croissante 
ou  toujours  décroissante;  sur  un  tel  arc.  t  peut  être  considéré  comme 
fonction  déterminée  de  x  (d'après  la  théorie  des  fondions  in\  erses  j  et 
par  suite  y  comme  une  fonction  déterminée  de  J\  de  même  x  est 
(onction  déterminée  àa  y.  de  sorte  que  l'on  a  un  nombre  fini  d'arcs 
joints  bout  à  Ixjul  et  dont  chacun  est  représenté  soit  j)aruiie  étjuation 
de  \',i  forme  y  :^  F[x),  soit  par  une  équation   de    la  forme  j:  =  <I>  (j'), 
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les  loiulions  F  l'I  *I>  ayaiil  des  dérivées  continues.  Nous  appellerons 
contour  simple  un  tel  contour,  points  réguliers  les  points  du  con- 
tour, saul  les  points  en  nombre  fini  où  se  raccordent  deux  ares  diflé- 
rents:  nou.-<  a|)pelleron>  ces  derniers  points  .s/// i'7///<?/A'. 

Soit  M  un  point  réj;ulier;  d'après  l.i  théorie  de  la  construction  des 
Courbes,  il  v  a  en  M  une  tangente  et  une  normale.  Traçons  {/ig.  i4) 
un  cercle  a  de  rayi)n  p  assez  petit  et  de  centre  M.  La  portion  d  arc 
de  Y  comprise  dans  le  cercle  se  compose  de  deux  parties  BM  et  CM, 

Fi«.  1.1. 


situées  de  part  et  d'autre  de  la  normale.  D'autre  part,  le  ceixle  est 
divisé  par  l'arc  BC  en  deux  parties  dont  l'une  seulement  fait  partie 
du  domaine  A,  de  sorte  que,  parmi  les  deux  portions  de  demi-normale 
en  M  contenues  dans  le  cercle,  lune  seulement  est  contenue  dans  A. 
Cela  étant,  il  existe  sur  v  deux  sens  de  parcours.  L'un  d'eux  étant 
clioisi  comme  sens  de  parcours  i\  un  mobile,  l'arc  BC  est  parcouru  dans 
un  sens  d(Hermiiié.  Soient  M.Z''  la  demi-tangente  c[ui  est  du  même 
côté  par  rapport  à  la  normale  que  celui  des  deux  arcs  MB,  MC  qui  est 
parcouru  après  l'autre,  My'  la  demi-normale  contenue  dans  l'inté- 
rieur de  A.  L'angle  a:'M  r'  est  ou  bien  de  même  sens  que  l'angle  des 
coordonnées,  ou  bien  de  sens  contraire.  Dans  le  cas  de  la  figure,  il 
est  de  même  sens.  On  reconnaît  dans  ce  cas  que  le  mobile  a  V aire  à 
sa  gauche. 

Je  dis  que,  lorsc/ue  M  décrit  le  contour  v  ilaiis  un  sens  déterminé, 
le  sens  de  x'M.y'  par  rapport  à  xoy  reste  le  même,  c'est-à-dire 
que  le  mobile  a  constamment  Faire  A  à  sa  gauche  ou  constam- 
ment à  sa  droite. 

En  elfet,  lorsque  M  se  déplace  sur  lare  régulier  partiel  dont  il  fait 
partie,  les  demi-droites  Mo;',  M  7'  se  déplacent  d'une  façon  continue. 
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[.(•  sens  de  r;inf;le  reste  donc  le  iik-iiic.  Imaginons  iiuiintenanl  (|iie  M 
arii\e  en  un  p(»inl  sini;iilier-  I'  (  fi ^ .  \.)  i,  c'fsl-à-*!!!»'  an  poiiil  de  rac- 
eordt'MKMil  de  deux  arcs  ditiil  iliaeiiii  i'<'iii|)iil  les  coridiliuiis  préeé- 
deiiles.  Sdicnl  lU*  I  aie  |»ar  le(|iicl  le  mioMIi'  ani\c  en  I'.  I '(  ^  Tare  |)ai- 
lf(|iiel  II  <'n  pari.  I  )(''eii\  ons  eiieuic  un  cercle  de  ccnire  I'  el  de  ravon 
assez    petit.    Il   est   divisé   en  deux  rc-gions  dont  l'une  est  contenue 

iMg.    l5. 


dans  \.  Si.  en  pareouranl  RP.  le  mobile  a  à  sa  gauelie  cette  |)ortion, 
le  même  fait  se  produit  (juand  il  parcourt  !*(].  La  proposition  énoncée 
<'Sl  donc  établie. 

Nous  (liions  (pie  le  sens  de  parcours  sur  v  est  le  sens  positif",  si  en 
parcourant  ■'  dans  ce  sens  le  mobile  a  constamment  l'airt;  A  à  sa 
i^^auebe,  le  fait  étant  entendu  cninme  il  vient  d'être  précisé.  Le  sens 
de  parcours  sera  iK-galif  si  l'aire  est  à  droite. 

lus.  Considérons  niainlcnaiil  un  doiiiaiiie  \  liiiiih'  |)ar  \\\\  contour 
simple  "'.  Traçons  {Jif^-  HV)  nne  biiiie  courbe  loiit  entière  intérieure 

l-"ig.    i6. 


à   A  joignant   i\v\\\    poinl>   M   et  iM  de  y.  A  est  partagé  en  deux  do- 
maines   A,,    Ao    ajant    lespeclixemenl     pour    frontières    ^L\NM    et 
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MHNM.  Considérons  nne  intégrale  curviligne  de  la  forme 

f         V  dx^Q  dy. 

•    M  A. M! M 

Je  dis  (|iie  Ton  a 

(i)  /  V  ,lx^Ç\dy  =   f       Vdx-^-Ody^    f       V  dx -^  Q  dy. 

En  ellet,  le  second  membre  peut  se  mettre  sous  la  forme 
/       l'dx^Qdy-^-   f    l'dx^Ody^   j     Vdx-r-Qdr^    f     \'dx-^(^dy. 

•    >IA>  •-  NM  *   M>  -^AltM 

Dans  celte  somme,  le  deuxième  et  le  troisième  terme  ont  une 
somme  nulle.  Il  reste  les  deux  intégrales  extrêmes  dont  la  somme  est 
justement 

l"  dx^  Q  dr 


L 


Remarquons  que,  dans  les  trois  intégrales  qui  figurent  dans  la  rela- 
tion (i),  les  contours  sont  parcourus  dans  le  même  sens. 

Le  résultat  obtenu  s'étend  évidemment  au  cas  où  A  est  décomposé 
de  la  même  façon  en  un  nombre  fini  quelconque  de  domaines  par- 
tiels. 

199.  Cela  posé,  considérons  un  domaine  A  limité  par  un  contour 
simple^'.  Décomposons  ce  domaine  en  domaines  jiartiels  dont  cbacun 
est  de  la  forme  de  ceux  qui  ont  été  étudiés  dans  les  deux  cas  particu- 
liers de  la  formule  de  Green.  On  y  parxiendra  de  la  façon  suivante  : 
On  considère  une  droite  parallèle  à  o  y  qui  rencontre  v  et  qui  varie 
en  partant  de  la  position  d'abscisse  minimum.  On  la  déplace  en  met- 
tant en  évidence  les  positions  pour  lesquelles  elle  passe  par  un  point 
singulier;  deux  de  ces  positions  consécutives  déterminent  entre  elles 
dans  A  une  ou  plusieurs  aires  partielles  remplissant  les  conditions  du 
paragiapbe  196.  Soient  A,,  Ao,  . . .,  A„  (^es  aires  partielles  en  nombre 
fini.  I*(x,  y)  étant  une  fonction  définie  dans  tout  le  domaine  x\,  on  a 


/     /    — dx  dy  ^^ —    /    V  dx, 


C/  étant  le  contour  de  A/  et  l'intégrale  étant  prise  le  long  du  contour 
parcouru  dans  le  sens  positif.  D'où,  en  faisant  la  somme  des  relations 
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aiiiiloj;iies  |>uni'  Ions  |i->  doiiiaiiu-s    \,, 


223 


n;^...^.-2/> 


Ix. 


I)  ii|»rr>  ce    (jiii    |ir»''ci'(lt'.    ht    soiiiiin'    d  iiilt'^ralt's    (|iii    conslilu»'    le 
second  niend)!»' <'.sl  é«^ale  à  linli-^ralc  piist;  le  lonj^du  conlour  v,  doù 


fX'^''- "'''=-.(.''■"'■ 


De  la  même  manière  on  étahlit  la  loiinule 


el.  «'Il  rt'Uiiissaiil  le>  deux  lorinult'S, 

C'est  1(1  foriniile  de  Gieen.  Elle  peut  tlailleurs  s'étendre  à  une 
aire  limitée  par  plusieurs  contours  sim|)les.  Ktant  donné  un  do- 
maine A    (//i'.    17)  dont    la    frontière   est    constituée   par    un    con- 

l-'ig-    17- 


tour  ■'iMl'.M.  relran<  lions-en  un  domaine  A,  limite  |)ai'  un  con- 
tour -',  ;  N()!\,  et  soit  B  le  domaine  restant  en  forme  d(;  couionne. 
Supposons  (|ue  les  fonctions  I'  et  (}  satisfassent,  ainsi  que  leurs 
dériv(;es,  aux  conditions  de  conliniiiti'  dans  ce  domaine  B.  Joiij,nons 
deux  |)oitils  Noisins  M  et  Mi  de  •'  à  deux  points  xoisins  N  et  N,  de  y, . 
Le  C(Uitoiii  M  I'  M,  N,  QNM  est  un  contoui-  simple  aiupiel  s'applique 
la  formide  de  (jreen.  L'intéjj;rale  cui\ilii;ne  (pu  ligure  dans  cette  for- 
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V  dx 


'    MPM,  "^MiN,  •    N,yN  «    >3 

(Jiiaiid  M|  lend  \ers  ^[  et  N,  vers  N,  la  lorimile  ne  cesse  |)as  d'être 
\alable.   Mais,  dans  ces  conditions.    /       I V/./- 4- .  . .  +   /     P  r/jc -\- .  .  . 

'    .M,N,  'An M 

tend  vers  zrro:     f       Vdx-\-...   tend    xcrs     /  V  d.v  -^  . . .   et.    enfin. 
/       V dx -\- .  . .  tend  vers    /   l'<^/.r  +  ...,  de  sorte  (.\\\v  l'on  a  linale- 


\,ON 

ment 


f  I   ('^  -'!}!.  \  dx  dy  ^    fv  dx  -+-  (^  dy  -f-    f  P  dx  -+-  Q  dy, 

le  contour  v  ('tant  p.trcoinu  dans  le  sens  positif  el  le  contour  v, 
dans  le  sens  qui  serait  le  sens  négatil,  eu  é^ard  à  la  réi;iou  V(,  mais 
c|ui  est  le  sens  positif  par  rapport  au  domaine  B. 

200.  Reprenons  le  cas  d'un  contour  simple  "  entourant  une  aire  A 
el  faisons  dans  la  formule  de  Green 

P=y,  ()  =  o. 

11  \ienl 

/  y  dx  =  —    /     /   dx  dy  =  —  A. 

De  même,  en  faisant 

l>  =  o,  (^>  =  X, 

on  obtient 

I  X  dy  =    I     I   dx  dy  =  A . 

En  réunissant  ces  deux  formules,  on  a  une  troisième  valeur  de  A  : 
A  =  -    /   X  dj-  —  y  dx. 

On  a  ainsi  trois  expressions  de  l'aire  A  par  des  intégrales  curvi- 
li}j;nes. 

La  dernirre  présente  la  propriété  d'être  in\anante  pour  un  clian- 
gement  de  direction  des  axes  de  coordonnées.  On  s'en  rend  compte 
en  passant  par  les  coordonnées  polaires;  en  employant  les  notations 
habituelles,  on  reconnaît  que  x  dy  —  y  dx  se  transforme  en  p-  dh. 


i 


lMi;(;u\i.(;s  ci  uvii.|(;nks. 


!2(H.  Cas  où  V  i-t  ()  sont  les  drrivr/'s  partir  lies  d'ane  même 
Jonction.  —  Supposons  (|iiil  v  ;iit  une  roncliou  F(J7,  >')  conliiiuo 
dans  le  doinaine  I)  et  trilc  (pie  Ton  ;iil 


ôx 


-0. 


("oi)sl(l(''roiis  une  iiiléi;rale  eiir\  ili^iic    /   V  dx  '\-  ()^dy^   \.  élanl  un 

•  I. 
arc  de  courbe  contenu  dans  I)  et  défini  par  des  relalions  de  la  fur/ne 

On  a  par  défînilicni,  t  \arianl  de  a  -a  b  sur  l'arc  L, 
Jpj.r^qdj,  ^J  \P\f{t),  'f(0]/'(0  +  Q[/^0,  ^{t>]f(t)\dt. 


Posons 


^[/((),  9(oj  =  '1m:o. 


On  reconnaît  (pie  rélénienl  dillérenliel  de  cette  intégrale  est  —r  dl, 

^  dt       ^ 

de  sorte  (pie  I  on  a 

/  V  dx-\-  qdj  =  ^(b)  —  <Pia), 
''i. 

ou  encore,  en  désignant  j)ar  A  et  B  les  extrémités  de  l'arc, 
f  P  dx-^qd_x  =  F{B)—  l'(  A  ). 

Donc,  dans  ce  cas.  la  valeur  de  l'intégrale  curviligne  ne  dépend 
que  de  la  position  des  extrémités  de  l'arc;  elle  reste  la  même  si  l'arc 
se  déforme  d'une  manière  quelconque  en  restant  contenu  dans  I), 
ses  extrémités  restant  fixes. 

En  particulier,  si  l'on  considère  un  C(jnt()ur  fermé,  on  voit  que 
toute  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  ce  contour  est  nulle. 

Prenons  par  exemple 

x  d.c  -!-  y  dy 


V  dx  H-  Q  dy  = 


x^-r-  y- 


X  y 

Les  fonctions  P  cl  (K  (iiii   sont   ici  — —^ r  et   — ^-^ -,   sont  iiartout 

.       1  x^  —  y-  x--i-y'  » 

définies,   sauf  [)()ur  rorigiiie.   Ce   sont  les  dérivées  partielles  de   la 
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F{T,y)  =  -L{x'--^y-), 


([iii  0^1  (Icfiaie  cl  conlinue  dans   tout   domaine    A   ne   conlenaat  pas 
I  Oiiyine. 

l'onr  loularc  MN  du  plan  ne  passant  pas  par  l'origine,  nous  serons 
ilans  les  conditions  d"aj)plicalion  de  la  théorie  précédente  et  l'on 
aura,  en  appelant  j",,,   )'o  les  coordonnées  de  M,  x,,  yi   celles  de  IN, 


— =^  =  -  I.(^f  +.X      -  -L( 


■J'o^)- 


Prenons,  comme  autre  exemple, 


c'est-à-dire 


Pdx-^q  df  = 


X  dv  — y  d- 


■y' 


p  ^  — 


Q 


■y  "        x-'-^y'- 

P  et  Q  sont  les  dérivées  partielles  de  la  fonction 

F (x,  y)  =  arc  lang  -  • 

Pour  être  dans  les  conditions  d'application  de  la  théorie  précé- 
dente, il  faut  trouver  une  aire  où  F  soit  parfaitement  définie  en  tout 
point  et  continue.  En  premier  lieu,  il  faut  écarter  l'origine;  les  sys- 
tèmes de  valeurs  telles   que  x  ^  o,    >' ^  o  ne  sont  singuliers  qu'en 

apparence,  car,  lorsque  —  devient  infini,  la  fonction  arc  tang  —  prend 

une  série  de  valeurs  finies.  Considérons  un  cercle  de  centre  O  et  de 
rayon  /•  et  retranchons-en  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  e.  On 

reconnaît  que  Ton  ne  peut  trouver  une  détermination  de  arc  lang  — 

qui  serait  bien  définie  pour  tout  point  de  la  couronne  et  aurait  pour 

dérivées  les  fonctions  P  et  Q. 

En  effet,  faisons  mouvoir  un  point  M  dans  le  sens  positif  sur  un 

troisième  cercle  de  centre  O  et  de  ravon  compris  entre  r  et  c.  En 

posant 

OM  =  p, 


p  COS'J, 


p  SI  no, 


cl  'y  sera    une   des  déterminations   de   arc  tang  —  •    Si   Ton   part   pour 
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cette  détermination  de  la  \aleur  o,  fjiiand  M  sera  revenu  à  son  |)oinl 
de  départ,  la  valeur  obtenue  pour  o  sera  augmentée  de  ir..  On  ne 
constitue  pas  une  fonction  (jui  serait  jiartont  continue  dans  la  cou- 
ronne (e,  r)  et  qui  aurait  pour  déri\ées  I'  ci  (  ).  Pour  éviter  cette 
difficulté,  nous  enléxerous  de  la  rduniniic  l.i  partie  comprise  enlie 
les  rayons  corres|)oudant  aux  angles  o  et  a.  a  étant  aussi  petit  que 
Ion  veut.  1!  reste  un  domaine  dans  lequel  on  peut  fixer  une  détermi- 
nation de  arctang-  qui   est,  dans  tout  ce  domaine,  fonction  bien 

détermint'-e  et  continue.  Dans  ces  conditions,  l'intégrale  cur\i]ignele 
long  de  tout  chemin  compris  dans  ce  nouveau  domaine  a  une  valeur 
déterminée  qui  ne  (i(''pend  que  des  extrémités. 


VIII    —  Intégrales  de  surface. 

202.    Considérons   une   surface    S    ayant  pour  équation    en  coor- 

z  =f{x,  y), 


données  rectangulaires 


/"étant  définie  en  tout  [)oint  d'un  domaine  A  du  plan  des  (x,y).  Soit 
R(ar,  y,  z)  une  fonction  définie  dans  une  certaine  région  contenant  S. 


Prenons  l'intégrale  double 


I  =  ff^i^^  yJ^^-.  J')]  dxdy. 


On  peut  convenir  de  considérer  ce  nombre  I  comme  attaché  à  S. 
Pour  préciser,  rappelons  que  nous  avons  été  conduits  à  appeler 
élément  difféieatlel  de  l'aire  de  la  surface  l'expression 


"^-\/'^{%f*{:^-f"^''y 


D'autre   i)art,    les   cosinus   de   la  normale  au   point  (57,  j)',  :;)   sont 
donnés  par 

co«a        cosji        cosv 


d  où 


OZ                   HZ                  —  1 

Ox             Oy 

[/'^{Sf^i^y 
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ce  qui  conduit  ikécrire,  en  supposant  ros-'  positif, 

,         dx  tly 
da  =  —' 


i 

I  =    /     1  \\{  T,y,  z)  cosy  d<j. 


Nous  sommes  conduits  à  remplacer,  dans  l'intéi^rale  douldc  précé- 
dente, (^/.r  </)'  par  cos"w/t  et  à  écrire  coiiNfulionuçlIcmciiL 


Il  V  a  lieu  de  distinguer  en  un  point  de  S  deux  demi-normales. 
l*our  l'une,  -'  est  aigu;  pour  l'autre,  il  est  oblus.  On  peut  considérer 
chacune  de  ces  demi-normales  comme  attachée  à  une  face  de  S.  Nous 
appellerons  face  supérieure  celle  pour  laquelle  cosy  est  positif; 
l'autre  sera  la  face  inférieure. 

Pour  la  face  supérieure,  nous  poserons 

J  =  I, 

et,  pour  la  face  inférieure, 

J  =— I. 

On  peut  étendre  la  définition  de  J  au  cas  d'une  surface  décompo- 
sable  en  morceaux  dont  chacun  remplit  les  conditions  précédentes. 

De  la  même  manière,  en  désignant  par  B  et  C  les  projections  de  S 
sur  le  plan  des  y;  et  sur  le  plan  des  zx.^  on  considère  les  intégrales 
doubles 

JJpdydz,       1^  fqdzdx, 

et  on  les  écrit  conventionnellemenl 

/    I  y{x,  J,  z)cosoL  dG,       I    I  Çlicr,  J,  z)  cosf^d(j. 

D'une  manière  générale,  par  addition  de  telles  intégrales,  on 
obtient  une  intégrale  de  surface  étendue  à  S  ;  c'est  une  expression 
de  la  forme 

/     /  [P(:r,  jK,  -)  cosa-l-  Qf.r.jK,  s)cos^  -H  R(a-,  j,  5)0057]  d<3, 

l'intégrale  étant  étendue  soit  à  l'une  des  faces,  soit  à  l'autre.  Pour 
l'évaluer,  on  la  sépare  en  trois  parties;  dans  chacune  de  ces  parties, 
on  remplace  respectivement  cosa<r/o-,  cos  Jj  f/cr,  cosy  d^  par  ±  dydz, 
±  dz  dx,  ±  dx  dy.  En  ce  qui  concerne  le  signe,  pour  chacune  des 
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faces,  chaque  cosinus  a  un  signe  déleriulnt'.  Si  cosa,  par  exemple, 
est  positif,  on  choisit  devant  dy  dz  le  signe  +;  de  même  pour  les 
autres. 

!20)^.    Formule    de   Grecn.    —    Prenons    un    ilnin;iinf    I)   compris 
entre  deux  surfaces  S,  et  Sa  avant  pf)ur  (-(piations 

z  =  0,(x,  jK),  x;  =  6,(.r,^),  0,  >  G,, 

et  le  cylindre   projetant  ces  surfaces  sur   le  plan  des  xy\    9,   et  h-, 
sont  des   fonctions  définies   en  tout  point  diin  domaine  A  du  plan 
des  xy.  Soit  R(  jt,  y.  z)  une  fonction. 
Considérons  rinlégrale  triple 

III   —  dx  dy  dz. 

J    J    Jy     OZ 

Elle  est  égale  (n°  179)  à 

(i)  I    I  [R(x,y,Zi)  —  R(x,y,Zi)]dxdy, 

52  et  z,  étant  égaux  à  Bo(jr,  y)  et  0|  (x,  y). 
Or,  Tinté  "raie 

/     I  R( X,  y.  Z2)  dx  dy 

peut  être  considérée  comme  intégrale  de  surface  de  la  fonction  R 
étendue  à  la  surface  So  et  prise  sur  la  face  supérieure,  c'est-à-dire 
sur  la  face  extérieure  au  volume.  De  même  l'intégrale 


—    /    I  K(x,y,  zi)dxdy 


peut  être  considérée  comme  intégrale  de  surface  de  Rétendue  à  S)  et 
prise  sur  la  face  inférieure,  c'est-à-dire  encore  sur  la.  face  extérieure 
au  volume. 

D'autre  part,  si  la  frontière  de  D  comprend  un  cylindre,  l'intégrale 
de  surface  de  R  étendue  à  ce  cylindre  doit  être  considérée  comme 

nulle,  car  dans  l'expression  /  /  R«r/7C0sv,  cosy  sera  constamment 

nul.  On  peut  ajouter  cette  intégrale  de  surface  à  l'expression  ( \) 
et  l'on  reconnaît  que  l'on  obtient  ainsi  V intégrale  de  surface  de  ta 
fonction  Yx  étendue  à  la  face  e.vtérieure  de  la  frontière  S  du 
domaine  D.  C'est   en  cela  que  consiste  la  formule  de  Green  ;  elle 
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Le  résnllat  s'étend  à  un  domaine  de  forme  nlns  compliquée,  décom- 
posal)le  en  ilomaines  de  la  lorine  précédente. 

En  permtitanl  le  rôle  des  xariahles  .r,  1',  :;,  on  obtient  deux  autres 
formules  analoj;ues,  doù,  par  addition,  la  formule  générale 

^  I     f  (~  "^^  "+■  ^)  «'•^<''^-  =  f  /'(ncosa  +  Qcos?-+-RcosY)rfa, 

lintégrale  de  surface  étant  prise  sur  \à  face  extérieure  de  S. 
Si  Ton  fait  en  particulier 

P  =  r,        Q  =  o,        R  =  G, 
on  obtient 

/     /     I  dx  (/y  dz  —   I     I  X  dy  dz^ 

ou 

\  =z   l    I  X  dy  dz. 

On  peut  obtenir  de  la  même  façon  deux  autres  expressions  du  volume 
\  =Jfy  dz  dz  =Jf^  dx  dy. 

204.  Formule  de  Stokes.  —  Plaçons-nous  dans  les  conditions  sui- 
vantes :  On  a  une  surface  S  définie  par  une  équation  de  la  forme 

Elle  se  projette  sur  le  plan  des  xy  suivant  un  domaine  A  limité 
par  un  contour  simple  y.  Soit  L  le  contour  de  S,  qui  se  projette  sui- 
vant y.  Nous  dirons  que  S  est  limité  par  L.  Considérons  l'intégrale 
cur\ili"ne 


I  =   rP(x,y,  z)dx. 


On  suppose  le  sens  du  parcours  sur  L  choisi  de  telle  sorte  que  la 
projection  du  mobile  qui  parcourt  L  dans  ce  sens  parcoure  *'  dans  le 
sens  positif.  D'après  cela,  on  peut  écrire 


=   f^[^,r>fi^,7)]dx=  f\\{x,y) 


dx 
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en  posant 

A j)|)li(|ii()iis  hi  (oniuilc  (le  ("irccii  ;'i  I  iiit(''i;r;il<'  ciii"\ilij;ne 

/  l\(x,  v)(l.r. 


On  a 


-r 


U  <^y 


i^valuons  — —  On  a 


Oy         Oy        dz   Oy 


d'où,  en  purlanl  celle  valeur  dans  linté^rale  douhle, 

'dV       ÙP  ôz\ 


Celle  inl(''<;rale  double  j)eut  se  metlre  sous  la  forme  (ruiie  iiil«''orale 
de  surlace  allachée  à  S.  Remplaçons  dx  dy  par  cosy  d^^  ce  qui 
revient  à  considérer  la  demi-normale  faisant  un  ani;le  ai<;u  avec  O:;, 
c'est-à-dire  à  jirendre  l'inléyrale  sur  la  face  supérieure  de  S.  On  a 


/X(?-^^^— 


oV   ^  àP  dz 
ày    '    àz    Oy 


Séparons  I  inléj^rale  en  deux  parties  et  remarcpions  (jue  Ton  a 


cnsa        cos ^        co^Y 
ôz  Oz  —  I 

dx  Oy 


de  sorte  que  -^  cosy,  qui  entre  dans  Tintégrale  précédente,  peut  se 
remplacer  |>ar  —  coSj3,  ce  (jui  nous  donne 

t  —    /     /    1  — —  cos  a cos-,'     «J. 

Piemanpions  que  celle  formule  subsiste,  si  Ion  change  en  même 
temps  la  face  de  S  considérée  et  le  sens  de  parcours  sur  L,  puisque 
les  deux  membres  cliani;enl  lous  deux  de  sij;ne. 

On  peut,  une  lois  pour  toutes,  établir  une  corres|iondance  entre 
une  des  faces  de  S  et  un  des  sens  de  j)arcours  sur  L.  Lne  face  de  S 
élanl  (  lioisie,    appelons   se/i.s  direct  sur  L,  corresj)ondanl   à  la  face 
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ciioisie,  le  sens  tel  que,  si  Ton  mène  la  denii-norniale  à  celte  face  en 
un  point  M  voisin  du  contour,  un  observateur  <lirii;t'  sui\ant  celle 
(Icini-nonnale  voie  le  mobile,  décrivant  le  contour  dans  le  voisinage 
de  M,  tourner  dans  le  sens  positif. 

C'.elle  condition  a  été  réalisée  dans  le  cas  précédent;  la  formule  est 
valable  quelle  que  soil  la  face  de  S,  pourvu  que  le  sens  de  parcours 
sur  L  corrcsi^ontle  à  cette  face  d'après  la  loi  indiquée. 

Le  résultat  s  étend  à  une  surface  décomposablc  en  morceaux  dont 
chacun  remplit  les  conditions  analogues  j)ar  rapport  à  des  axes  con- 
venablement choisis.  Enfin,  en  permutant  x,  y,  z  el  en  ajoutant 
membre  à  membre  les  relations  obtenues,  on  a  la  formule  générale 
suivante 


f 


L 


—    I     I    \  \  -, ^      cosa  -i- cos  3  -f-  (  — ^ —  ]  coèv  \  da. 

la  face  de  S  et  le  sens  de  parcours  sur  L  se  correspondant  de  la  façon 
indiquée.  C'est  la  formule  générale  de  Stokes. 

Dans  le  cas  {)arliculier  où  P,  Q,  R  sont  les  dérivées  partielles  par 
rapport  à  x^y,  z  d'une  même  fonction  F(iP,  j-,  :;)  bien  déterminée 
dans  une  région  contenant  S,  on  voit  que  les  deux  membres  sont 
nuls.  F.n  elfet,  l'expression  Y^  dx -\- i^dy  ^^dz  est  la  diflerentielle 
totale  de  F;  on  en  déduit,  comme  au  n"  i201,  que  l'intégrale  curvi- 
ligne   de    cette    expression  le  long    du   contour   fermé  L  est  nulle. 

1^-  I  •  •         t^R        f^Q  .        II 

iJ  autre  part,  les  trois  expressions r— »  •  •  •  sont  nulles. 

i        '  ^  Oy  az 
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PRÉFACE. 


Celle  deuxième  Partie  de  mon  Cours  a  été  écrite  dans  le 
même  es[)rit  que  la  première.  Laissant  de  coté  les  détails  acces- 
soires, je  me  suis  proposé  de  mettre  le  lecteur  en  possession  des 
faits  mathématiques  vraiment  essentiels,  et  j'ai  cherché  à  les 
relier  entre  eux  par  des  méthodes  aussi  directes  que  possihie. 
C'est  dire  que,  dans  ce  Volume  comme  dans  le  précédent,  la 
question  de  l'ordonnance  des  matières  m'a  préoccupé  tout 
autant  que  le  choix  des  matières  elles-mêmes.  Tout  se  tient  en 
Mathématiques,  peut-on  dire;  c'est  une  raison  de  plus  pour 
rechercher  si  tel  groupement  de  faits  n'est  pas  plus  conforme  à 
la  nature  des  choses  que  tel  autre,  justifié  seulement  par  des 
habitudes  acquises.  Il  est  certain,  par  exemple,  que  la  division 
surannée  de  l'Analyse  en  Calcul  différentiel  et  Calcul  intégral 
n'a  plus  aucune  raison  d'être.  Par  contre,  on  n'insistera  jamais 
assez  sur  la  distinction  fondamentale  qui  existe  entre  l'Analyse 
des  variables  réelles  et  l'Analyse  des  variables  complexes.  Ce 
sont  \'d  presque  deux  sciences  distinctes,  qui,  bien  entendu,  se 
prêtent  un  mutuel  appui,  appui  d'ailleurs  d'autant  plus  efficace 
qu'on  auia  mieux  insisté  sur  la  différence  des  points  de  départ. 

Le  (>liapitre  IV,  par  lequel  s'ouvre  le  présent  Volume,  est 
précisément  consacré  aux  fonctions  analytiques.  Ici  surtout,  les 
idées  que  je  viens  d'exposer  d'une  manière  générale  prennent 
une  inqiortance  particulière.  Il  est  généralement  admis  qu'on 
doit,  dans  l'exposition  de  cette  partie  de  la  Science,  se  placer 
au  point  de  vue,  soit  de  l'un,  soit  de  l'autre  des  fondateurs  de  la 
théorie,  ce  (jui  conduit  à  reprendre  les  mêmes  résultats  par  trois 


PRKKACK. 


OU  qiialrt'  procédôs  disliucts.  Il  me  sciiil)le  (jiroii  peut  avauta- 
ijeusement  modifier  celte  inétiiode.  Un  cours  d'Analvse  n'est 
pas  un  cours  d'histoire  de  rAnaKsc;  le  fait  d'éviler  systémati- 
(pienieut  de  niélani;er  les  théories  de  divers  auteurs,  sans  doute 
j)Our  mieux  respecter  leur  œuvre,  me  paraît  provenir  d'un  scru- 
pule traditionnaliste  que  je  ne  partage  pas.  A  coup  sOir,  il  est 
intéressant  de  savoir  que,  à  telle  époque,  tel  géomètre  est 
arrivé  à  construire  tout  un  corps  de  doctrines,  indépendamment 
des  travaux  de  ses  contemporains.  Mais,  à  mon  avis,  le  meilleur 
hommage  à  rendre  à  nos  devanciers  est  encore  de  continuer 
leur  œuvre;  c'est  pourquoi  j'estime  que  nous  devons  aujour- 
d'hui chercher  à  opérer,  non  plus  une  simple  juxtaposition,  mais 
une  véritable  synthèse  entre  les  diverses  méthodes  qu'ils  nous 
ont  léguées,  de  manière  à  en  construire  une  nouvelle,  cjui  par- 
ticipe des  avantages  de  toutes  les  autres. 

C'est  en  partant  de  ces  idées  que  j'ai  cherché  à  utiliser  en 
même  temps  la  notion  d'intégrale  de  variables  complexes  et  la 
notion  de  série  entièie.  D'ailleurs,  le  résultat  le  plus  essentiel  de 
la  théorie  des  fonctions  analytiques  réside  précisément  dans  ce 
fait  (ju'une  fonction  qui  a  la  piopriété  d'avoir  une  dérivée  est 
par  cela  même  représentable  par  une  série  entière.  C'est  donc 
la  préparation  et  la  démonstration  de  ce  théorème  fondamental 
qui  font  l'objet  des  premiers  paragraphes  du  Chapitre.  Une  fois 
cette  identité  établie,  on  se  trouve  en  possession  des  avantages 
de  l'une  et  l'autre  méthode,  puisque,  dès  ([u'on  peut,  par  un 
moven  quelconque,  montrer  qu'une  fonction  satisfait  aux  con- 
ditions d'holomorphie,  il  en  résulte  que  son  développement 
taylorien  est  applicable,  ce  qui  permet  de  l'utiliser  dans  les 
calculs.  Ce  même  théorème  fondamental,  établi  d'abord  pour 
le  cas  d'une  variable,  est  étendu  plus  loin  au  cas  de  plusieurs,  au 
moven  d'une  transformation  très  simple,  qui  ne  nécessite  pas 
l'emploi  des  intégrales  multiples  de  variables  complexes. 

En  ce  qui  concerne  le  choix  des  démonstrations,  je  ferai 
remarquer  qu'il  n'y  a  aucune  raison  plausible,  sous  prétexte 
qu'on  est  dans  le  domaine  complexe,  pour  s'interdire  de  revenir 
à  la  décomposition  en  parties  réelle  et  imaginaire;  en  fait,  ce 
retour  aux  variables    réelles   fournit  des  démonstrations   très 


simples  et  très  naturelles  de  plusieurs  résultats  fondamentaux, 
en  particulier  de  ceux  qui  sont  des  extensions  de  théorèmes 
relatifs  aux  fonctions  réelles,  tels  que,  par  exemple,  le  principe 
des  fonctions  composées,  celui  de  la  dérivation  des  intégrales 
par  rapport  à  des  paramètres,  etc. 

C'est  dans  ce  même  (>liapitre  (jue  je  traite  la  théorie  des 
séries  de  fonctions.  Bien  (ju'à  mon  avis  Tintroduclion  de  termes 
nouveaux  ne  doive  se  faire  qu  avec  une  extrême  prudence,  il 
ma  paru  indispensable  de  caractériser  par  une  locution  brève  le 
cas  le  plus  simple  et  de  beaucoup  le  plus  courant  des  séries  uni- 
formément convergentes,  celui  des  séries  dont  les  termes  sont 
moindres  en  module  cjue  des  nombres  positifs  formant  série 
conver<^ente  (ce  qu'on  appelle  cjuelquefois  critère  de  Weier- 
slrass).  J'appelle  ces  séries  normalement  convergentes,  et  j'es- 
père qu'on  voudra  bien  excuser  cette  innovation.  Un  grand 
nombre  de  démonstrations,  soit  dans  la  théorie  des  séries,  soit 
plus  loin  dans  la  théorie  des  produits  infinis,  sont  considérable- 
ment simplitiées  quand  on  met  en  avant  cette  notion,  beaucoup 
plus  maniable  que  la  propriété  de  convergence  uniforme. 

Dans  le  Chapitre  V,  consacré  aux  écjuations  diflérentielles  et 
aux  équations  aux  dérivées  partielles,  je  me  suis  contenté  d'ex- 
poser les  fondements  de  la  théorie,  en  m'attachant  surtout  à 
faire  connaître  les  cas,  en  petit  nombre,  où  l'intégration  peut 
être  efiectuée.  J'ai  tenu  à  indiquer,  par  un  exemple  classique 
emprunté  à  la  Phvsicjue,  comment  les  équations  aux  dérivées 
partielles  interviennent  le  plus  souvent  dans  les  apjjlicalions, 
quel  rôle  essentiel  jouent  les  hypothèses  complémentaires,  et 
comment  on  doit  en  faire  usage  pour  la  résolution  des  pro- 
blèmes posés. 

Le  Chapitre  VI  contient  les  applications  géométriques.  J'y 
expose  les  propriétés  les  plus  importantes  de  la  théorie  des 
courbes  et  des  surfaces,  de  manière  à  préparer  le  lecteur  à  une 
étude  plus  approfondie  de  la  Géométrie  supérieure.  Dans  l'étude 
des  surfaces,  j'ai  donné  le  plus  souvent  la  préférence  aux  démon- 
strations qui  utilisent  les  coordonnées  curvilignes  générales,  à 
cause  des  avantages  de  symétrie  qu'elles  présentent,  mais  j'ai 
également  mis  à  [)rolil  l'étude  du  cas  où  l'équation  est  résolue 


par  rapport  à  une  des  coordonnées,  cette  seconde  méthode  se 
prêtant  mieux  à  l'établissement  de  certains  théorèmes. 

Enfin,  voulant  donner  au  moins  une  application  des  théories 
o:énérales  exposées  dans  TOuvrage,  j'ai,  dans  un  dernier  Cha- 
pitre, exposé  les  principes  essentiels  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques. 

M.  Cousson  a  continué  de  m'apporter  son  concours  le  plus 
dévoué  pour  la  rédaction  et  la  mise  au  point  de  ce  second 
Volume.  M.  Denjoy,  agrégé  de  Mathématiques,  a  bien  voulu 
aussi  m'assister  dans  le  travail  de  revision  des  épreuves.  Je  leur 
en  adresse  ici  mes  plus  affectueux  remercîments.  Enfin,  si  tout 
le  monde  sait  combien  est  précieuse  à  un  auteur  scientifique  la 
collaboration  de  M.  Gauthier-^"illa^s,  il  convient  de  dire  que  la 
chose  apparaît  mieux  encore  peut-être  lorsqu'il  s'agit  d'un  Livre 
destiné  à  l'enseignement,  où  tous  les  détails  de  l'exécution  doi- 
vent concourir  au  but  à  atteindre. 

Dijon,  le  lo  avril  1908. 
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Tome  I. 

Page  i4j,  note  :  ligne  i,  supprimer  positives. 

»  »         ligne  3,  lire  le  rapport  ...  est  inférieur  en  module  à  i. 

»  »         ligne  4)  li''^  ■■■  par  des  nombres  inférieurs  en  module  à  i. 

Tome  II. 

Page    28,   avant  le  dernier  alinéa,   ajouter:   La  série  T  a  pour  somme  S. S,  limite 
de  S„.S„. 

Page  212,  n»  418,  remplacer  la  formule  donnant  R^  par 

r/i?  dst 


Rî 


hM-yM 


r\dTj]  -^rvÂM 

d'où 


R 

r:  =  '+^-' 

Page  226,  n°  432,  dernière  ligne,  au  lieu  de  c'est  une  pdrabole,  lire  l'indicatrice  est 
parabolique. 
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CIIAPITHE  IV. 

FONCTIONS    ANALYTIQUES. 


I.  —  Nombres  complexes. 

!2(V).  Les  nombres  complexes  ou  iiuaginaircs  siiitroduisent  eu 
Vlgèbre  à  propos  de  l'étude  des  équations  algébriques  de  degré  supé- 
rieur H  1.  Par  définition,  un  nombre  complexe  :;  est  une  expression 
(le  la  forme  a  -j-  bi,  a  et  b  étant  des  nombres  réels. 

On  définit  les  quatre  opérations  aiilliméliques  élémentaires  sur 
ces  nombres  de  la  façon  suivante.  L  addition,  la  soustraction,  la  mul- 
tiplication sont  définies  par  des  conventions  qui  peuvent  se  résumer 
ainsi  :   Un  polynôme  par  rapport  à  des  nombres  complexes 

5  =  a  H-  bi,         ^'  r=  a'  -i-  b'  f ,  ... 

est  le  nombre  complexe  obtenu  en  eflertuant  sui-  ces  nombres  les 
calculs  indKjués.  sui\ant  les  règles  ordinaire^  i\n  calcul  algébrique, 
et  reuq)hiçanl  dans  le  résultat  i-  [)ar  —  i. 

Cette  convention  peut  être  remplacée  par  la  sui\anl(.'  :  On  consi- 
dère comme  équivalents  deux:  polynômes  en  /  de  la  forme 

Ao  -T-  Al  «  -H  A2  «--(-...,         Hy  -T-  lîi  i  -r-  B2<-  -i-. . . , 
B.  -  II.  , 
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les  nombres  A  et  B  étant  réels,  si  les  restes  de  la  dixision  de  ees  deux 
polynômes  par  /-+  i.  ([ni  sont  du  premier  degré  en  /,  sont  iden- 
tiques. En  elVet,  les  puissances  île  /  : 

(i)  /♦",     M"^",     i'"'-*--,     i*''^-3, 

où  //  est  un  entiei-  positif  ou  nul,  sont,  au  sens  précédent,  équiva- 
lentes respecti\enient  à 

{■i)  1,     /,     —I,     —  i. 

On  en  déduit  que  le  polynôme  A,,  +  A|  /-{-..  .  est  équivalent  au 
nombre  complexe  obtenu  en  y  renq^laçant  les  expressions  (i)  par  les 
expressions  (2)  correspondantes;  cela  revient  à  remplacer  /-  par  —  1 
dans  ce  polynôme. 

La  seconde  forme  donnée  à  la  con\ention  montre  que  les  lois  du 
calcul  algébrique  relatives  à  l'addition,  la  soustraction,  la  multipli- 
cation s'appliquent  aux  nombres  complexes.  » 

206.  Deux  nombres  complexes  a-\-bi,  a'  ~i- b' i  sont  dits  égaux 
s'ils  sont  équivalents,  cest-à-dire  si  l'on  a  à  la  fois  a  =^  a' ,  b  =  b' . 

Un  nombre  complexe  a  H-  bi  est  nul  s  il  est  équivalent  à  zéro, 
c'est-à-dire  si  l'on  a  «=  o,  6  ^  o. 

Deux  nombres  a  H-  bi.  a'  -\- b'  l  sont  dits  opposés  ou  égaux  et  de 
signes  contraires  si  leur  somme  est  nulle,  c'est-à-dire  si  a'  =^  —  a, 
b'=-b. 

Quand,  dans  un  nombre  complexe  a  -\-  bi\  on  a  ^  ==  o,  on  dit  que 
le  nombre  complexe  se  réduit  à  sa  partie  réelle.  Si  Ion  a  «^o,  on 
dit  que  le  nombre  est  imaginaire  pur. 

Deux  nombres  complexes  sont  dits  conjugués  s'ils  ont  même 
partie  réelle  et  pour  coefficients  de  i  deux  nombres  opposés. 

207.  Etant  donnés  deux  nombres  complexes  ^  =  «  4-  bi  et 
^'==rt'H-  b' i^  cherchons  un  nombre  complexe  c -\- di  qui,  multiplié 
par  z' ,  reproduise  z.  On  doit  avoir,  d'après  la  règle  de  multipli- 
cation, 

a'  c  —  b'  cl  =  a.         b'  c  -r-  ad  =  b. 

Ce  sont  deux  équations  linéaires  en  c  et  cl.  Le  déterminant  des 
coefficients  des  inconnues  est  a''--k-  b'-,  qui  est  différent  de  zéro  dès 
que  z'  l'est;  c  el  cl  sont  donc  déterminés  par  ces  équations;  il  existe 
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un  nombre  c  -\-  <Ii  et  un  seul  vi'rifuint  la  condilion  rciiuise  :  c'est 
le  (juotienl  de  z  par-  z  . 

Si  ::  est  (lillereiil  «le  zi'vo  el  z'  mil,  il  n'y  ;i  pas  de  nombre  com- 
plexe qui.  iiuillij)lic  |)ai'  ::  ,  reproduise  Z. 

En  elVecUiant  sur  des  noiid)res  comjîlexes  les  quatre  opérations 
ariflunt;ti(|ues,  on  ohtienl  i\e.<, //(ic/ions  rationnelles. 

208.  On  ap[)elle  module  d  un  nombre  complexe  z  =  a  -\-  bi  la 
quantité  positive  ou  nulle  p  =  ^/rt- -h //- .  On  reconnaît  que,  pour 
qu'un  nombre  complexe  soit  nul,  il  faut  el  il  suffit  que  son  module 
soit  nul.  Nous  d('sii;ner()ns  j)ai-  |  :;  |  le  module  de  :;. 

On  démoutre  que  : 

i"  Le  module  de  la  somme  al^f-brique  de  plusieurs  nombres  com- 
plexes est  inférieur  ou  égal  à  la  somme  des  modules. 

2"  Le  module  de  la  diderence  de  deux  nombres  complexes  est 
supérieur  ou  égal  à  la  diflerence  des  modules. 

3"   Le  module  d'vm  produit  est  égal  au  produit  des  modules. 

4"  Le  module  d'un  quotient  est  égal  au  quotient  du  module  du 
dividende  par  le  module  du  diviseur. 

D'après  la  Trigonométrie,  on  sait  qu'étant  donnés  deux  nombres  a 
et  6,  il  y  a  un  angle  9,  déterminé  à  un  multiple  de  a-ri  près,  tel  que 
Ton  a 

a  ^=  \/ a- ^  h- co's  ^-D ,         ^  =  v^ «^-t- 6-siiio. 

L'anale  -^  ainsi  déterminé  est  dit  Vari^unienl  du  nombre  com- 
plexe  a  H-  b(. 

Le  produit  de  plusieurs  nombres  complexes  a  pour  argument  la 
somme  des  arguments  des  différents  facteurs. 

209.  On  représente  géométriquement  les  nombres  complexes  en 
considérant  dans  le  plan  deux  axes  de  coordonnées  rectangulaires, 
0.r,  Oy.  Au  noml)re  a  +  bi  on  fait  correspondre  le  point  M  d'ab- 
scisse (i  et  d'ordonnée  b. 

Le  module  du  nombre  a  H-  bi  a  pour  valeur  la  longueur  OM,  et 
son  argument  est  l'angle,  défini  à  un  multiple  de  27:  près,  de  OM 
avec  Ox. 

210.  A'olion  de  li/nite.  —  lu  nombre  complexe  z,,^  a,,-^  ibn^ 
variable  avec  l'entier  /?,  a  poui-  limite  z^=a-\-  ib  si  l'on  a  simultané- 
ment lima„=  a,  lim^„:=  b. 
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Cela  revient   à  illre  que  le   module  de  la  dilTérence  (;„ — z)  doit 
tendre  vers  zéro. 

En  elTet,  on  a 

z„ —  -  =  «„ —  rt  —  l'ifht —  ^), 
d'où 


Iz,,  —  z\  =  s/{an  —  af-^{b,i—t>}'-. 

Pour  que  \z„ — ^I  tende  vers  /«'ro.  il  faut  et  il  siillit  f|ue  (o,,^  a) 
et  {b,t —  b)  tendent  vers  zéro. 

Le  théorème  de  Cauchy  sur  les  limites  (t.  1.  n"  22.  p.  i5)  s'ap- 
plique aux  nombres  complexes  et  s'énonce  ainsi  :  La  condition 
nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  suite  de  nombres  com- 
plexes C(.  Co?  •••'  ■2//'  •••  <^f^i  n^<^  limite  est  qu'à  tout  nombre 
positif  z  corresponde  un  entier  p  tel  que  les  conditions  ^-^ Pi 
V  >/)  entraînent  |  r^ —  ;.;!<;£. 

En    ellet,    en    posant    z,i^=  a„n-  ib,i,    la     condition    ]  :;„. —  ^v  | -<  ^ 

s'écrit 

\(ay  —  a./)  -7-  i(ba—  b^)\  <  t. 

Cette  condition,  supposée  remplie,  entraîne 

(l)  |rta— «vl<^,  \ba—à;\<t. 

Donc  a„  et  b,i  tendent  vers  des  limites  a  el  b'  par  conséquent, 
z„  tend  vers  a  +  bi. 

Réciproquement,  si  z,/  a  une  limite  a -\-  bi,  on  a 

l'\ina,i-—a,         \im  b,i=b. 

Quand  u.  et  v  dépassent  une  certaine  valeur,  les  conditions  (i)sont 
vérifiées;  il  en  résulte 

I  -a  -  -V  I  <  '^  £, 

ce  qui  montre  que  la  condition  du  théorème  de  Cauchj  est  vérifiée. 

II.  —  Fonctions  de  variables  complexes. 

211.  Soit  z  =  X -\- i  V  une  variable  complexe.  On  est  conduit  à 
considérer  comme  fonction  de  z  tout  nombre  complexe  u  de  la  forme 

suivante  : 

u  =  P(x,  y)^iq(x,j), 

P  et  Q  étant  deux  fonctions  réelles  de  x,  y. 

Supposons  que  P  et  Q  soient  fonctions  continues  de  x,  y  dans  un 
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cerliiin  domaine  I)  du  pLiu  des  j\  y.  SI  r  prend  iin<.'  suite  de  valeurs 
x,i-\-  iy„  lendanl  vers  une  valeur  fixe  x-\-iy,  les  nombres  P(x,/,y„), 
Q(a,rt,  )'„)  tendent  vers  P(\r,  jj/),  Q(j:,y),  de  sorte  que  ii[:-,i)  tend 
vers  M  (s).  On  exprime  ce  fait  en  disant  que  u  est  fonction  conlinae 
de  z. 

Cela  posé,  donnons  à  ;  deux  valcuis  dillVrenles  z  ^=  x  -^  iy, 
z  -\-  Iz  =  X  -\-  \j  4-  /(  r  H-  A)' ). 

Soient  //  et  u  -h  A//  les  \aleiirs  correspoiidanles  de  la  fonction.  On 
a  A//  :=  Al'  -r  /  A(^)  cl.  |)ar  siiilr, 

A?/  _  AP-+-  f  AQ 
A  J         A.r  -h  /  Ar 

Introduisons  l'Iijpothèse  (pic  P  r'/  (^  '^/'^  />''//'  rapport  à  x  el  y, 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre  continues  <(ans  le  do- 
maine D,  et  cherchons  dans  quelles  conditions  il  y  a,  pour  le  rap- 
port —  >    une  limite  déterminée  quand  ^x  et  \y  tendent  vers  zéro 

d'une  manière  quelconque. 

Considérons  dabord  deux  cas  particuliers  : 

1°  Si  Ay=:o,  c'est-à-dire  si  x  varie  seul,  on  a,  quand  Ax  tend 
vers  zéro, 

,.      \u         ,.      AP  +  tAQ        dV         .OQ 

uni  —  =  luii = t  -T—- 

\z  \x  ox  ôx 

2"  Si  Aj^' =  o,  c'esl-à-dirc  si  y  varie  seul,  on  a,  quand  A)-  tend 
vers  zéro, 

..     \it       ,.     APn-fAO  .()P        dq 

liin :=    iini : ^   = l 1 ; —  • 

Iz  i  A)'  oy         Or 

ri  •  V  1  •    •  1  ^  ''  J 

Une   première  condition  pour  que  le  rapport   —   tende   vers  une 

limite  délcrmiui-e.  quand  A.r  et  Ar  tendent  vers  zéro  d'une  façon 

1  III  ,  cJP         .dQ 

quelconque,    est    (jue    les     deux    nombres     complexes    y-:  +  ' -j— ' 

.dV        dO       .  .  .         -     ,•  r 

—  i- 1 — -^  soient  e;!aux,  c  esl-a-dirc  (lue  1  on  ait 

ôy         Oy  -  ' 

op^  _  oq        '^L'  _  _  !!0 

àx         Oy  Oy  O.r 

Je  dis  que  ces  conditions  sont  suffisantes.  En  ellet,  supposons-les 
remplies.  Ix  et  ly  étant  (juelconques,  on  a,  d'après  la  formule  des 
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accroissements  finis, 

AP  =    ,     (r-+-OAj-,     r-t-0  A)'i  A,r  —  ^(.r-i-O  A.r,     y -.- i)  ly)  \j; 
d.r  -  '  Ov 

AQ  =  —^  <  a-  -+-  0'  Ar,  V  -f-  0'  A)  )  A.r  -f-  —  (.r  —  0'  A.r,  y  +  0'  Av)  A>-, 

^       ox  -  '  <>y 

h  et  H'  étant  compris  entre  o  el  i . 

Les  \aleurs  des  dérivées  qui  entrent  dans  ces  formules  peuvent  se 
mettre  respectivement  sous  la  foruie 

et  par  suite  de  la  continuité  de  ces  quatre  dérivées  partielles,  étant 
donné  un  nombre  positif  s.  il  est  possible  de  trou\er  un  nombre 
positif  a  tel  que,  dès  que  l'on  a 

1  Aj:-  1  <  a,  I  Av  i  <  a, 

les  quatre  nombres  £,,  t^.  £:t.  î-,  soient  en  module  inférieurs  à  s.  Cela 
étant,  on  a  lit  =  AP  +  /  AQ,  cest-à-dire 


(2)  I  \dx  Or/  \dy  dy 

\  -}-  E,  Aj"  -r-  £0  Ay  -)-  i(  £3  A57  -i-  £4  ly) 


T-iî         <       1  I      •  /  I  dP  .dQ 

U  après    les    relations    (1  ),    on    peut    rein[)lacer    77  "•"  ^  j^    V^^ 


JoP  (^Qi     T        1  •  14       1- 

i\ \-  i—^  ]'  Les  deux  premiers  termes  de  la  deviennent 

V  dx  dx  I  *■ 

[dP  .fjQ\ 


de  sorte  qu'en  divisant  par  Ac  les  deux  membres  de  (9.)  on  a 

Aa  _  cy?         .ôQ  A.r  ly        .Sx        ■      ^y 

Âz  ~  àx  '^  ''dx  '^^^Jz~''-\z  "^'"^Â7~'^*ÂI' 

T  Ix     ly  ,         ,  11,  -A 

I^es  rapports  —,  -^  sont   au   plus  égaux  en  module  a   i  ;    si   A,r 

et  AjK  tendent  vers  zéro  d'une  manière  quelconque,  les  nombres  s,, 
^2t  £3;  '4  tendent  vers  zéro.  On  a,  dans  ces  conditions, 

,.      lu        c/P         .dO 

Imi  =:: h    l  — -^  • 

A  .3         Ox  dx 
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Oïl  cxpriiiic  <•(■  r(-siill;il  m  (lls;ml  (|ii"il  \  ;i  |iiiiir  //  une  <lciivée  par 
rapi>oit  (t  z  v\  (|iic  //  est  iKilonioifilK-  />tir  rapport  à  z  au  point 
considén' .  <  )n  (l(''si<;ii('  ccllr  dcrixcc  |)iii'  //.. 

(  )n  a|)|K'lli'  ilill'rrcntifllc  de  //  cl  Idii  (l('-<i^iic  y.w  'In  It;  |H'()(luit  de 
la  di''ri\»''('  //.  par  lac»  rftisscinciil  A;  de  la  variable.  Kn  ((HisidéranL  :; 
lui-même  eomine  foiielioii  de  ::,  on  est  eoiidml  à  (''crire  az  =  a^. 

On  modifie  alors   la   noliiliuii  |)ri''(('dfiilc  cl   I  on  [mse 

dit  —  II-  dz 
avec 

dz  =  d.r  -T-  i  dy. 

On  déduit  de  là  une  nouvelle  manière  d  éerire  la  d('ri\(''e  u^: 

,  du 

"       dz 

!2l!2.  Nous  ap|)ellerons  fonction  holoinorplie  de  ;,  dans  un  do- 
maine D.  toute  fonction  continue  par  rapporta  3  et  avant  une  dérivée 
déterminée  en  tout  point  du  domaine  D.  Les  conditions  (i)  seront 
appelées  conditions  cl' holoniorpliic . 

On  est  certain  quune  fonction  f {z)  est   lioloinorplie  si  1  on  jjeut 

, ,  . ,  ,  ,  l\  z  ^  h  )  —  fi  z) 
d  une   manière   queicon(|iH>  montrer  que    le  rapport ■ 

tend  vers  une  limite    déterminée  quand  //  tend  sers  zéro. 

Par  exemple,  z"\  m  étant  entier  et  positif,  est  fonction  liolomorphe 
dans  tout  le  plan,  car.  d'après  la  théorie  de  la  division,  on  a 

(  z  -^  h  )"'  --  z "' 

^  ' :^  z^  m  ^"'-'  —  //  '^(  3,  //  ), 

<i>{z^  h)  étant  un  polvnome.  En  vertu  des  propriétés  des  polynômes, 
on  vérifie  directement  (pie  le  module  de  es  est  horné  dans  tout  do- 
maine borné  et  Ton  en  déduit  que  le  premier  membre  a  pour  limite, 
quand  /i  tend  \ers  zéro,  rex|)ression  ru  z'"  ^ . 

î2i3.  Fonctions  de  plusieurs  variables  complexes.  —  Soient 
plusieurs  variables  complexes  z  ^  x  -\-  iy,  z' ^  x' -\-  iy\  ...  :  on  dit 
que  le  nombre  complexe 

«  :=  Y*{x.  y,  t\  y ,  .  . . )  -i-  i  ÇH X ,  y ,  x' ,  y\  . .  .) 

esl  fonction  holomorphe  par  rapport  à  V ensemble  des  variables  z, 
z'^i  ...  quand  ces  variables  sont  respectivement  dans  des  domaines 
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D,  D'.  .  .  .  de  leurs  plans  si  I*  et  Q  sont  des  fonctions  conlinties  par 
rapport  à  rensenible  des  variables  réelles  x,y^  x',y,  ...  admettant 
des  dérivées  partielles  du  premier  ordre,  elles-mêmes  continues,  et  si 
//  admet  une  dérixéc  par  ra|)port  à  tIkk  une  des  variables  complexes 

Il  iaiil  et  il  suffit  pour  cela  (pion  ail  ["ensemble  des  conditions 

ÔP  _  à()  dP  _  OQ 

ôx  (iy  àx'        dy' 

ôP  _       OQ  àP  _  _  OQ 

Oy  Ox  Oy'  Ox' 

Les  dérivées  de  u  se  représentent  par  — ?  -r-?'  •  •  •  • 

•  '        Oz     Oz 

!21 4.  Fondions  composées.  —  Soit  //  =  1  (^•'  ^  ?  •  •  •)  ^^^  fonction 
holomorpbe  des  variables  complexes  z  ^  x  -{-  iy,  z' z=  x' -{- i  y' ,  ... 
quand  z,  z',  ...  sont  dans  certaines  régions  de  leurs  plans. 

Supposons  que  s,  z',  ...,  au  lieu  d'être  \ariables  indépendantes, 
soient  fonctions  holomorphes  de  nouvelles  variables  complexes 

^  =  0 -1- it,  /,  =  (ji -!- {■•:,,  ...; 

n  peut  être  considérée  comme  fonction  de  t,  ^),  ...  par  l'intermé- 
diaire de  z,  z',  ....  On  dit  que  c'est  une  fonction  composée  de  /, 
/,,....  Je  dis  que  //  est  fonction  holomorphe  par  r(i/>port  à  /,/,,..  .. 

En  effet,  posons  u  =  P(:r,  y,  . . .)  +  ^Q(x,  j-,  . . .). 

Lorsqu'on  remplace  z,  z' .  ...  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  i, 
t^.   ...,   P   et  Q  deviennent   des  fonctions  composées  des  variables 

réelles  0,  t,   ^(,  ~^ Formons  les  dérivées  de  ces  fonctions  par 

rapport  à  f|  et  t  par  exemple.  On  a 

dQ  _  ICI  /  c)Q  Ox       c)Q  Oy 
~ô^  ~ ^ylix  oH  '^  'ôv  ôfï 


OP 

■^  f  oP  Ox  OP  Oy^: 
~2^\ôx  ô^  ~^  ôj^  ôiij 

OP 

■^  /oP  Ox  oP  oy  \ 
~.^\c>.r  0-     '     oy  0-  j 

o(}  _-^  /OQ  Ox        OQ  Oy \ 
~.   ~ ^yôx   7P.  ~  ôy    dz  /' 

les  signes    7   s'appliquant  aux  diflerents  couples  de  variables  (x,y), 

{x',y)..... 

Comme  u  est  fonction  liolomorplie  de  5,  on  a 

OP  _oq  OP  __àQ 

Ox        dy  Oy  Ox 
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De  nn'inc,  z  »''laiit  tniirtioii  liolomoiplic  de  /.  on  a 
Ox        dy  Or  Oy 

OV 
Var  suite  «le  ces  relations,  on  constate  (juil  y  .1  ifJf-nlité  entre  -^  et 


— ^,  ainsi  ou  entre-—  et ;2r.  Ucnc  u  a.   par  rapport   a   la   variable 

complexe  t  =  H  -h /t.  une  dérivée  déterminée,  à  savoir  : 

.')Q  _\'[{')P        ■oQ\OJ-^/OP_.àQy)x'] 


d7'  ""  "JÔ 


c  est-a-flire 

du        V  /'^r^         .àQ\i'd.r         .dy\       "^  au  ôz 
'ai  ^ 2d^'dx^''dx)^  dî)  ~'^âh)  ~.^dzdt' 

Ainsi.  Il  est  fonction  lioloinor|)lie  |)ar  rapport  à  lensemble  des  va- 
riables  /.  /,,   t-2 et  ses  dérivées  par  rapport  à  chacune  de  ces 

variables  sont  données  par  la  règle  habituelle  des  fonctions  compo- 
sées. 

2I0.  Comme  cas  particulier,  on  voit  que  la  somme,  le  produit  et 
le  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes  sont  des  fonctions  holo- 
morphes  dont  les  dérivées  s'obtiennent  par  les  règles  applicables  aux 
fonctions  de  quantités  réelles. 

Un  polynôme  par  rapport  à  plusieurs  variables  z.  z' ,  ...  est  fonc- 
tion holomorphe  de  ces  variables,  chacune  d'elles  étant  arbitraire 
dans  son  plan. 

Considérons  la  fonction  d'une  seule  variable  ;/==-•  Elle  est  holo- 
morphe dans  tout  le  domaine  D  obtenu  en  supprimant  du  plan  des  :; 
un  cercle  de  centre  G.  C'est  en  elfel  le  quotient  des  deux  fonctions 
holomorphes  i  et  :;.  et  :;  est  différent  de  zéro  dans  D. 

Une  /onction  ralionnrJle  de  plusieurs  variables  complexes,  c'est- 
à-dire  une  fonction  égale  au  (piotient  de  deux  polynômes,  est  holo- 
morphe si  les  variables  c.  z' .  ...  sont  assujetties  à  rester  dans  des 
domaines  D,  D',  ...  de  leurs  plans  respectifs  choisis  de  telle  façon 
que  le  dénominateur  de  la  fraction  ne  soit  jamais  nul. 

^1().  Fondions  ini/i/iciles.  —  Considérons  une  équation  de  la 
forme 

(I)  F(z,  y,  ...)  =  o, 
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Fêtant  fonction  holomorphe  des  variables  :;,  g',  ...  quand  ces  va- 
riables sont  dans  certains  domaines  D,  D',  ...  de  leurs  plans  respec- 
tifs. Soient  :-o,  z'^,  ...  un  système  de  valeurs  de  z,  z',  ...  intérieures 
à  L),  D' Comme  dans  le  cas  des  variables  réelles,  nous  appelle- 
rons point  un  tel  svstème  de  \alours.  Suj)posons  que  l'on  ait 


dY 


(-01  -ô.  .  ..)  ?^  o. 


Je  dis  que,  dans  ces  conditions,  on  peut,  au  voisinage  du 
point  (Zq,  :;'„,  ...),  résoudre  lécpiation  (i)  par  rapport  à  :;,  c'est- 
à-dire  trouver  pour  ^  une  fonction  holomorphe  des  variables  5', 
x;",  ...  quand  ;',  :;",  ...  seront  dans  certains  domaines  contenant  sj,, 
z^^  . . .,  cette  fonction  satisfaisant  à  l'équation  (i)  et  se  réduisant  à  ^0 
quand  5',  5",  ...  se  réduisent  à  x;'^,  ;'y,   .... 

Soient  z  =  X  -{-  iy,  z'  =  x'+  iy\  ...,  F  =  P  -h  «Q. 

Résoudre  l'équation  (  1)  revient  à  résoudre  par  rapport  k  x,  y  \e 
système 


(2) 


(   V (x,  y,  x\  y\  .  . .)  ^^  o^ 


D'après  la  théorie  des  fonctions  implicites  de  variables  réelles  (t.I, 
p.  io4),  il  faut  étudier  le  déterminant  fonctionnel  de  P  et  Q  par  rap- 
port à  X,  y,  c'est-à-dire 

âP     àP 

dx      dy 

Ox      ôy 
En  vertu  des  relations  d'holomorphie,  il  est  égal  à 


Ox] 


or,  on  a 


Tz 


àP 

Ox 


Ox  )  ' 
Ox 


et   cette    dérivée   est  différente    de   zéro    au    point   [zç,^  ::„,  s'y,  ...); 
a?     .  OÇ) 


il  en  resuite  que  -;—  et  — 7  ne  sont  pas  tous  deux  nuls  en  ce  point. 

Donc  le  déterminant  fonctionnel  précédent  est  différent  de  zéro  pour 
le  système  de  valeurs  (^05^05  ^'01  f'oi  •••)•  j^ous  sommes  alors  dans 
les  conditions  d'application  du  théorème  des  fonctions  implicites.  Des 
équations  (2),  on  peut  tirer  pour  x^y  deux  fonctions  continues  des 
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(le  \analinn 


,.  (l/'niiU'S  dans   mlaiiis  iiilcrv  ailes 


•  ces  fonctions  se  n'diiioani  à  .r„.  l'o  <|i!aiiil  ./'.  y',  .r" .  ...  se  r<''(lnis('nl 

H  J"„,  i'„,  .r,, 

En  revenant  aux  xanaMcs  ciiriiiilcxe-i.  on  mhI  (|iic  ;  est  fonclif)n 
(léteriniiiée  tie  <  .  z" .  ...  et  se  iumIiiU  à  r„  (Hi.nid  c'.  c'.  ...  se  ré- 
duisent à  Cy.  ::„,..  .. 

Je  dis  (|ue  cette  l'nndioii    r   a   de^  (|('ii\('"es    [»artielles  par  ra|)|)<)rl 

à  z' .  z" M(jiili(iiis-le  |),ir  exein|tle  pour  -  .  (Jn  a.  en  ihliV-rentiant 

les  ('-(luations  *  •>  i. 


—  rt.r  ■ (/y ,  dx  -!- 

ox  iiy    "  dx 

Ox  Ov     "  <<r 


=  o, 


Multi|»lions  les  deux  niomljres  tic  la  seconde  équation  par  /  et  aj(»u- 
lons.  (  )n  a,  en  tenant  compte  des  relations  d  lioloniorphie. 


oP       .  oQ 


i  — ^     (  dx  -h-  i  dy  )  -T- 

\  ox  Ox  I 


3  ) 


—  (  dx  -r-  i  dy  ) ■  (  dx  —  i  dy 

Oz  -^  '       oz 


Supposons   (pie   les   xariahles   indépendantes    z\  z'' .   ...    ret^onenl 

des  valeurs  fixes,  sauf  r-  .  L  ('Cjuation  (.3)  montre  que.  dans  ces  condi- 

dx  -i-  i  dy  1  ••        1  .  •     -  17'  Il  I 

iKjns.  -r—, ^-r-,  ii  une  limite  (leterminee  (luand  ax—  i  av   tend  \  ers 

dx  —  /  dy  1  "^ 

zéro.   iJone  c  a  par  rapport  à  r    une  dérivée  donnée  par  la  formule 


oz 
â7 


ôz' 

~ÔF 

oz 


(i) 


C'est  la  même  règle  que  p(nir  les  \arialjles  réelles. 
Ainsi  :;  est  fonclion  holomorphe  de  z' .  z" 

t21/.    Su|)posons  maintenant  (pi  on  ait  /i  ('-(piations  de  la  forme 
1    I'  1  (  -.  - (/.  ;/  .  II".  .  .  .  )  =  o, 

I     F,j(z,  .=  ',    .  .  .,   U,   U',  U\   ...)=:  O, 
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les  variables  //  élanl  au  nombre  i\c  n  cl  les  F  étant  fonctions  liolo- 
morphes  des  variables  complexes  ^  et  u  dans  certains  domaines.  Soit 
;;o'  -^'o'  •••■'  "o'  f'oi  •••  "'^  système  de  valeurs  des  variables  vérifiant 
ces  équations.  Supposons  que  le  déterminant  fonctionnel  des  F  par 
rapport  aux  ii  soit  difVérenl  de  zéro  |)Our  ce  point,  soit 

(2)  -pj -, 7, 9^  O. 

U{  U,  1/  ,  Il   ,    .  .  .  ) 

Je  dis  que  Ion  peut  trouver  pour  u,  u',  u" ,  . . .  un  système  de  fonctions 
holomorphes  de  z,  z',  z",  ...  au  voisinage  du  point  (zq^  z'^^,  z]^,  . . .), 
satisfaisant  aux  équations  (i)  et  se  réduisant  pour   Cy,  z'^^,  z"^^,   ...  à 

«0,  i/'„-  «i, Le  théorème  est  démontré  pour  n  =i  i .  Admettons-le 

pour  //  —  I  et  démontrons-le  pour  n. 

D'après  (2),  l'un  au  moins  des  mineurs  d'ordre  (n  —  i)  du  déter- 
minant fonctionnel  des  F  par  rapport  aux  u  est  difiérent  de  zéro 
pour  le  point  considéré.  On  peut  supposer  que  c'est 

D(F,.F, F„„,  ) 


D(  u'.  //",  .  . .  ) 


On  peut  résoudre  les  (n  —  1)  premières  équations  (i)  par  rapport  à 
u',  u'\  ...  et  exprimer  ces  ( /i  —  i)  variables  par  des  fonctions  holo- 
morphes de  z,  c',  z".  ...  et  it.  Soient  par  exemple 

(3)  u' =  tf'i  z,  z' ,  .  . .,  u),         u"  =  o"{z,  z',  . . .,  u),         .... 

Portons  ces  expressions  de  «',  u".  ...  dans  la  fonction  F„,  et  soit 
^(5,  ;',...,  m)  la  fonction  obtenue.  <I>  est  fonction  holomorphe  et 
l'on  a  (cf.  t.  I.  p.  106) 

d*  ^  DfFi.F,,  ....F,,)  .  D(Fi,F, F„-,  )  ^ 

Ou  D(u,  u',  u",  .  . .)    '         D(  u' .  II".  .  .  .) 

Donc,  pour  le  point  (^^o,  ;„.  .  . .,  Wq,  w„,  . . . ),  on  a 

au 
On  peut  donc  résoudre  l'équation 

(4)  *(^,  z',  . ..,  u  )  =  0 

par  raj)porl  à  n.  c'est-à-dire  trouver  pour  u  une  fonction  holo- 
morphe de  z,  z',  z",  ...  au  voisinage  du  point  (207^01^0?  •••)?  satis- 
faisant à  l'équation  (4)  et  se  réduisant  à  Uq  quand  z,  z',  z",  ...   se 


III.         intkghai.es  di:  ^  aiuahlk?  complexes.  i3 

rédulscnl  à  ;„•   ^d-  ^o '"-'i  lemplucant   //  pai-  celle  fonction  dans 

les  équations  {'.\),  on  ohtient  pour//.  //'.  //".  ...  des  fondions  liolo- 
inorplics  de  c,  :•',  z".  ...  vériliaiit  les  •'•(luaiions  fi). 

On  \oit  (|uc  le  système  (i)  est  résolu  par  ra|>port  aux  a,  la  propo- 
silioii  ayant  \c  iiiéiue  sens  (|uc  pour  les  fonctions  de  \ariables  réelles, 
m  rcniplacanl  la  coiiditidu  pdur  une  fonction  d'être  continue  et 
[)our\ue  de  dérivées  par  la  ccindilion  (Tt-iie  lioloinorplie  dans  un 
ccrlain  floinaine. 

"IIH.  Fonctions  imorses.  —  \\\\  paiiiculier.  soit  une  fonction 
holomor[)l)e  tie  ; 

u=f{z). 

Considérons  cette  relation  comme  une  équation  en  c;  pour  la 
résoudre  par  rapport  à  z,  posons  \'[z)=i/{z)  —  // :  il  s'agit  de 
résoudre  I  équation 

Ff-  )  =  o. 

On  [lourra  le  faire  au  \oisina<jc  de  tout  point  ::„<  pour  lequel  —  ^  o. 

Mais  -—  nest  autre  que  — •   Donc,  au  voisinage  de  tout  point  Zn  tel 
dz  '^         Oz  ~  i  " 

*^f       ^  •  1  -  ,••.,•- 

que  -=^  5zt  o.   on   peut   considérer   ;  comme  lonction  déterminée  et 

liolomorphe  de  u.  On  dit  que  c'est  la  fonction  inverse  de  f\  soit 

Z=.'^{U) 

cette  fonction.  On  constate,  en  dérivant  par  rapport  à  ;,  que  1  on  a 


219.  J)e  même  que  pour  les  variables  réelles,  on  [)cut  définir  les 
fonctions  dépendantes  et  indépendantes  de  variables  complexes,  et 
Ton  peut  établir  j)our  ces  fonctions  les  résultats  obtenus  pour  les 
fonctions  dépendantes  et  indépendantes  de  variables  réelles  [cf.  t.  I, 
[>.  108-1  I  2). 

III.  —  Intégrales  de  variables  complexes. 

!2:2().  Soit  /{z)  =  V-\-i()  une  fonction  holomorphe  de  z  dans  un 
domaine  D.  Considérons  un  arc  de  courbe  L  allant  de  A  à  B,  et 
ayant  en  cliacjue  point  une  tangente  (Ji,:^'.  iB)  ;  marquons  sur  cet  arc, 
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en  allant  par  exemple  de  A  à  B,  des  points  intermédiaires  correspon- 
dant  aux   valeurs  ::„,   ;,,  ...,  z/, z„  de  ;,  Zq  correspondant  au 

point  A.  z„  au   poinl    1». 

l'is.  18. 


Posons  z/i  =  x/,-{-  iv/i-  Prenons  sur  l'arc  (Zh^i'  :•/,)  un  point  arbi- 
traire Ça  et  soit  "Cfy  =  z/t  4-  r/,/,.  Formons  la  somme 

/i  =  l n 

OU,  en  mettant  en  évidence  les  parties  réelle  et  imaginaire, 
2 [ P ( ?/i,  Tj/,  )(xn—  xn-i  )  -  Q <; ;/o  r^n )  {yh—yii-i )] 

Si  l'on  suppose  que  la  loi  de  partage  de  Tare  AB  varie  de  façon  que 
la  plus  grande  distance  des  points  Zh^\,  Zh  tende  vers  zéro,  cette 
somme  tend,  d'après  la  théorie  des  intégrales  curvilignes,  vers  une 
limite  déterminée  qui  est 

f  V  dx  —  (Idy^i  f  0  dx  -^  P  dy. 

Cette    expression  est  ce  que    Ion    obtiendrait    si.   dans    l'intégrale 
j  f[z)dz^   on    remplaçait/  par  P -*- /Q,    dz    par    dx-\-idy.   On 
convient  de  la  représenter  par 

I  f(z)dz     ou        /   f(z)dz, 

et  1  on  dit  que  c'est  l' inté^iale  de  la  fonction  de  variable  com- 
plexe fiz) prise  le  lo/)^  de  l'a/c  AB. 

2*21.   Remarques.  —    i"   On  reconnaît,   d'après  cette  définition. 
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fine,  si  C  «"^l  un  |»oiiit  i\t'  I  iiic    \H.  (Hi  ;i 

j  f[Z)dz  ^  I  f[Z)dz-T-  j  /(  z)dz. 
•  Alt  •■  Ac  •'m 

Si  une  courhf  csl  li)iinéc  [);u"  la  rcunidU  Itoul  à  hoiil  d  arcs  i«'iu- 
plissant  les  conditions  requises,  la  courbe  elle-même  ne  les  rem- 
plissant pas,  rintcj,^rale  {\q  f[z)  est,  par  dcliiiition.  I.i  >omme  des 
intégrales  prises  le  long  des  arcs  |)articls. 

2"   Si  l'on  change  le  sens  de  parcours  sur  Turc  .\B,  on  a 


f  f{z)dz^--  f  fiz)dz. 


W"   Si    L  est    un  contour  /c/v/ie,     l  J\z)dz    est    indépendante  du 

«-  I." 

point  de  départ,  mais  dépend  du  sens  du  |)arcours,  et  est  multipliée 
par  —  I   si  ce  sens  est  changé. 

4"    Si    M    est    la    home    supérieure    du    module    de    f{z)   sur 
l'arc  AB,  on  a 

i   r  ' 

/  y(  s  )  rf^  I  £  M  .  longueur  L. 
I  ■-  '■  1 

En  eiret,  remar(|uons  que  la  distance  des   deux   j)oinls   c/,.,,  Zh  est 
égale  au  module  de  la  difterence  Zh — -^a^i-  Ou  a  donc 

\f{'^h){zit-'  -//-!  j  I^M.  dislance  3/,^,  caL  M.  are-/,-,  z/,. 

En  donnant  à  //   les  \aleurs  successives   i,  2,   ...,  n,  et  en  ajoutant 
membre  à  iiH'nii)re  les  inégalités  obtenues,  on  trouve 

La  somme  (i)  étant  au  plus  égale  en  module  à  M.  arcL,  sa  limite, 

qui  est  l'intégrale    /  f\z)  dz,  satisfait  à  la  même  condition. 
•  I. 
5"   Supposons  l'arc  L  défini  par  des  équations  de  la  forme 

t   étant    un    paramètre    réel.    Pour    calculer    j  f{z)dz    ou    encore 

/  [*  djc  —  0  d\-  -—if  ^}  dx  ^~  Pt/i  ,  on  doit,  dans  chaque  intégrale 
•  1.  ^  •   L     ^ 

curviligne,  exprimer  P  cl  (^)  en  fonction  de  /  cl  remplacer  dx  par 
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^'(l)f/f,  (h    par  •l\()i/l.  (ïfla  rc\icnl  à  reinplact'r,  dans    /   f(z)(fz, 

•  I,  ' 

c   [)ar  -^  —  i'I  <l  (/:■  par  (cs'h- /-V  u/^.   puis  à  oirecUier  les  calculs  et 
séparer  ensuile  la  |)artie  réelle  el  le  eocflîeienl  de  /. 

"lil"!.  Fonctions  priniifii-es.  —  Soil  un  clianip  C  dans  lequel  /[z) 
est  holomorphe.  Les  expressions 

F  cfx  —  Q  ciy,     Qdx-hPdy 

sont  des  diflérentielles  exactes  (t.  I,  |).   i38),  en  vertu  des  conditions 

ÔP  __dq  dQ  _  ^ 

Oy  dx  Oy        dx 

11  existe  donc  des  fonctions  \^s{x.y),  Qi(^,JK)  telles    qu'on   a, 

dans  C, 

^=^  =  P  1^=_^  =  Q. 

Ox  ày  ^  Ox  ^y  ' 

D'après  ces  relations,  P,  4-  i'Q,  est  une  fonction  holomorphe  de  z 
dans  C,  soit  F(r),  et  l'on  a 

^     '         dx  dx  ^      J       ' 

Daulre  part,  d'après  la  théorie  des  intégrales  cur\ih'gnes  (t.  1, 
p.  225),  on  a,  en  supposant  l'arc  AB  contenu  dans  C,  les  points  A 
et  B  étant  Cq  =  ^Tq  +  ivo-,  z  =^  x  -^  ij\, 

Ç  p  dx  —  qdy  =  l\{x,y)-\\(x,,y,), 

"-  AU 

f  Ç>dx-i-V  Jy  =  Qi(x,y}  -  Q,  (xo,yo), 
«-'ab 

d'où  résulte,  par  combinaison, 

'  AB 

=  Y{,z)-Y(z,). 

L'intégrale  du  premier  membre  est  prise  sur  un  chemiu  quel- 
conque joignant    ^o    à   z    et  contenu  dans  C.    On  la  désigne  aussi 

par    /    f(z)dz. 

On  dit  que  F(;;)  est  une  fonction  primitive  de  /(z). 
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Deux  fonctions  piiniiiixcs  de  /"(  :;  i  dillV-renl  pnr  une  conslanle,  car 
leur  (lillV'rence  4>  lioit  a\t»lr  puu.r  (l»''i'i\é*'  zi'ro.  Or.  si  <P( z  i  a  [)Our 
dérivée  zéro,  c  est  que,  en  |)()saiil 

«l.  =  I'  -^  tQ. 

on  a 

dP  _  oP  _  <>0  _  '^Q  _     . 

donc  P  el  i}  sont  conslants  et,  par  suite,  0  lest  aussi. 

('oninie  j)our  les  \arialtles  réelles,  nous  désignerons  par  /  f{z)dz 
une  fonction  piirnitive  de  /(  :;).  définie  à  une  constante  addilive  près. 

!2;2i^.  /)(''rà-alio/i  par  rapport  à  des  paramètres.  —  Considérons 
une  fonction  de  plusieurs  variables  complexes  /(z,z',z",...)  sup- 
posée holoniorphe  par  rapport  à  ces  variables  lorsque  :;,  :;',  :;",  . . . 
sont  dans  certains  domaines  D,  D',  D",  ...  de  leurs  plans  respectifs. 

Prenons  l'intégrale  dey(;)  par  rapport  à  ;  le  long  d'un  chemin  L 
contenu  dans  le  domaine  D  (L  pouvant  être  un  chemin  fermé),  soit 

F  =  P,--fQ,=    /  /iz.z\^\  ...)dz. 

Les  variables  z\  z" .  . .  .  jouent  le  rôle  de  paramètres.  Je  dis  que 
cette  intégrale  est  fonction  lioloniorplie  de  z'.  z".  . . .  et  que  ses 
dérivées  s' obtiennent  par  la  règle  valable  fiour  le  cas  des  va- 
riables réelles.  Posons 

z^x-^iy,         z^x^iy\  ...,         /=P-^jQ; 

on  a 


P 


,  =    f  P  dx  —  q  dy,         Q,  =    fqdx^P  dy. 
•  i.  •  •- 


Dans  P  et  Q  figurent  les  paramètres  réels  x' ,  r',  x",   )  ",  ....  D'après 
la  théorie  des  intégrales  curvilignes  (t.  I,  p.  316),  P,  et  Q,  sont  fonc- 
tions continues  de  ces  mêmes  paramètres  et  ont  des  dérivées  qui  s'ob- 
tiennent en  flérivant  sous  le  signe    /  . 
On  a,  par  exeuij)le. 


(0 


\   >ix         ,  /,    ox  ox     -  ox         J^    ox  ox     -^ 

1^=    f^^ax-'^^.dy^  '^=    f'^,dx^'±dy 


B.  -  II. 
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On  reconnaît  que  ces  quatre   dérivées    partielles    sont   fonctions 
continues  des  variables  qui  y  entient.  De  plus,  les  relations  d'holo- 

morphie 

dP   _  àQ_  àV  _       dQ 

dx'        ôy'  Oy'  ôx' 

entraînent,  d'a|)rès  (i), 

tix'         ây'  ây'  Ox' 

Donc  P,  et  Q(  satisfont,  par  rapport  aux  difléi-ents  couples  de 
variables  (x'^y'),  (x",y'),  ...,  aux  relations  dholoniorphie.  Par 
conséquent,  le  nombre  I  est  une  fonction  F  des  variables  3',  0",  . . . 
holoniorphe  par  rapj)ort  à  toutes  ces  \ariables.  Calculons  ses  déri- 
vées; on  a 

—-7  =  —4  +  i  -^  =    /    {  '^,  ^  i  —^  )  (dx  -h  i  dy)  =    I   -^.dz. 
oz         ôx  dx         Jy^   \  ôx  Ox  I  "  J^   Oz 

Ainsi,  la  dérivée  de  l' intégrale  par  rapport  à  z'  s'obtient  en 
remplaçant,  sous  le  signe    j  ,  la  fonction  /  par  -^• 

224.  Théorème  de  Cauchy.  —  Soit  A  un  domaine  du  plan  des  z 
dont  la  frontière  est  constituée  par  un  contour  simple  C  (c/".  t.  I, 
n"  197,  p.  219);  soit  /"(s)  une  fonction  holomorphe  en  tous  les  points 
de  A,  contour  compris.  Je  dis  qu  on  a 

(I)  jj(z)dz  =  o. 

En  effet,  on  a,  si  y=  P  +  «  Q, 

f/(z)  dz^   fpdx-Q  dy  -^  i  f  Qdx^Pdv. 
Je  Je  Je 

La  formule  de  Green  est  applicable  à  chacune  des  intégrales  curvi- 
lignes du  second  membre,  et  donne  (t.  I,  n"  199,  p.  228) 

//">''  =-ffjM  *  ^)  '"'''' ^  '  I  IX^r  -  "§)  "^^y- 

En  vertu  des  relations  d'bolomorphie,  les  éléments  différentiels  des 
intégrales  doubles  sont  nuls,  ce  qui  établit  la  relation  (i). 
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225.  Cas  (V un  (loinainc,  limité  par'  plusieurs  contours  simples 
[cf.  t.  l,  |).  2>.3).  —  Soit  V  lin  domaine  limité  par  un  contour 
simpl(*y;  un  retranche  de  A  un  ou  plusieurs  domaines  A(,  A-,,  ... 
contenus  dans  A,  extérieurs  lun  à  I  autre,  et  limités  respectivement 
par  les  contours  simples  y,,  r.^,  .  .  .  {Jii^.  19);   soit  13  la  région  res- 


tante. Soit  /"(;)=:  P  H- ^"(^  une  fonction  holomorphe  dans  B  et  sur 
les  contours  v,  v,,  v.^,  .... 

Par  application  de  la  formule  de  Green  (t.  1,  p.  :4^4)>  on  peut 
écrire 

SJi%  -^^^dxdy^  fqdx+Pdy+Jqdx-^Pdy^..., 

les  inté'2[rales  curvilignes  étant  prises  dans  le  sens  positif  par  rap- 
port Cl  B  sur  y,  y,,  y^, 

Les  premiers  membres  sont  nuls  en  vertu  des  relations  d'holomor- 
phie.  Changeons  le  sens  de  parcours  sur  y,,  y.j,  ...  de  façon  que  ces 
contours  soient  parcourus  dans  le  sens  positif  par  rapport  à  A,, 
Ao,  ...  ;  nous  avons  les  formules 

fp  dx  —  Q  dy  =   r  P  d.T  —  qdy  -^..., 

r  q  dx  -^  P  dy  =  I  qrlx   i-P  dy-^.... 

Par  combinaison  de  ces  formules,  ou  ohlieut  la  formule  fondamen- 
tale suivante  : 


fj\z)dz^  f/(z)dz-^  f /{z)dz 
»/y  *^y,  *^v. 


ao 


cuArniŒ  IV. 


FONCTIONS   ANALYTIQUES. 


les  intégrales  étant  prises  dans  le  sens  positif  sur  tous  les  contours  y, 
^'if  "^'-ii  ••••  C'est  le  théorème  de  Cauchy  pour  les  contours  com- 
plexes ('). 

226.   Formule  fondamentale  de  Cauchy.   —  La  fonction  — — — 


est  holomorplie  par  rapport  à  z-  dans  tout  domaine  qui  ne  coiillenl 
pas  le  point  a.  Prenons  un  cercle  C  de  centre  a  et  de  rayon  /•  et  éva- 

r      ri  - 

luous  lintégrale    /  — '^—' 

En  tout  point  M  du  cercle,  on  peut  poser 

z  —  a  = /•(  coscp -f- /  sin  o), 

(5  variant,  par  exemple,  de  o   à  2-  lorsque  M  décrit  le  cercle  dans 
le  sens  positif.  On  déduit  de  là 

dz  =  r( —  sincp  -!-  i  costp)  f/tp 

OU 

dz  =  ir{  cos  o  -+-  i  sin  9  )  i/cp, 

dz 


el,  par  suite, 
(I) 


i  do  ^  ii~. 


Cela  étant,  soient  /"(c)  une  fonction  liolomorphe  de  la  variable 
complexe  z  dans  un  domaine  D,  a  un  point  intérieur  à  D. 

Soit  .\  un  domaine  compris  dans  D,  contenant  intérieurement  «, 
et  limité  par  un  contour  simple  C  {/ig-  20).  Prenons  un  cercle  v  de 
centre  a,  de  ravon  /■,  contenu  dans  A. 

Piemarquons  que  la  fonction  -_ — —  est  fonction   holomorphe   de   z 

dans  tout  domaine  contenu  dans  D  et  ne  contenant  pas  a.  en  parti- 
culier dans  la  région  comprise  entre  les  contours  G  et  y.  11  en  résulte, 
d'après  le  théorème  de  Cauchy  (n"  225),  qu'on  a 

f  Ilîldz=   f-CLîl^. 
J^,  z  —  a  J,^    z  —  a 


(')  Dans  la  suite,  à  moins  d'indication  contraire,  une  intégrale  telle  que 


ff(^)dz, 


oii  V  est  un  contour  simple,  représente  l'intégrale  prise  dans  le  sens  positif  de  par- 
cours par  rapport  au  domaine  intérieur  à  y. 
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Il  en  résulte  aussi  ijuc  rniléi^rale  du  set^oiid  inoinhre  reste  ii)\a- 
naljh'  SI  Ion  remplace  -'  pir  un  eercle  e()neenlri(|uc  iiiIitu'iii  ■-  : 
aiilreiiicnl   dit.  la  valeur  de  rinl(''<;ral(!  est  iiid(''|M'iid,iiil<'  ilii    ravoii   /•. 

Pis    ?.(). 


D'autre  pari,  comme  y  est  fonction  continue,  étant  donné  un  nombre  e 
positif,  on  peut  trouver  un  nombre  positif  y.  tel  que  sous  la  condition 
r  -<  a  on  ait.  en  tout  point  du  cercle  y  de  centre  a  et  de  rayon  /•, 


Ecrivons  alors 


|/(^)-/(a)|<£. 


f(z)—f{a) 


Iz. 


La  première  intégrale  du  second  membre  est  égale,  d'après  (i),  à 
iiTzf{n).  Comme  I  est  indépendant  de  /•,  la  seconde  doit  aussi  être 
indépendante  de  /•.  Gomme  on  a,  sur  y, 

|/(^)-/(  «)!<£.  \z-a\=r. 

on  voit,   en  appliquant  la  règle  qui  donne  une  limite  supérieure  du 
module  d'une  intégrale  (n"  '2!2I,  p.  i.V),  que  Ton  a 


X 


f(z)-f{a) 


r 


Cette  seconde  intégrale  est  donc  en  module  plus  petite  que  i~t  ;  par 
suite,  elle  peut  être  rendue  aussi  petite  que  l'on  veut.  Comme  elle  a 
une  valeur  bien  déterminée,  indépendante  de  /",  il  en  résulte  qu'elle 
est  nulle. 

JNous  avons  finalement  \a  formule  fondamentale  de  Caucliy 

J       z  —  a         J      z  —  a 
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OU  encore 

Elle  est  valable  dans  les  conditions  suivantes  :  a  est  intérieur  à  un 
domaine  d'holomorphie  D,  l'intégrale  est  prise  dans  le  sens  positif 
sur  un  contour  simple  C  entourant  a  et  contenu  dans  D. 

227.  Considérons  la  formule  (2)  obtenue.  Si  Ton  suppose  que  a 
varie,  en  restant  intérieur  à  C,  on  a  dans  le  second  membre,  sous  le 

signe    /  ,  une  fonction  holomorphe  de  la  variable  complexe  o,  qui 

joue  le  rôle  de  paramètre  dans  l'intégrale.  Donc  le  second  membre 
est  holomorphe  par  rapport  à  a;  par  la  règle  de  dérivation  sous  le 

signe    /  ,  on  obtient 

Dans  cette  nouvelle  formule,  l'expression  à  intégrer  est  fonction 
holomorphe  de  a.  Donc  le  second  membre  et  par  suite  le  premier  ont 
une  dérivée  par  rapport  à  o,  que  nous    obtenons   en  dérivant  sous 

le  signe    /  ;  cela  donne 

->  iiT.  J^  [z-af 

Je  dis,  d'une  manière  générale,  que  f{<i^  a  des  dérivées  de  tous 
les  ordres,  la  dérivée  d' ordre  n  étant 

(3)  /'"(«)=  -^     C    n^)0: 

En  efi'et,  cette  formule  étant  admise  pour  une  valeur  de  /?,  on  peut 
la  dériver  par  rapport  à  <7;  on  obtient  ainsi  la  même  formule,  n  étant 
remplacé  par  /«  4-  i . 

228.  Soit  maintenant  une  fonction  /  holomorphe  par  rapport  à 
plusieurs  variables  complexes  a.',  J^,  -s,  .  .  .,  quand  ces  variables  sont 
respectivement  dans  des  domaines  A,  B,  C,  .  .  .  de  leurs  plans.  Si 
toutes  les  variables,  moins  une,  reçoivent  des  valeurs  fixes,  _/  se 
réduit  à  une  fonction  d'une  seule  variable.  D'après  ce  qui  précède, 
cette  fonction  a,  par  rapport  à  cette  variable,  des  dérivées  de  tous  les 
ordres  dont  on  connaît  l'expression  par  une  intégrale. 
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Cela  posé,  soil  a,  b,  c  un  sjslème  de  valeurs  de  x^y,  z  intérieures 
aux  domaines  A,  B,  C.  Soit  v  un  cercle  contenu  dans  A  et  auquel  le 
point  a  est  intérieur.  Laissons  lixes  les  points  //,  c  et  le  cercle  v,  et 
faisons  varier  a  à  1  intérieur  de  ce  cercle. 

On  a,  par  application  de  la  formule  (3), 

<)" /(  a.  /i,c)  _    n !       rf( .r.  h,  c  )  dx 


_    n  !      r  f(.T.  h,  C)  dx 
~  •). ir^  Jy    {x  —  «  j""^* 


0(1" .^ 


Dans  l'intégrale,  b  et  c  sont  des  paramètres;  la  fonction  à  intégrer, 
étant  quotient  de  deux  fonctions  holomorphes  par  rapport  aux  va- 
riables x^  a.,  b,  c,  est  elle-même  fonction  holomorphe  par  rapport  à 
ces  variables,  il  en  résulte  qu'on  peut  appliquer  la  règle  de  dérivation 
par  ra|)port  aux  paramètres  b  et  c. 

En  particulier,  en  prenant  dabord  le  cas  de  /i  =  i ,  on  voit  que  la 

ri  f 

dérivée  -r-  est  fonction  holoinorj)lie  de  a,  b^  c,  et  cela  dans  tout  sys- 
tème de  domaines  A',  B',  C  obtenu  en  prenant  A'  composé  de  points 
intérieurs  à  A,  B'  de  points  intérieurs  à  B,  C  de  points  intérieurs 

'       /->         Il  I  ^  'H  '^f 

a  L..  11  en  est  de  même  pour  •    ?  -r-- 
■  do    oc 

En  résumé,  chacune  des  dérivées  du  premier  ordre  de  f  est  fonc- 
tion holomorphe  des  variables  a,  b,  c,  elle  a  une  dérivée  par  rap- 
port à  chacune  de  ces  variables,  ces  dérivées  sont  elles-mêmes  fonc- 
tions holomorphes  de  a,  b,  c,  et  ainsi  indéfiniment,  de  sorte  que  si 
Ton  considère  les  lettres  «,  />,  c,  qu'on  elVectue  sur  /"des  dérivations 
par  ra|)port  à  a,  b,  c  en  nombre  quelconque  et  dans  un  ordre  quel- 
conque, l'expression  obtenue  a  un  sens 

Enfin,  de  même  que  pour  les  fonctions  de  variables  réelles,  rordre 
des  dérivations  est  indifférent.  Il  suffit  de  le  vérifier  d'abord  pour 
une  fonction  holomorphe  de  deux  variables  3,  z'  et  pour  les  deux  dé- 
ri\ées 


(Y-f  o-f 

r  >       ; 

\)Z  tlZ  i)z    (Jz 


Posons 
On  a 


z  =  x-^  iy,         z'^-x'-^  i}'\        f=  P  -+-  iQ. 


of  _<iV_       .  c)Q 
ôz        <)t  Or 


à'-  f        o^p        .  0^-Q  <r-f        <y^v        .  r)2  0 

'—,  =    -, 7  ■+■  '  -, T'  r =  ; \-  l    ,    ,   '     ■ 

Oz  Oz         ox  Ox  Ox  dx  Oz  Oz        Ox  Ox  Ox  Ox 
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On  voit  que  ^ — '—,  et    ,  ,•      sont  identiques  à  cause  de  l'identité 

'         oz  Oz  a:-  <>z  ' 

de  -: — T—'  a^ec  t-tt  et  de  ,    _;  ,  avec  .  ,  ,    • 

àx  OT  OT  dx  ox  ôx  ox  Ox 

Comme  pour  les  fonctions  de  variables  réelles,  on  en  conclut  que 
d'une  façon  générale  l'ordre  des  dérivations  est  indifférent. 

La  conclusion  est  la  suivante  :  Toute  fonction /(x,  y^  z),  Jiolo- 
morplie pnr  /apport  aux  variables  complexes  x,  y,  z,  a  des  déri- 
vées de  tous  les  ordres  par  /apport  à  ces  variables,  V ordre  des 
dériiations  étant  indifférent,  et  cela  pour  tout  système  de  points 
a,  b,  c  intérieurs  aux  domaines  d' liolomorphie. 

229.  Fonctions  harmoniques.  —  Considérons  une  fonction  d'une 
variable  complexe 

f{z)=?(x,y)  +  iq{x,y). 

Ecrivons  les  relations  d'holomorj)hie 

ôP  _  ôQ  OP  _      ôQ 

dx        dy  dy  dx 

Nous  savons  que  les  fonctions  P  et  Q  ont  des  dérivées  de  tous  les 

ordres,  en  particulier  des  dérivées  secondes.   Dérivons  la   première 

relation   par  rapport   à  x,  la  seconde  par  rapport  à  y   et    ajoutons. 

11  vient 

d'-P        d-^P  _ 

dx-         dy- 

Dérivons  de  même  la  première  j)ar  rapport  à  y,  la  seconde  par  rap- 
port à  a:  et  ajoutons-les  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  —  i .  Il 

vient 

d'-  Q        d'-  Q 

-T-r  -^ ^  =  o- 

dx^  dy^ 

P  et  Q  sont  donc  solutions  d'une  même  équation  aux  dérivées  par- 
tielles du  second  ordre  qu'on  appelle  équation  de  Laplace.  D'une 
façon  générale,  on  appelle  fonction  harmonique  toute  fonction  qui 
satisfait  à  cette  équation. 


IV.  —  Séries  de  nombres  complexes. 

230.  Soit  une  série  dont  le  terme  général  est  le  nombre  complexe 
an-\-  ib,t.  Nous  dirons  que  cette  série  est  convergente  si  la  somme 
des  n  premiers  termes  a  une  limite  déterminée  et  finie  quand  //  aug- 
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mente  indéfiniiuenl.  Iaï  coiidilioii  iK'cessaire  et  suffisante  pour  que 
cela  soit  est  que  les  séiies  de  ternies  «généraux  a„  et  b,i  soient  conver- 
gentes. 

Etant  donnée  une  série  de  lonnes  coiiqjlexes,  si  la  série  des  modules 
est  convergente,  la  série  donnée  1  est  aussi.  Kn  cllcl.  soit  u  „^=a„-{-  ib,i 
le  terme  général  de  la  série  ilonnée.  On  a 

\a„\<\,t,.l  \hn\A"n\. 

Donc,  SI  la  Sf'-rie  de  terme  génc'ral  |  u„  |  est  convergente,  il  en  est 
de  niéme  des  séries  de  termes  généraux  a„  et  h„. 

Une  série  de  termes  complexes  dont  la  S('iie  des  modules  est  con- 
vergente est  dite  absolument  corn^ergente.  Pour  une  telle  série, 
comme  la  somme  'S,,  des  n  premiers  termes  a  un  module  inférieur  ou 
égal  à  la  somme  des  modules  des  n  premiers  termes,  la  somme  de  la 
série,  qui  est  la  limite  de  S„,  a  un  module  inférieur  ou  égal  à  la 
somme  de  la  série  des  modules. 

Dans  une  série  absolument  convergente,  on  peut  déplacer  les 
termes  d  une  manière  quelconque,  la  iiouselle  série  ainsi  obtenue  est 
équivalente  à  la  premi«''re.  Ce  déplacement  revient  en  effet  à  opérer 
simultanément  le  déplacement  des  termes  correspondants  dans  les 
deux  séries  de  termes  généraux  ctn  et  b,/.  La  somme  de  ces  deux 
séries  n  étant  pas  changée,  il  en  est  de  même  de  la  série  de  terme 
général  a,,  +  ib„. 

11  en  résulte  que  1  on  peut  aussi  dans  une  telle  série  grou|)er  les 
termes  d  une  manière  quelconque,  1  expression  ayant  le  même  sens 
que  jtour  les  séries  de  ternies  réels  absolument  convergentes. 

i231.  Sé/ù's  (loiiblrs.  —  Soit  i(„,p  une  quantité  réelle  ou  com- 
plexe dé|)endant  de  deux  indices  cpii  [jeiivent  prendre  toutes  les 
valeurs  entières  positives  (ceitains  systèmes  de  valeurs  pouvant  d'ail- 
leurs être  exclus).  Disposons  ces  quantités  en  un  Tableau  T  : 

"1,1,         »l,-2,         ••-,        "l,«, 
«2,1,         «2,2,  ••-,        «>,//, 

(T) 

«/'.Il      «/'.il 


On  peut  toujours  i-anger  ces  cpiautités  en  une  suite  infinie  unique; 
on  |)rocéd('ra  par  exemple  de  la  façon  Milvaule.  On  écrit  d'abord  le 
terme  «,.,,   pour  lequel   la  somme  des  indices  est  égale  à  2,  puis  les 
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lennes  it.,.^^  '^t,2'  pour  lesquels  la  somme  des  indices  est  égale  à  3, 
puis  les  termes  W3,(,  ^2,2'.  '^«,3?  pour  lesquels  la  somme  des  indices 
esl  égale  à  4i  et  ainsi  de  suite.  On  obtient  bien  de  cette  manière  tous 
les  termes  du  Tableau  une  fois  et  une  fois  seulement. 

S'il  arrive  que  toutes  les  séries  \  obtenues  en  disposant  les  termes 
de  T  en  une  suite  unique  sont  convergentes  et  ont  même  somme  S, 
nous  dirons  que  T  constitue  une  série  double  convergenLe  de 
somme  S. 

Considérons  dabord  le  cas  où  les  u  sont  des  nombres  réels  positifs. 
Formons  les  sommes  obtenues  en  prenant  dans  T  d'une  manière  quel- 
conque un  nombre  fini  de  termes.  Elles  ont  une  borne  supérieure  S 
finie  ou  infinie.  Toute  série  \  obtenue  en  disposant  les  termes  du 
Tableau  T  en  une  suite  infinie  unique  est  telle  que  la  borne  supé- 
rieure des  sommes  rliin  nombre  fini  de  termes  de  A  esl  égale  à  S. 

Si  S  est  fini,  A  est  convergente  et  a  pour  somme  S,  et,  d'après  la 
définition,  T  est  une  série  double  convergente  de  somme  S. 

D'autre  part,  considérons  les  lignes  horizontales  du  Tableau  T; 
soient  a-,,  g-o,  ...,  o-^.  ...  les  sommes  des  séries  constituées  par  ces 
lignes,  chacun  des  nombres  i  étant  fini  si  la  série  correspondante  est 
convergente,  és:al  à  -h  oc  si  cette  série  est  divergente.  Soit  S'  la  l)orne 
supérieure  des  nombres  a-,  +  To-H- •  •+ ^-^   pour  Itjutes    les   \aleurs 

de  p.  Je  dis  que  Ion  a 

S  -=  S'. 

Dabord,  quel  que  soit/:»,  on  a 

car  les  termes  qui  entrent  dans  les  p  premières  lignes  du  TaJjleau  T 
figurent  dans  la  série  A.  il  en  résulte  que  l'on  a  S'5S. 

Donnons-nous  maintenant  un  nombre  positif  B  inférieur  à  S.  Nous 
pouvons,  dans  la  série  A,  prendre  au  commencement  un  nombre  q  de 
termes,  suffisant  pour  que  la  somme  de  ces  termes  surpasse  B.  Si  p 
est  assez  grand,  ces  q  termes  figurent  dans  la  somme  c,  -t-To  -t-----r^/>5 
et  l'on  a  t,  +  t^  -h . . .+  s-^,  ^  B,  d'où  S'^  B.  Comme  cela  a  lieu  quel 
que  soit  B  <<  S,  cela  veut  dire  que  l'on  a 

S'^S, 
d'où  finalement 

S'=S. 

On  voit  donc  que,  quand  S  a  une  valeur  finie,  les  lignes  du  Ta- 
bleau forment  des  séries  convergentes  et  les  sommes  de  ces  séries 
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forment  elles-mêmes  une  série  convergente  i\n\  a  pour  somme  S. 
On  peut  aussi,  au  lieu  de  faire  la  somme  des  termes  du  Tableau  T 
par  lignes,  la  faire  par  colonnes.  On  obtient  encore  des  séries  conver- 
gentes dont  les  sommes  forment  elles-mêmes  une  série  convergente 
de  somme  S. 

Si  S  est  égal  à  -(- oc,  un  tiil  (jur  It-s  cpiantités  iin,p  forment  une 
série  double  divergente. 

Etant  données  deux  séries  doubles  de  termes  ^('névdiux  positifs  iiu^p-, 
^/i.p,  si  1  on  a  ^'n,p=  Hii,p^  et  si  la  série  u  est  convergente,  il  en  est  de 
même  de  la  série  v.  On  le  reconnaît  en  considérant  la  série  ordi- 
naire A  équivalente  au  Tableau. 

Supposons  maintenant  les  //  réels  et  de  signes  quelconques.  Posons 

"«,/;  =  (  iin,p  -<- 1  "«,/<  I  )  —  I  "«,/.  I  ; 

u„^p  apparaît  ainsi  comme  la  diftérence  de  deux  quantités  dont  cha- 
cune est  positive  ou  nulle  et  égale  au  plus  en  module  à  i\  ii,;_p\.  Si 
la  série  double  formée  par  les  quantités  |  u„^p  \  est  convergente,  on 
peut  former  deux  séries  doubles  T)  et  T^  dont  les  termes  généraux 
respectifs  sont  les  deux  termes  de  la  différence  précédente  et  qui 
sont  toutes  deux  convergentes.  A  toute  somme  d'un  nombre  fini  ou 
inlini  de  termes  de  T  correspond  dans  T,  et  T^  une  somme,  et  la  pre- 
mière somme  est  la  différence  des  deux  dernières.  On  en  déduit 
qu'une  série  A  obtenue  en  disposant  les  termes  de  T  en  une  suite 
unique  est  convergente  et  a  une  somme  toujours  la  même  si  l'on 
déplace  les  termes  de  A;  c'est  aussi  la  somme  obtenue  en  effectuant 
d'abord  dans  le  Tableau  T  la  sommation  par  lignes  par  exemple,  puis 
en  effectuant  la  somme  de  la  série  des  nombres  obtenus. 

Enfin,  si  les  quantités  ;/  sont  des  nombres  complexes  de  la  forme 

et  si  la  séi-ie  double  de  terme  général  |  ii„^p  \  est  convergente,  cha- 
cune des  séries  de  terme  général  r/„,^.  b„^p  est  convergente.  Soient  P, 
Q  leurs  sommes.  Toute  série  A  obtenue  en  écrivant  les  termes  du 
Tableau  en  une  suite  unique  a  pour  somme  P  -\-  iQ.  On  dira  que  la 
série  it„^p  est  absolument  convergente   et  a  pour  somme  P  -f-  t'Q. 

232.  Midliplication  des  séries.  —  Soient  deux  séries  à  termes 
réels  ou  complexes  de  termes  généraux  //„,  c,,. 

Si  ces  deux  séries  sont  convergentes  et  ont  respectivement  pour 
sommes  S  et  }!^,  on  peut  former  une  série  convergente  de  somme  SS, 
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en  prenant  la  série  ayant  pour  ternie  général 


c'est-à-dire 


(//, 


,)(-«•. 


.)-(«! 


"«)(^'l 


Vn)- 


Supposons  maintenant  que  les  deux  séries  données  soient  absolu- 
ment conxergentes.  Considérons  tous  les  produits  tels  que  //«('/,, 
obtenus  en  multipliant  un  terme  de  la  première  par  un  terme  de  la 
seconde.  Disposons  ces  quantités  u,iVp  en  un  Tableau  (T)  à  double 
entrée  : 


(T: 


«1  Vp, 


Je  dis  que  ce  Tableau  constitue  une  série  double  absolument  con- 
vergente. 

Considérons  en  effet  la  série  double  T'  des  modules  correspon- 
dante, c'est-à-dire  le  Tableau  de  terme  général  \n,i\  \^p\-  Prenons 
une  somme  d'un  nombre  fini  quelconque  de  termes  du  Tableau  T',  et 
soit  g  un  nombre  plus  grand  que  les  indices  de  lignes  et  de  colonnes 
de  ces  termes.  Ceux-ci  sont  compris  dans  le  carré  formé  par  les  ç 
premières  lignes  et  les  q  premières  colonnes.  Or,  la  somme  des  termes 
de  ce  carré  est 


(l«i 


l)(ki 


h'. 


!)• 


Comme  ce  produit  est  inférieur  à  S'S',  S'  étant  la  somme  de  la 
série  i  //„  1,  S'  la  somme  de  la  série  I  (■„  i,  il  en  résulte  que,  dans  le 
Tableau  T'  des  modules,  la  somme  d'un  nombre  fini  de  termes  reste 
inférieure  à  un  nombre  déterminé.  Donc  la  série  double  T'  est  con- 
vergente, et  la  série  T,  de  terme  général  i//i^'p,  est  absolument 
convergente. 

Cela  posé,  on  peut  faire  la  somme  du  Tableau  T,  soit  par  lignes, 
soit  par  colonnes,  soit  en  disposant  les  termes  d'une  manière  quel- 
conque en  une  suite  unique  infinie.  En  particulier,  on  les  dispose 
souvent  de  la  façon  suivante  : 


Ui  p|  -+-  (  «1  ('2  H-  M-2  l'i  ; 


(Uil'n-^  ll2i>n-\ 


"«f|  ) 
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V.  —  Séries  de  fonctions  réelles  et  complexes. 

î233.  Nous  coiisidi'rcntiis  ilc»  si'iifs  doni  |c>  tciincs  sont  Jonctions, 
soit  tl  une  ou  plusieurs  xariiihlos  r(''cllcs,  soit  d'une  ou  plusieurs  va- 
riables toniplexes,  ces  fonctions  ('•lanl  d<''linies  pour  les  syslcines  de 
valeurs  des  variables  appartenant.  >iu\anL  les  cas,  à  un  intervalle, 
à  un  domaine,  à  un  (liniiaiiie  dans  le  plan  des  :;,  ou  enfin  à  plusieurs 
domaines  s'il  s'agit  de  plusieurs  variables  complexes.  Soit,  dans  tous 
les  cas,  E  l'ensemble  des  systèmes  de  valeurs  des  variables. 

Convergence  nornuile.  —  Soil  une  série 


dont  les  termes  sont  fonctions  de  certaines  variables  réelles  ou  com- 
plexes, définies  pour  un  ensemble  E. 

Nous  dirons  que  la  série  est  normalement  convergente  pour 
l'ensemble  E  si,  %„  étant  la  borne  supérieure  de  \  u„  \  dans  cet 
ensemble,  la  série  numérique  à  termes  positifs 

«1,      a2,      .  .  . ,     a„, 
est  convergente. 

Remarquons  que  l'on  |)eut  affirmer  qu'il  en  est  ainsi  si  l'on  con- 
naît une  série  numéricpie  à  termes  positifs,  eon\ergente, 

rtj,      «2,       .  .  . ,      dn,       •  •  ■  t 

telle  que  l'on  ait  en  tout  point  de  E 

I  II  II  I  ^«/c 

Si  une  série  satisfait  à  la  condition  de  l'énoncé,  elle  est  conver- 
gente pour  tout  système  de  valeurs  de  E.  De  plus,  donnons-nous  un 
nombre  positifs.  On  peut  trouver  un  entier  p  tel  que,  pour  n  >/->, 

on  ait 

««H-l  -H  a„H.2  -f- . . .  ^  £. 

Dans  ces  conditions,  le  reste  de  la  série  donnée,  arrêtée  à  son 
^ième  terme,  c'est-à-dire  la  quantité  R«=  m,/+i  H- «,/+2H-. . .,  est,  en 
tout  point  de  E,  au  plus  éf^ale  en  module  à  e. 

C'est  à  celte  propriété  qu'on  donne  le  nom  de  convergence  uni- 
forme. 
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234.    l  lU"  série  couvergenle 

//,,      M;,      ...,      «,,,      ... 

est  dite  uniformément  convergente  pour  un  ensemble  E  si,  quel 
que  soit  le  nombre  positif  e,  il  y  a  un  entier />  tel  que,  pour  «>/?, 
et  pour  tout  système  de  valeurs  de  l'ensemble  E,  on  a 

I  H,,^,  -I-  H„-H2-l--  .  .  I  <  £, 

ce  qui  s'écrit,  avec  les  notations  usuelles, 

|S  — S„|  <e. 

Nous  allons  montrer  qu"o/i  peut  ramener  le  cas  de  la  conver- 
gence uniforme  au  cas  de  la  convergence  normale.  En  effet,  soit 
une  série  unilormément  convergente.  Donnons-nous  une  suite  de 
nombres  positifs  décroissants  et  formant  une  série  convergente 

D'après  l'hypothèse  de  la  convergence  uniforme,  nous  pouvons 
trouver  un  entier  n^  tel  que  l'on  ait 

|S„„— -SI  <a,, 

puis  un  entier  /?,  >  aJq  tel  que 

|S„.-S|<ao, 

et  d'une  manière  générale  un  entier  /</>>  /?/_(   tel  que 

1S„,— S|<a,_,. 
Posons 

Uo  =  !5n„,  U  1  =  ^n,  —  ^n„^  ....  U/  =  o,,^         •^n.-i)  •  •  •  î 

on  peut  écrire,  pour  ^  =  i ,  2,  . . ., 

U,-=(S„,-S)  — (S„,_,— S), 
d'où  résulte 

D'autre  [)art,  U/  est  la  somme  d'un  certain  nombre  de  termes  con- 
sécutifs de  la  série  donnée.  On  peut  donc,  par  un  certain  groupe- 
ment de  termes  consécutifs  de  la  série  donnée,  obtenir  une  série 
normalement  convergente 

Uo,     Ui,     ...,     U„     .... 
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Fn  elW'A,  les  termes  L.  À  piirlir  du  second,  sont  respectivement  plus 
petits  en  module  ([ue  les  termes  de  la  série  convergente 

■/ai,      •;>  ïo,      ....      9.'X,,      .... 

23o.  ïariables  réelles.  —  Une  série  dont  les  ternies  sont  fonc- 
tions continues  rr une  on  plusieurs  variables  réelles  x,  y,  . . .  dans 
un  tlonidine  D,  et  (jui  est  unij(trn\énient  convergente  dans  ce 
domaine,  a  pour  somme  une  fonction  continue  dans  ce  domaine. 

Considérons,  en  ellet,  une  s<''rie  remplissant  ces  conditions  : 

ux{x,y,  ...j  -<-...-4-  «„(j-,  y,  ...)— 

Soit  /'(./•.  V',  . . .)  li»  somme  de  celte  série.  Donnons-nous  un  nombre 
positif  £.  On  peut  déterminer  un  entier  n  tel  Cjue  l'on  ait 

I   lî/t  I  =  I  M„H-l-^.  ..  I  <  E. 

On  a,  en  appelant  S,;  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série, 

Or,  S/,  étant  la  somme  d'un  nombre  fini  de  fonctions  continues,  est 
elle-même  fonction  continue.  Soit  (.Tq,,)  o<  ••.)  nn  point  du  domaine  D  ; 
on  peut  trouver  un  nombre  a  tel  que  les  conditions 

entraînent 

I  S„(.r,  jK,  ...)  — S„(a7o,  ro,  ••  •)!  <  £• 

D'ailleurs,  on  a 

I  R„f.r,  j',  ...j|<£,         I  R„f:ro.7o,  ...)|<e. 

Cela  posé,  on  peut  écrire 

f{x,y,  ...)— /(j-o,  Jo,  •••)=      S„(j-,  jK,  ...)  — S„(j-o,  JKo,  ..•) 

-i-  R„(.r,  j,  ..  .)  —  R„(:ro,  jKu,  •  .  .)• 

Le  second  membre  est  plus  petit  en  module  que  3e,  d  où 

\f(x,  y,  ...)—/(  xo,  ^0,  .•.)|  <  3î. 

Comme  £  est  arbitraire,  il  en  résulte  que  la  fonction  f(x,y,  . . .)  est 
continue. 

L  ne  série  de  fonctions  continues  peut  être  convergente  pour  tous 
les  points  d'un  certain  domaine  sans  que  la  somme  de  cette  série  soit 
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une  foncliDn  oonliiuie  dans  ce  domaine.    Prenons,   par  exemple,  la 

série 

.r  X  r 

Supposons  que  jc   soit  positif.  Nous  avons  une  progression  géomé- 
trique de  raison dont  la  somme  est 

•  i  -^  X 


Cette  somme  (  i  -\-  x)  tend  vers  i  quand  x  tend  vers  zéro.  Mais,  si  Ion 
fait  X  =^  o  dans  la  série  proposée,  on  voit  que  tous  ses  termes  sont 
nuls;  done  sa  somme  est  nulle.  Si  donc  on  donne  à  x  des  valeurs 
positives  tendant  vers  zéro,  la  somme  de  la  série  tend  vers  i  et  non 
pas  vers  sa  valeur  j)0ur  j:*  =  o. 

t236.  Dérivation.  —  Considérons  une  série  dont  les  termes  sont 
des  fonctions  d'une  variable  réelle  x  avant  des  dérivées,  et  qui  est 
convergente  pour  toutes  les  valeurs  d  un  inter\alle.  Soit 

«  1  H-  ai  —  ...-\-  u„-h .  .  . 
cette  série.  Je  dis  que,  si  la  srrie  des  dérivées 


est  normalement  conver<:ent(^  dans  l' intervalle,  elle  représente  la 
dérivée  de  la  série  donnée. 

D'après  rhvpothèse,  il  y  aune  série  numérique   convergente  x,, 
a^,   ...,y.,t,   ...   telle  que  l'on  a 

I  ««  I  <  ^/i- 

Donnons-nous  un  nombre  positif  e,  et  prenons  un  entier  n  tel  que 
Ton  ait 

Soient  /(ar)  la  somme  de  la  série  donnée,  '^( x)  la  somme  de  la  série 
des  dérivées.  Si  l'on  désigne  par  S„  la  somme  des  n  premiers  termes 
de  la  série  donnée,  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  série  des 
dérivées   est  S)^,    de    sorte    qu'en   désignant   par  x  et  x  -\-  h   deux 
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valt'iirs  (le   I  inl('r\;illc.    tii»us    |)nii\(tii^  (•<  rifc 


(1  ) 


\- 


l\  x  -■-  h)  —f(.r)                         S„(.r     -  //  I        S„(./-) 
Â ^'-^'^^  1, ^«^^^ 


13  ;i|)i(''S  la  (iiiiimlc  des  acel'olsseln(•Ilt^  Unis,  un  a 

//,  (  3-  -^  h  )  —  »,  (  .r  )  ,  ^  ,  ,  .     ^ 

— 1 =  li^ir  -*-  0  A  t         I  ..  <  0  <  I  ). 

Done   le  terme  relatif  à   I  indice  /   sous  le  sii;ne  ï  r>t  |)lus  pelil  en 

module  (jue  '2a/.  La  somme   des  termes  sous  le  si^nc  ï  est  inlérieure 

en  module  à 

2a,n-, -I-  ■i'x,i^,-h.  .  . 

el.  par  suite,  inférieure  à  2  s. 

Cela  posé,  si  nous  faisons  tendre  //  vers  Z(''ro,  la  première  difTé- 
renee  ilu  second  mendne  de  (i)  tend  \ers  zéro.  Donc,  quand  \h\  est 
inférieur  à  un  certain  nombre,  le  second  membre,  el  par  suite  le 
premier,  est  plus  petit  en  module  (pie  >£.  Comme  £  est  arbitraire, 
cela  veut  dire  que,  quand  h  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  tend 
vers  zéro.  Donc  f{oc)  est  continue  et  a  |)Our  dérivée  C2(.r). 

Ce  résultat  s'étend  au  cas  où  IDu  suppose  seulement  que  la 
série  (/^')  des  dérivées  est  uiidoniKhnent  convergente.  En  ellet,  opé- 
rons dans  cette  série  un  gr()U|)ement  de  termes  consécutifs  de  façon 
à  obtenir  une  série  (  L')  normalement  convergente.  En  groupant  de 
la  même  manière  les  termes  de  la  série  donnée,  on  obtient  une 
série  (  U)  telle  que  chaque  terme  de  la  série  (L')  est  la  dérivée  du 
terme  correspondant  de  la  série  (  L).  En  appliquant  aux  nouvelles 
séries  le  théorème  précédent,  on  voit  que  C2,  somme  de  la  série  des 
dérivées,  est  la  déri\ée  de  f. 

%M .    Inlégration.  —  Soit  une  série 

f(.r  )  =  Ui(  X  )  -^  Uii  ./•  I  -r-  .  .  . 

uniformément  convergente  dans  un  intervalle  (a,  b)  et  dont  les 
termes  sont  fonctions  continues  dune  \ariable  x  dans  cet  intervalle. 
Je  dis  (juon  peut  1  intégrer  terme  à  terme. 

En  ellet,  donnons-nous  un  nombre  positif  z.  On  peut  déterminer 
un  entier />  tel  qu'en  posant /(.r)  =  ;/,  -t-  Mo  H-.  . .+  Ui,-\-  K/^,  on  ait, 
li.  -  -  II.  3 
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pour  //  >*  /'. 

I   \^n  1  <  t. 

On  a.  en  intégrant  do  r?  à  />  les  (1(Mix  meinhies  de  léqualion  j)récé- 
denle. 

,6  „/'  ,/'  ^b  ^b 

I    /(x)  dx  =   /     ui  dx  —   /     u-i  dr  -i-  .  .  .-i-   I     u„  dx  -\-  1     H„  dx. 

La  dernière  intégrale  du  second  membre  est  [)lus  petite  en  module 
que  t(b  —  a).  Si  donc  on  fait  croître  /?  indéfiniment,  elle  tend  vers  zéro. 

r'' 

Donc  la  série  de  terme  général  /  u„  dx  est  convergente  et  a  pour 
somme  lintégrale    /    f\.r)c{jr. 

On  démontrerait  de  même  qu'on  peut  prendre  terme  à  terme  l'in- 
tégrale double  ou  lintégrale  triple  dune  série  uniformément  conver- 
gente de  fonctions  de  deux  ou  trois  vaiiables  réelles  dans  un  domaine 
donné. 

238.  Séries  de  fonctions  de  variables  complexes.  —  Considé- 
rons une  série 

"\,       "i,       ■■■'       lin 

dont  les  ternies  sont  fonctions  holoniorphes  de  plusieurs  variables 
complexes  s,  ::',  :;",  . .  .  quand  ces  variables  sont  respectivement  à 
l' intérieur  de  domaines  A,  A',  A",  ...  de  leurs  plans.  Supposons, 
en  outre,  que  cette  série  soit  normalement  convergente.  Je  dis 
que  sa  somme  liU,,  représente  une  fonction  holomorphe  des 
variables  complexes  z.  :;',  :;",  ...pour  tout  système  de  valeurs  de 
ces  variables  intérieures  respectivement  aux  domaines  A,  A', 
A",  ...et  qu'on  obtient  les  dérivées  de  celte  fonction  en  dérivant 
terme  à  terme  la  série  donnée. 

Donnons-nous  un  nombre  positif  /•  et  considérons  la  région  A  du 
plan  des  ;;.  Désignons  par  A,  l'ensemble  des  points  de  cette  région 
dont  la  distance  à  un  point  (pielconque  de  la  frontière  C  de  la  région  A 
est  plus  grande  que  /•,  de  telle  sorte  qu'un  cercle  y  de  rayon  /■,  ayant 
pour  centre  un  tel  point,  est  tout  entier  intérieur  à  A.  Remarquons 
que  si  l'on  cboisit  à  l'avance  un  point  intérieur  à  A,  en  prenant  le 
nombre  ;•  suffisamment  petit,  on  obtiendra  une  région  A,  contenant 
<;e  point. 
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Soient  de  même  A',,  A",  ...  les  ensembles  de  points  des  régions  V, 
A",  . .  .  jouissant  de  la  même  propriété  relativement  à  ces  régions. 

Consitlérons  un  svslrnie  de  valeurs  a^  a',  a'\  . .  .  attribuées  à  :;, 
z',  z",  . .  .,  appartenant  respectivement  à  V,,  A,,  A'|,  ....  Le  cercle  y 
de  centre  a  et  de  rayon  /•  étant  tout  entier  dans  la  région  A,  nous 
avons  (n'i2^7,  |).  2'i) 

-—- {a,  a  ,a  .  ..  .)  =  —:-    / f/z. 

Oa  xiT.  j^,  (  -  —  a  )• 

D'après  rijypotbèse,  Xn  désignant  la  borne  supérieure  de  |  u„  ],  la 
•série  de  terme  général  a,,  est  convergente.  D'autre  j)art,  sur  le 
•cercle  v,  on  aie  —  «  1  =  /•,  d'où 


Ufiiz,  a  ,  a  , 


.) 


•et,  par  suite,  la  longueur  de  y  étant  27:/-, 
u,i(z,  a',  a",  .  .  .)  dz 


r"- 


I 


On  a  donc 


{z  —  af 
I  du,, (a,  a' ,  a'\  .  .  .) 


271  • 

r 


On  a  de  même 

I  Ou „( a .  a  ,  a" ,  .  .  .  )  '  ,^  a„ 


dun(a,  a',  a", 


.) 


âa" 


Séparons  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  i  en  posant 

a  =  X  -h  iy,         a  —  x'  -t-  iy' ,  .  .  . ,  «„=?„-+-  «  Q/j. 

On  a  alors 

âa  àx  dx  dy  dy 

Par  conséquent,    les  dérivées  par  rapport  à  x.  y^  x',  y\  . . .  des 

fonctions  V„  et  Q,j  sont  au  plus  égales  en  module  à  —  • 

D'autre  part,  comme  |  P„  |  ^a„,  |  Q„  |  £  a„,  les  séries  de  fonctions  de 
variables  réelles  SP„,  SQ„  sont  normalement  convergentes,  donc 
représentent  des  fonctions  continues:  posons 

fj  _  V  p  o  —  ^"  O 
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Considérons  les  séries 

^  OT  '      ^   dr  '      '  '  '  ' 

ces  dernières  séries.  UAanl   leurs  Icrnies  un   [tins  ('-yaux  en  module  à 

ceux  de  la  série  converi^ente  ^  —  "  '  sont  norinaliMuenl  convergentes. 

Elles  représentent  donc  des  fonctions  (H)ntinues  (|ui  sont  les  dérivées 
des  séries  ^V„.  -Q//-  On  a,  par  exemple, 


dx       ^^   Ox  '  dx        jmd   dx 


De  plus,  des  relations  d"holonioij)liie 

^  =  ^ ,  '^^'"  ^       "^" 

dx  dy  dy  dx 

on  déduit  les  mémos  rclalions   pour  les  séries  correspondantes 

^  dx        ^  Oy    '  ^  dy    ~       ^    dx  ' 

Donc  P  et  Q,  en  tant  cpie  lonclions  de  .r,  r,  satisfont  au\  condi- 
tions d'holomorphic,  et  la  déri\ée  de  P -h  /(^  =  -?///  par  rapport  à  a 
est 


dx  dx        j^    dx  ^ÊÀ    dx         ^à   da 


En  résumé,  'ï^u,,  est  une  fonction  lioloniorplie  des  variables  com- 
fflexes  cr,  a',  «',  ....  et  sa  dérivée  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables s'obtient  en  dérivant  terme  à  ternie  la,  série  donnée,  le 
résultat  étant  établi  pour  tout  système  de  valeurs  a,  «',  a",  . . . 
tel  que  a  soit  intérieur  à  la  région  A,  a'  intérieur  à  la  région  A', 
a!'  intérieur  à  la  région  A",  etc. 

T        .  •    v^  àun  I  I-  I  àu„  I     ^  a,j 

La  série   >  —  >  en  vertu  de  ce  que  1  on  a    -—    ■<  — ,  est  norma- 
.^  da  ^  I   drt   I  /• 

lement  convergente  dans  le  système  de  régions  A,,  Aj,  A,.  .  . .. 

Je  dis  qu'e/?  tout  point  intérieur  à  A,  A',  A",  ...,  la  dérivation 
terme  à  terme  de  la  série  donnée  peut  s' effectuer  indéfiniment. 
Admettons-le  pour  toutes  les  dérivées  juscjuà  Tordre  n\  admettons 
aussi  que  les  séries  des  dérivées  d'ordre  n  sont  normalement  conver- 
gentes dans  un  système  de  régions  A,,  A,,  A^,  .  ...  Dans  ces  condi- 
tions, chaque  série  des  dérivées  d'ordre  n  peut  être  traitée  comme  la 
série  2a«.  Donc  toute  dérivée  dordre  fi-~\)  s'obtiendra  en  déri- 


V.  —  ?Knii;s  DK  lONCTioNS  UKi:i,i.i:s  i:r  (.omi'i,kxi:s.  37 

vanl  t(M-ine  à  terme  une  des  séries  dérivées  d'ordre  /i,  le  résultat  é-tanl 
valahle  pour  tout  système  de  valeurs  rt,  a',  «",  ...  intérieures  à  A,, 
A,,  Aj,  ....  De  plus,  les  séries  obtenues  sont  normalement  conver- 
gentes dans  un  système  Ao,  A',,  A",.  ..  .  situé  par  rapport  à  A,,  A',, 
A,,  ...  comme  ce  dernier  est  situ*'*  par  rii|)port  à  A,  A',  A",  ....  Le 
procétié  de  récurrence  s'apj)licpie  donc 

Knfin.  si  l'on  choisit  à  l'avance  un  j)oint  intérieur  à  A,  A',  A",  .  .., 
on  peut  faire  en  sorte  que  ce  poini  soit  intérieur  à  Ao,  A!,,  A",  ...; 
cela  achève  d'étahlir  la  proposition. 

Lnc  série  uniformément  convergente  de  fonctions  holomorplies 
de  z,  z  .  .  ..  représente  une  fonction  holomorphe,  puisqu'elle  peut, 
par  groupement  de  termes,  se  transformer  en  une  série  normalement 
convergente. 


239.    Intégration.  —  Soit  une  série 

/(2)  =  M,-i-  tfa  — .  .  .—  ^/,,-f-.  .  . 

dont  les  termes  sont  fonctions  holomorphes  d'une  variable  complexe  :; 
dans  un  domaine  A  et  qui  est  uniformément  convergente  dans  ce 
domaine. /(s)  est,  d'après  ce  qui  précède,  fonction  holomorphe.  Pre- 
nons à  l'intérieur  de  A  un  chemin  L  allant  dun  point.;,,  à  un  point  :;. 
Considérons  les  intégrales  le  long  de  L  des  fonctions  Uy,  u-,.  ...,  Un 
et  f.  Etant  donné  un  nombre  positifs,  il  y  a  un  entier/?  tel  que  l'on 
a,  poui-  n^p.  en  désignant  par  R„  le  reste  de  la  série  arrêtée  au 
^jieiiie  terme, 


et  cela  en  tout  point  du  domaine  A.   Nous  pouvons  écrire  dans  ces 
conditions,  comme  K„  est  holomorphe. 


f  f(z)ciz=   f    u.dz-^...^  f    u„dz-  f    R„ 

-0  -a  -0  -0 

On  a  d'ailleuis 


dz. 


f 


\\n  dz 


<  £  lonf,nieiir  <lo  laïc  L, 


de  sorte  que.  si  n  croît  indéfiniment,  cette  intégrale  tend  vers  zéro: 
la  différence  entre  le  premier  membre  de  l'équation  précédente  et  la 
somme  des  n  premiers  termes  du  second  tend  vers  zéro.  Par  consé- 
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quent.  la  série  ilonl  le  terme  i,'énéral  esl    /     ii„dz-  est  convergente  et 

a  pour  somme  linlégrale    /     /[z)clz-.  Cela  re\ient  à  dire  qu'on  peut 

intégrer  terme  à  terme  la  série  donnée.  Nous  constatons,  en  outre^ 
que  la  série  des  intégrales  est  elle-même  uniformément  convergente, 
et  cpie,  si  la  série  donnée  est  normalement  convergente,  il  en  est  de- 
même  de  la  série  des  intégrales. 

VI.  —  Séries  entières  à  une  variable. 

2i0.  On  appelle  séfie  entière  par  rapport  à  c  une  série  de  lai 
forme 

(i)  ciq-^  a\Z -\- a-iz''--k- .  .  »-r- a„z" -h  .  .  .^ 

les  constantes  a  et  la  variable  c  étant  des  nombres  complexes.  Po- 
sons ci',^=  \  a,i  \.  Considérons  la  série  auxiliaire  à  termes  positifs 

il)  «'^  -^  rt',  p  -f-  a',  p--^.  .  .H-  a'n  p"  -h. . ., 

où  0  recevra  des  valeurs  positives  ou  nulles. 

Si  la  série  (2)  converge  pour  une  valeur  attribuée  à  0,  elle  con- 
verge pour  toute  valeur  inférieure  à  celle-là.  Soit  Rq  la  borne  supé- 
rieure des  nombres  z  tels  que  la  série  (2)  soit  convergente;  Rq  peut 
être  nul,  égal  à  un  nombre  fini  positif,  ou  à  H-oo;  la  série  (2)  est 
convergente  si  o<^Ro.  divei'gente  si  p  ^  Rq  ;  désignons  par  Cq  le 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  R,,  (dans  le  cas  de  Rg  fini). 

Je  dis  que  ht  série  (  i  )  diverge  en  tout  point  z  extérieur  à  Cq- 
Supposons  en  elTet  pour  un  instant  que  la  série  (1)  soit  convergente 
pour  une  valeur  z-  de  module  R,  >  Ro.  alors  le  module  du  terme 
général  de  (1),  soita),R'',  tend  vers  o  quand  n  croit  indéfiniment: 
donc  les  nombres  «),R','  sont,  quel  que  soit  n,  inférieurs  à  un 
nombre  fini  A. 

Prenons  Ro  tel  que  Rq  <<  Vv-,  ■<  Ri  :  on  a 

<R;  =  a;,Rï(-|)"sA(5-;)". 

Donc  la  série  de  terme  général  «^,R','  a  ses  termes  au  plus  égaux  à 
ceux  de  la  série  de  terme  général  A  (  t-^  j   >  qui  est  une  progression 
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géomt'lriqiic  décroissante:  (Imic  la  série  (  :i  )  converge  pour  le 
nombre  R^  supérieur  à  l{„.  (  (inlr.iirenient  à  la  (li'liMil  ion  de  Rq  ;  la 
proposition  est  démontrée. 

Soi!  Miainlrnanl  mLiiis  le  eus  de  K„^(t)  (ï  un  eer-<de  de  centre  (.) 
et  de  ravon  R-<K|,  :  la  série  de  tenue  général  a„\\"  est  conver- 
gente; quand  le  |)oinl  :;  est  dans  C,  on  a  |  :;  |  ^^K,  d'où  |  r(„z"  \  ^«'/^R", 
la  série  (i)  est  doiu  normalement  convergente  dans  C;  d'ailleurs, 
elia(|ne  terme  de  [\  )  est  fonction  holomoi|)ln'  de  c,  donc  (  n"  238) 
la  série  (i  )  représente  une  fonction  /"(c)  liolomorphe  en  tout  point 
intérieur  à  C,  les  dérivées  s'ohienant  en  derixanl  terme  à  terme  la 
série  (i  ).  Connue  on  |tetit  |)rendre  1»  aussi  \oisin  (pi'on  NeuldePi,,, 
le  résidtat  est  \alal)l<'  pour  tout  |mml  iut(''rieui- à  C,,^  «'f  Ion  a  1  énoncé 
sui\ant  : 

La  série  (i),  dans  Lout  l' intérieur  de  Cq,  est-  cotwergcnle  et 
représente  une  fonction  f[z)  holomorphe  de  z  dont  les  dérivées 
s'obtiennent  en  dérivant  (i)  terme  à  terme.  Elle  diverge  en  tout 
point  extérieur  à  Co. 

Le  cercle  C»  est  dit  cercle  de  convergence  de  la  série  entière  (i), 
Ro  est  le  rayon  de  convergence.  Pour  les  points  du  cercle  de  conver- 
gence, il  y  a  doute  eu  ce  qui  concerne  la  convergence  de  la  série. 

Quand  Roi^H-oî,  la  fonction  /*(  c  )  est  holomorplie  dans  tout  le 
plan. 

Quand  R^i,  ="  o,  la  série  (i)  n'est  con\ergente  que  poui-  c  =  o. 

On  peut  intégrer  la  série  (i)  terme  à  terme  dans  C„.  Soit  en 
elïet  ;  un  |)oint  int(''rieur  à  C„  ;  inlé-grons  le  terme  général  a,tZ"\Q 
long  du  ravon  i)z\,  on  a 


/ 


a  II  z  "  (Iz 


La  série  (i)  est  noimalement  convergente  dans  tout  cercle  intérieur 
à  Co  ;  on  j)eul  l'intégrer  terme  à  terme  le  long  de  Oz  (n"  239);  cela 
montre  (pie  i.i  série 


est  convergente  en  tout  point  inteiieiii-  à  Co.  et  reju-ésente  une  fonc- 
tion primitive  de/(^). 

241.    Il  rt'sulte  de   ce  (jui  précède  (jue,  si  la  série  (i)  admet  pour 
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lavoii  lie  con\(M'i;eace  T\o<  '^i  .séné  dérivée,  savoir 


a,  -r-  •Idi z 


0  aussi  pour  ravon  île  eonveri^ence  Rq.  \'a\  eU'el,  sou  rayou  de  eonver- 
i;ence  esl  au  nioin.s  égal  à  Ro  •  niais  il  ne  peut  lui  étie  su|)érieur,  car, 
en  revenant  à  la  première  série  j)ar  iulégralion  de  la  seeonde,  on  Irou- 
\erail  pour  celte  j)reniière  série  un  rayon  de  convergence  supérieur 

àRo. 

Dune  manière  générale,  une  série  entière  et  toutes  ses  séries  dé- 
rivées ou  intégrales  ont  même  rayon  de  convergence. 

Etant  donjiée  la  série  entière  (i),  je  dis  que  son  rayon  de  conver- 
gence est  ('gai  à  la  plus  petite  limite  de  la  suite 

(3)  -L,     ^,     ...,     ^,     ..., 

en  convenant  de  remplacer  dans  celte  suite  par  +  :/:;  un  terme  cor- 
respondant à  un  coefficient  nul. 

Soit  en  eflet  R  la  |)lus  petite  limite  de  cette  suite.  Supposons 
d'abord  R  fini  et  positif.  Etant  donné  un  nombre  p  <C  R-  prenons  /. 
tel  que  p  <  À  ■<  R. 

D'après  une  |)ropriété  de  la  plus  petite  limite,  à  |)artir  d  un  cer- 
tain rang  dans  la  suite  (  3  ),  on  a 

777=  >  '■  o"  <  <  )7,  ' 

par  suite 

/  ?  '\  " 

G  1  . 

^  est  plus  petit  que  i,  donc  les  termes  de  (2)  sont  plus  petits  que  les 

termes  dune  progression  géométrique  décroissante.  Par  suite,  la 
série  (2)  est  convergente  pour  0  <<  R. 

Si,  au  contraire,  nous  nous  donnons  un  nombre  0  >>  R,  on  j)eul. 
quel  que  soit  lenlier  />,  trouver  //  >/>  tel  que 

i 

„  <  p  ou  rt„  p"  >  I. 

\  «/, 

11  y  a  donc,  dans  la  suite  (2),  et  cela  indéfiniment,  des  termes  plus 
grands  que  i .  Donc  la  série  (2)  est  divergente  pour  c  >  R. 

Par  conséquent,  la  plus  petite  limite  R  de  la  suite  (2)  est  égale  au 
rayon  de  convergence  de  la  série  (  i). 
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Si  F»  fsl  util,  (tii  ;i|t|)ll([iic  sciilciiU'Ml  hi  sccoiidr  partie  du  raison- 
nouKUl.  S'il  t'sl  i''<4al  à  -j- a;,  ou  ;t|)|»li(|iH'  \.\  pieiiiirre  partie. 

2il2.  Nous  avnii>  \ii  (pi'iiiic  série  eulirre  peut  en  un  pomi  du 
cercle  de  converf^cucc  ('•lie  comergcnle  ou  non.  Je  dis  cpie,  si  lasrrie 
est  convergente  pour  un  point  z„  du  cercle,  et  si  un  point  z  se  dé- 
place sur  le  rayon  (  )  c,,  en  /-rsUt/it  à  J' intrrirur  du  cercle  et  en 
tendant  vers  c„.  on  a 

c'est-à-dire  qu'/7  y  a  continuité  le  Inng  du  rayon.  Pour  <'tal)lir 
cette  propriété,  nous  allons  d  ahord  ('lahlir  le  leinme  suivanl  : 

Lr.MMK  nAnr.L.  —  Soient  a^.  a, y.,,,  . . .  des  quantités  réelles 

ou  complexes,   en   nombre   fini  ou    infini,    telles    que   toutes   les 

sommes 

5^j=  cto       v.\      .  .  .  -r-  y.  p 

sont  inférieures  en  module  à  un  nombre  A.  Soient  d  autre  paît 
des  nombres  positifs  décroissants  Sq;  ^i?  ■••^  'pi  •■••  -^^  <^is  que 
Von  a 

(4)  I  £rt«o-^-  'iai  +  --  --t-  '=-i>'^i>  I  <  £oA. 

lui  etlet,  nous  avons 

«0  =  b(),         2]  =  Si  —  So,  .  .  . ,         '^//  =^  J/)  —  ^/>—\-i         •  •  •  ) 


£o5to-i-  -1  ^1  ~i~  •  •  •"•-  £/'^/<  ^  ^0  So  -t-  î|(  Si  Sq)  -T-.  .  .-T-  £/)(  s,,  —  S/,_i) 

=   SoC^O—  £l)-i-  Si(£,—  c2)-i--.- 
-r-  S^,_i  (  t,,-i £/))  -t-  &/)£/)• 

Par  liypotiiése,  toutes  les  dillérences  Sq  —  'm  ^i  —  ^-^i  •  •  -i  -/7-i  —  ^p 
sont  ()0sitives;  elles  sont  iniiitij)liées  par  des  nombres  So,  S|,  ..., 
S^_i,  Sp  inférieurs  en  module  à  A;  on  a  donc 

leoao-4-  £,ai  — ••  .-t-  ^,>^/>  |  <  A  (  e,,  —  ^i -H  ^i  —  £2 -(-•  ■  • -t-  '/,)=  As,,- 

L'inégalité  (4)  est  donc  étahlie. 

Cela  étant,  revenons  à  la  série  entière 


f(  z)  =  «0 -t-  a,z  -r-.  .  .-h  a,i^" 


Formons   /"(co)  et  /"(ÀGo),  a  ('-lant    un   nombre   j)ositif  plus   petit 
que  I,  que  nous  ferons  tendre  vers  1.   Dans  ces  conditions,  ),;„  re- 
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présente  bien  un  point  variable  tendant  vers   ;„  s"i'  '^  rayon  O^o  t^ï 
restant  à  Tintérieur  du  cercle  de  convergence.  On  a 


(5) 
(6) 


/(Xso)  =  rtc-!-  «iÀ-o-4-.  •  .-+-  rt„X"^;'-h. 


i.a  première  série  étant  convergente,  à  tout  nombre  positii  s  on 
peut  faire  correspondre  un  entier  p  tel  que,  pour  n  > /A  le  reste  R« 
de  celte  série  soit  plus  |)etit  en  module  que  t.  Par  suite,  h  étant  un 
entier  positif  quelconque,  on  a.  si  n  > /', 


l\,„,-  R,J<ai 


Ceci  s'écrit 


1   «/l+l  -'0 

Appliquons  le  lemme  précédent  en  remplaçant  les  quantités  »„, 
a, a^  par 

^  -'1+1  ^  r"  +  2  /7         ,    -n+h 

"«-1-1  "0        '       "«-(-2  *o        :        •••'       '■'■ii+li  •'{)        1 

et  les  quantités  î,,-  ^i ^p  I^<ir 

>  «-f-l  )  «  4-2  )  ;(-i-/t  • 

on  a.   par  application  du  lemme,   la  quantité  désignée   |>ar  A  étant 

ici    2£, 

Laissons  ai  llxe  et  faisons  croître  h.  Le  premier  membre  de  cette 
inégalité  a  une  limite  qui  est  le  reste  R„  de  la  seconde  série  (6). 
Cette  limite  est  donc  au  plus  égale  à  2 s.  Ecrivons  alors,  en  jwsant 
/=  S„H-  K,<, 

/(lzo)-/izo)=  S„(À5o)  — S„(2o)-+-R,t(>^-3o)-  R«(-o)- 

On  a,  quel  que  soit  n  >> />  et  quel  f|ue  soit  A, 

|R«(-o;|<î,       I  R„(X^„j|  <2£. 

La  difterence  S„(a:;o)  —  S,/(^o)  est  un  polynôme  en  ).  qui  tend 
vers  o  quand  A  tend  vers  i.  Donc  \f('hZ(,)  — /{'•())  \  peut  être  rendu 
inférieur  à  4^?  en  prenant  A  assez  voisin  de  i.  Comme  e  est  arbi- 
traire, cela  montre  que/(A:;o)  tend  vers/(5o)  quand  A  tend  vers  i, 
ce  qui  établit  la  proposition. 

!243.  Sih'ies  entières  rceilea.  —  11  v  a  lieu  de  considérer  le  cas  où 
les  coefficients  «y,  «i,  ...  et  la  vai'iable  z  sont  réels.  On  reconnaît 
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qu'une  srrii'  enlière  de  celte  forme,  (ju'on  appelle  série  entière 
réelle,  a  un  intervalle  de  convergence  délenniné  ( —  Rq,  +  Ro)-  KUe 
est  convergente  en  tout  |i(iini  intérieur  à  cet  intervalle,  divergente 
en  tout  point  ext(''ncur:  il  v  a  (IimiIc  pour  les  cxtréniitis  de  linler- 
valle. 

L  ne  telle  si'rie  reprt'scntc  (hins  sou  inleivalle  de  convergence  une 
fonction  cdutinuc  av. ml  tics  (Ii'tim'cs  de  tous  les  ordres  qui  sob- 
ticnncnt  eu  la  tlérixant   tenue  à  t<'ruie. 

t^ii.  L'étude  îles  séries  entières  montre  que  ces  séries  repré- 
sentent des  fonctions  li()l()mor|)liPS. 

Nous  allons  maintenant  démontrer  que.  récij)roquement ,  toute 
fonction  holomorphe  est  représenlable  par  une  série  entière. 

Série  de  Taylor.  —  Soit  /"(v)  une  fonction  d'une  variable  com- 
plexe ;,  dont  on  sait  qu'elle  est  holomorplie  dans  un  cercle  C  de 
centre  a  (contour  compris)  {fig-  21);  x  étant  un  point  quelconque 

Fii;.  21. 


Intérieur  au  cercle  C,  on  a  la  lurniule 


Ecrivons 


—  a  —  {  X  —  a)        z  —  Il            .r  —  (i 
I 


En  tout  point  du  cercle  C,  on  a 

\  X  —  a 


<•, 


de  sorte  que,  en  vertu  de  la  théorie  de  la  division  étendue  aux  fonc- 
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lions  de  \ariables  complexes,  ^~  lient  se  remplacer  par  la  pro- 


gressi<Mi  géomi'trique  décroissaiilc 

.r  —  a  .    *  ^  —  '^  '" 

z  —  a    (z  —  a  )" 

d'où 

f(  z  )  -^       (  .r  —  a  I"  f[  z  ) 


m-  2 


a  )' 


Considérons  celte  dernière  relation.  En  tout  point  du  cercle  C,  la 
série  du  second  membre  est  normalement  convergente.  En  etïet, 
soient  M  une  borne  supérieure  de  |./(^)|i  r  le  module  de  x  —  a, 
R  le  module  de  ;  —  a,  c'est-à-dire  le  i-ajon  du  cercle  C. 

.   .  .  ■  111  •  ''"^I 

Le  terme  gênerai  de  cette  série  est  en  module  plus  ])etit  que     ^^^,  ' 

qui  est  le  terme  général  d'une  progression  géométrique  décroissante. 
Donc  la  série  peut  être  intégrée  terme  à  terme  sur  le  contour  C,  et 
l'on  a 

.  1        rJlîllli  ~  -L.      V         ri-r  —  a)"fiz)clz 

•^^'''~  ■li-J^.     z-x     ~  li-      Z^      J^         (^-«)' 


\n-\-l 


Rappelons  que  nous  avons  trouvé  (  n"  !2'27.  p.  22) 

d'où,  en  substituant  dans  l'égalité  précédente, 

x  —  a    .,,                        {.r  —  a)"    ....     ^ 
J{x)=J(a)-^  ——f(a)-^...-. -, /";(«)-^.... 

C'est  la  série  cle  Taylor. 

On  voit  que  toute  fonction  f{^)  holomorphe  à  V intérieur  et  sur 
le  contour  d'un  cercle  de  centre  a  est  repi-ésentable  à  V intérieur 
par  une  série  entière  en  (z  —  a). 

245.  Série  de  Laurent.  —  Supposons  qu'une  fonction  f{z)  soit 
holomorphe  dans  la  couronne  comprise  entre  deux  cercles  C  et  G  de 
centre  a  et  de  rayons  R,  R'  (R'<!  R)  ifig-  22). 

Etant  donné  un  point  x  intérieur  à  la  couronne,  prenons  un 
cercle  v  de  centre  x  intérieur  lui  aussi  à  la  couronne;  on  sait  que 
l'on  a  (n"  225) 

J^.      X,  X  Jç^,     «  X  ^/y      ^  X 
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les   trois  cercles  G,   C,   y  élanl  parcuiinis  dans  le  sens  posilif:  ov. 


l'intégrale  de 
donc  de  I  i) 


^^l 


le   long  (le  *'  est  égale   à    li-fix).  On   déduit 


f(x)  ^-  —^     / r-         


l)(\eloppons  séparément  les  deux  intfgrales  du  second  membre, 
pour  la  première,  remplaçons  ^ — ^^—  par  la  même  somme  que  précé- 


demment.   C'est-à-dire    par       7 


.r  —  «  )  '  /(  z  ) 


y    cette    série     étant 


encore  normalement  convergente.  Pour  la  seconde  intégrale,  comme 

on  a  sur  le  cercle  C 

I  5  —  a 


X  —  a 


<i, 


nous  écrirons 


/■.^> 


f^z 


f(Z) 


X  —  a  —  (z  —  a) 


et,   en  fléveloppant  en  série  con\ergente  la  quantité 
obtient 


=  2  ^ 


/>— 0, 1, 


fiZ)fz  —  a  )/' 
X  —  a)i'^^ 


Soit  M  la  borne  supérieure  de  |yV:;)|  dans  la  couronne. 

Le  terme   général   de   celte   série  est  en   module   plus   petit   (jue 

y  qui  est  le  terme  gM-nt'ral  du  ne  [)rogression  géométrique 


MIV/' 


{x  —  a  )''->- 


décroissante.  Donc  la  série  est  niuinalciiiful  (■onvergent( 
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Kn  inlt'manl  lernie  à  terme  ces  deux  séries  et  en  substituant  dans 
ré(|uation  qui  donne  /(  .r\  on  obtient 

I  ■^         /'•'"  —  <i)"/iz)(/z  I         ■^  /'(z  —  a)i'f\Z)(lz 

•^^^•''^Trr      2à      ./.  ,  z  —  a  i«  •  i  ^  Û7^      2à      J^.        (a- —  a)l^^ 

/i=0.  1 /)=0, 1,  ... 

On  a  ainsi  pour  /"(.r")  un  développement  de  la  forme 

/(a?)  =  Ao-H  A|(a:  —  «)-+-. . .  -i-  A„(.r  —  a  )"-+-.  . . 


X  —  a  {  X  —  a  )!' 

les  coefficienls  A  et  B  étant  définis  par  les  relations 


/(  c  )  dz 


I  /  JiZ)(/Z  R       _  '  / 


a)i'-^f{z)dz. 


Pour  tout  point  de  la  couronne  où  elle  est  holomorphe,  f{z)   se 
présente  ainsi  comme  la  somme  de  deux  séries,  la  première  entière 


en  z  —  cr,  la  seconde  entière  en C'est  la  série  de  Laurent. 


VII.  —  Fonctions  e-,  sinz,  cos^. 

246.  En  appli(juant  la  formule  de  Taylor  (t.  I,  n°  121,  p.  117)  à 
des  fonctions  réelles,  on  peut  obtenir  de  ces  fonctions  des  dévelop- 
pements en  séries  entières.  On  a,  sous  certaines  conditions,  en  appli- 
quant la  formule  de  Tavlor  au  cas  de  x  :^  o  et  mettant  .r  au  lieu  de  A, 
la  formule  de  Maclaurin  : 

/f:r)=/(o)  +  -/'(o)^...-4-  ^/<"'(o)+  ^   '^"^'  ,  /"+i'("^)- 

S'il  se  trouve  que,  x  étant  fixé,  le  reste  - — r  f'''^^^Hnx)  tend 

vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment,  on  en  déduit  que  la  série  de 

terme  général  —r/^"^{o)  est  convergente  et  a  pour  somme  f{x)]  on 

a  un  développement  de  f{x)  en  série  entière. 

Un  cas  dans  lequel  on  est  assuré  que  le  reste  tend  vers  zéro  est 
celui  où  les  valeurs  des  dérivées  de  tous  les  ordres  sont  inférieures 
en  module  à  un  nombre  A.  En  efTet,  dans  ces  conditions,  le  reste  Pv« 

X^'~^^  X'^'^^ 

est  en  module  plus  petit  nue  A ;•   Or,  :  tend  vers  zéro, 

car  c'est  le  terme  général  d'une  série  convergente  (le  rapport  dun 


terme  au  précédent,  soit  >  tend  vers  zéro  ) 

'  '  /i-i-i  / 
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Comme  exemples  de  fonctions  remplissant  ces  conditions,  on  peut 
citer  les  trois  fonctions  dr  \arial)les  réelles  e''.  sinx,  cosx.  Pour  sinj: 
et  cos.r,  les  déri\ées  tle  Ions  les  ordres  sont  an  plus  égales  en  module 
à  I.  (hiant  à  e-^,  les  valeurs  de  t(jules  ses  dérivées  sont  égales  à  e-^  et 
forment  par  suite  un  ensemble  borné. 

Chacune  de  ces  tr(ns  fonctions  est  donc  représentable  j)ar  une  série 
entière;  la  formule  de  Maclauriii  d(3nne 

X  T-  X" 

e-^      =   I  -I-  —   T ■-...- r  -f- . . . , 

1  I .  •>.  n . 

X        x^  x'-i'^^ 

sina:  = — 7  -;-.  .  . -^  (  —  i  V' 


31  '    i>.p^i)\ 

X-         x*  x-i' 

{  —  \)P 


■>■        4-  '    (ip)\ 

;2i7.    Soil  maintenant  z   une   variable   complexe.   Considérons  les 
trois  séries  entières  suivantes  : 


z" 

1         \  .  l 

z        z^ 

z^/'+^ 

l     3:    ■••    ' 

(•2/J  +  l)! 

Âj  "                    -w  * 

.  -i-          —1)1'    — : 

•2  4 .  i'^P)  • 

• 

On  reconnaît  que  ces  trois  séries  sont  convergentes  quel  que  soil  5, 
car  le  module  du  rapport  d'un  terme  au  précédent  tend  vers  zéro 
quand  n  croît  indéfiniment.  Chacune  de  ces  séries  représente  donc 
une  fonction  de  la  variable  complexe  :;  qui  est  holomorphe  dans  tout 
le  plan.  Nous  constatons  de  plus  que,  si  z  reçoit  une  valeur  réelle  x, 
les  fonctions  obtenues  sont  identiques  respectivement  à  e-^,  sin^r, 
cos.r..  Par  définition,  lorsque  z  est  une  variable  complexe,  nous 
désignerons  ces  trois  Jonctions  par  e",  sin^,  cos:;. 

cos-  est  une  fonction  paire,  sin  :;  une  fonction  impaire. 

En  prenant  les  dérivées  des  trois  séries,  on  trouve  (e^y=e', 
(sin;;)'=  cos:;,  (cos-/=  —  s'iwz. 

Je  dis  que  Ion  a 

e~  e~  =  e--^", 

z  et  :;'  étant  deux  fjuantités  coaijiiexes  quelconques.  En  efl'et,  les 
séries  représentant  e-  et  e='  sont,  quels  que  soient  ;:  et  z',  deux  séries 
absolument  convergentes.  On  peut  leur  appliquer  le  théorème  de  la 
multipiiraliou  des  séries  in"  l232,  p.  a8).  Ordonnons  les  termes  du 
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procliiil  en  i;roii[)anl  ("11561111)16  tous  les  lernies  de  même  cleyré  h  |)ar 
rappoi'l  aux  variables  ;  et  z' .  Le  terme  général  ainsi  ohtenii  est 


/il         I    (  A    -  n  !        -2 !    t  A  —  .>. )  !  '       li\ 

ou  encore 

•       r      /  /'        r       ;       ,  Al//    Il       ,  ,       ,       „  ,  ,  1 


-  ■•    > 


I 


On  a  (Jonc 


a: 


e~  e~  =  I  -f- 

/i  =  l,2.... 

■248.  Remplaçons  z  par  /^  dans  le  développement  en  série  de  e^. 
Les  termes  de  rang  impair  constituent  le  développement  de  cos^, 
les  termes  de  rang  pair  constituent  le  développem»nt  de  <  sin:;,  d'où 

la  relation 

e'-  =  co'sz  -^  i>\n  z. 

En  remplaçant  z  par  —  3,  on  a 

e^'-  =:  c.oiz  —  i  si  11  :;. 

d  où.  par  addition  et  soustraction, 

e'~ — e-'~              .             e'" — e^'- 
(i)  ces:;  ^  j  «in^  =  : . 


En  éle\ant  au  carré  ces  deux  expressions  et  en  ajoutant,  on  obtient 

sin-^  -i-  coè- z  =  I . 

Il  existe  pour  sin:;  et  cos^  des  formules  d  addition  identiques  aux 
formules  relatives  aux  variables  réelles.  Pour  établir  ces  formules, 
partons  de  la  relation 

c'est-à-dire 

(  C0S2  -\-  i  sin  3j  (cos^'-^-  i  sinz')  =  cosf;;  -r-  ^')  -f-  t  siii(^  ^  z' ), 

ou,  en  développant  le  premier  membre, 

,    ,         i  cos2cos^' — sin-ssins' 

( 2)  '  .     .  ... 

i       -^  i{%\nz  cosi  -«-  ?in^  ces- j  =  cos(-3  -^  z  )  -~  is\n{ z  ^-  z  ). 
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Kécrivons  In  nièinc  fonmile  en  cfiant;e;ial  g  en  —  z  et  z'  en  —  z' \ 
il  vient 

[   COS2COS-' — sincsins' 

(3)        ' 

}       —  t(  siii  3  cosc'-i-  si  II  3'  cos;:  )  =  c()s(  s  -(-  ;;')  —  i  sin(  z  -^t-  z'  ). 

Ajoutons  et  retranchons  iiionihrc  ;i  nK-iiiljre  les  relations  (2)  et  (3), 

il  \  lent 

cos{\3  -(--')  =  cos 3  cos:;' —  si  11^  sin^', 

sin(  z  -^  z'  )  =  sine  cos c' -H  sin^'coss. 

Ce  sont  les  mêmes  relations  ([ue  pour  les  variables  réelles  et,  de 
même  ([ue  pour  les  \aiial)les  réelles,  on  en  déduit  toutes  les  relations 
qu'on  obtient  en  trigonométrie. 

On  désigne  par  cos  hyperbolique  de  :;  et  sin  hyperbolique  de  z,  ce 
qu  on  écrit  ch:;  et  sh^,  les  fonctions  suivantes  : 


Z^P 

•171 


2  2 


V.  I         3!  (2/>-+-  I)!    

2i9.  Considérons  la  fonction  e^,  et  mettons  ;;  sous  la  forme  x  -\-  iy^ 
X  et  )'  ('tant  réels.  Nous  avons 

e~  —  e^-+-0'=  e'^ e'y  =  e^  {  cos  j'  -t-  i  sin  j'). 

La  partie  réelle  de  la  fonction  e^  est  donc  e'^co^y,  le  coefficient 
de  i  est  e-^siny.  Comme  e^  est  positif,  le  module  de  e^  est  e-^,  son 
argument  est  y  à  un  multiple  de  1-  près.  Quand  z  augmente 
de  2^7:,  le  module  de  e"  ne  change  pas,  son  argument  augmente 
de  2-.  On  exprime  ce  résultat  en  disant  que  e^  admet  la  période  iIt.. 

On  en  déduit  que  e'^  et  e~'^  admettent  la  période  27:;  par  suite, 
d'après  (i),  il  en  est  de  même  de  coss  et  sins. 

Cherchons  d'une  manière  générale  à  résoudre  l'équation 


u  étant  une  quantité  donnée.  Distinguons  deux  cas. 
i"   M  ^  o.  Posons 

u  =  p^costo  -4-  t  sin(tj  )  =  p  e"». 

Nous  savons  que,  si  z  est  de  la  forme  .r  -|-  iy,  e^  a  pour  module  e'' 
ei  pour  argument  j'.  Pour  cpie  les  deux  nombres  complexes  e^  et  u 
soient  égaux,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  modules  soient  égaux  et  que 
B.  —  II.  4 
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leurs  ;ir{;nnK'nls  dillV-renl  (liin  imiltiple  de  ?. -.  On  doil  donc  avoir 

e-^  =  p,  »■  =  10  -i-  i/k-         I  /.■  (Milier). 

K;i  première  c'ijualiun  délermine  ./■  cl  donne 

X  —  Lp, 

Lo  désignant  le  loi;arlllinic  népérien  (t.  I,  n"  73,  |).  05);  la  seconde 
donne  pour  )'  une  infinité  de  valeurs. 

2"  uz=o.  1!  n'y  a  pas  alors  de  nombre  réel  ./  tel  tpie  l'on  ait  e-''::^  o. 
Le  problème  est  impossible. 

■200.    Nous  définirons  les  fonclioas  lani;^:  et  cote  par  les  formules 

sin-  cosz 

lanjr-  =  »  col^  =  -. —  • 

cos^  sin« 

La  première  est  définie  pour  toutes  les  Naleurs  de  3,  sauf  celles 
pour  lesquelles  on  a  cos-  =o,  la  seconde  est  définie  p>our  toutes  les 
valeurs  de  :;,  sauf  celles  pour  lesquelles  on  a  sin:;  =  o;  Or,  on  a 
cos  c  =  o  quand  on  a 


!>i:  _4_  p—iz 


et  Ion  a  sine  =  o  quand  on  a 
e'~—e-'~  = 

D'ailleurs,  en  posant  toujours  z^=x-\-  iy,  on  a 

e-'~  =  e-'^y  e^jx. 

Donc,  pour  ces  points  exceptionnels,  on  doit  avoir  \e-'~\  =  e~-y=z  i , 
d'où  y  ^=  o,  ce  qui  montre  que  z  est  réel. 

Ainsi,  les  seules  valeurs  de  z  qui  annulent  cose  ou  sine  sont  les 
valeurs  réelles  de  x  qui  annulent  cosj?  ou  sin.r,  savoir  e=  -  -j-ki: 
pour  cos  e  et  e  =  k~  pour  sine  (A"  entier). 

On  reconnaît  que  les  fonctions  tang  e  et  cote  sont  impaires  et  ad- 
mettent la  période  —,  d'après  les  propriétés  de  cos  s  et  sine. 

VIII.  —  Fonctions  multiformes  :  l><>g-3,  -'",  arclangj,  arcsin^. 
2oL    ?Sous  avons  vu  que  l'équation 

si  0  ^  o.  a  une  infinité  de  racines  différant  entre  elles  de  multiples 


1 
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de  'ii~.  Remarquons  que,  dans  le  cas  de  :;  réel  el  positif,  une  de  ces 
racines  est  le  nombre  Lp  [cf.  t.  1,  n"*  62  cl  73). 

D'une  manière  générale,  chacune  de  ces  racines  est  dite  le  lo<j^a- 
ritlini'-  <h'  z.  Nous  désignerons  l'enseinblc  de  ces  valeurs  par  Loge. 
IJ  après  cela,  on  a 

u  —  Log  z  =  Lp-(-i(io4-';>X-':r). 

Imaginons  qu  on  parte  d'un  point  z^  du  plan,  distinct  de  Torigine, 
par  suite  tel  que  le  module  p„  de  ce  point  soit  didérent  de  zéro.  Choi- 
sissons pour  Log^^o  m^e  détermination  en  lixanl  largument.  soit  Wg. 
Cela  étant,  si  un  point  z  se  déplace  dans  le  plan  en  partant  de  Sq  et 
en  décrivant  une  courbe  quelconque  sans  passer  jamais  par  l'origine, 
la  détermination  de  l'argument  de  :;  qui  part  de  toy  varie  d'une  façon 
continue  et  a  pour  chaque  point  de  la  courbe  une  valeur  déterminée. 
La  détermination  de  Log:;  (jui  part  de  la  valeur  L^oH-ftOo  est  donc 
pour  chaque  point  bien  déterminée  et  varie  d'une  manière  continue. 

Fig.  23. 


Prenons  deux  demi-droites  partant  de  O  et  considérons  l'une  des 
régions  R  du  plan  limitées  par  ces  deux  droites  {fig-  23).  Si  z  se 
déplace  dans  cette  région  et  revient  à  son  point  de  départ,  la  déter- 
mination de  l'argument  oi  qui  part  de  oj^  reprend  sa  valeur  initiale 
en  eiret,  la  variation  de  cet  argument  est  égale  à  un  multiple  de  2  7î 
or,  elle  est  plus  petite  que  l'angle  formé  par  les  deux  droites  qui 
limitent  la  région  R,  angle  qui  est  lui-même  plus  petit  que  i-rz.  Donc 
celte  variation  est  nulle,  et  par  suite  la  détermination  de  Logs  qui 
part  de  la  valeur  Lpo"i-^^o  re{)rend  cette  valeur  quand  :;  revient  à 
son  point  de  départ  :;„. 

Supposons  maintenant  que  ::  décrive  un  contour  simple  fermé  en- 
tourant l'origine.  La  détermination  de  1  argument  de  z.  (jui  est  égale 
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à  oJo  quand  z  est  en  Zq.  devient  égale  à  ioqH-  a-ijuand  :;  re\ienlen;o 
après  avoir  parcoiirii  une  fois  le  contour  dans  le  sens  jiositif.  Si  :; 
décrivait  le  contour  dans  le  sens  né'iatif,  cette  détermination  devien- 
drait (jJo — '-?"•  Dans  tous  les  cas,  la  détermination  de  Targument 
varie  de  2-,  et  la  détermination  choisie  pour  Log-C  varie  de  2/7:. 

On  est  conduit  à  considérer  toutes  les  déterminations  de  Log;; 
comme  les  déterminations  différentes  d' une  même  fonction,  qu'on 
dit  être  une  fonction  multiforme,  ces  déterminations  étant  suscep- 
tibles de  s'échanger  entre  elles  quand  z  se  déplace  dans  le  plan 
d'une  manière  continue. 

Le  point  o  autour  duquel  se  permutent  les  déterminations  est  dit 
point  critique  pour  la  fonction  Log:;. 

Lne  détermination  u  de  Log;;  est,  dans  la  région  R,  dont  on  aura 
enlevé  la  partie  contenue  dans  un  cercle  de  centre  o  et  de  rajon  s, 
une  fonction  à  détermination  unique,  autrement  dit  uniforme.  C'est 
une  fonction  inverse  (n"  218,  p.  i3)  de  :;  =  e"  ;  c'est  donc  une  fonc- 
tion holomorphe  de  u  et  sa  dérivée  est 

,  _    I  I    _  I 

"       z'         e"        z 

2o2.    Si  z  et  z'  sont  deux  valeurs  de  la  variable  z  telles  que 


Log^  -+-  Log2'  =  Lpp'-f-  j[cu  +  w'-f-  2(A-  +  Â'j-]. 

Or,  le  produit^;;' a  pour  module  pp  et  pour  argument  to  +  co'.  On  a 
donc 

Loi;;:^'  =  Log^  h-  Log^', 

en   entendant  par  là    que   la   somme  de    deux   déterminations  (piel- 
conques  de  Log:;  et  Log^'  est  une  détermination  de  Log :;:;'. 

253.  Si  l'on  considère  la  fonction  Log(^  —  «),  où  a  est  un  nombre 
complexe  donné,  en  posant  z  =^  a  -\-  z' ,  on  reconnaît  que  a  joue  pour 
cette  fonction  le  rôle  cjue  joue  o  pour  la  fonction  Logs. 

Elle  a  une  iniinité  de  déterminations  dont  chacune  est  holomorphe 
dans  une  région  obtenue  en  menant  par  a  deux  demi-droites  quel- 
conques, en  prenant  la  portion  du  plan  comprise  entre  ces  deux  demi- 
droites  après  en  avoir  retranché  un  cercle  de  centre  a  et  de  rayon  c. 
On  en  déduit,  par  exemple,  que  chacune  de  ces  déterminations  est 
holomorphe  dans  un  cercle  du  plan  ne  contenant  pas  le  point  critique  a. 
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1*^11  particulier,  applicjuons  ce  résultat  au  cas  de  a  =  —  i.  Ou  voit 
que  chaque  détermination  de  I^og(i-H3)  est  holomorphe  dans  tout 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  plus  petit  que  i .  Cette  détermination 
est  donc  développable  en  série  de  Tajlor,  le  développement  étant 
valable  |)our  tout  point  intérieur  au  cercle  G  de  rayon  i.  Prenons, 
par  exemple,  la  déteriniiialion  qui  s'annule  pour  z  =  o,  et  clierclions 
son  développement.  On  a 

/(z)  =  L0g(H-3), 

d  où 

/(«)(o)  =  (— i)"-»(n  -  i)! 

La  formule  de  Taylor  donne  donc 

;;  Z-  Z^  Z" 

''  I         -2         3  n 

le  dévelo|)pement  étant  valable  pour  tous  les  points  intérieurs  au 
cercle  G,  réserve  étant  faite  pour  les  points  du  cercle.  En  jjarticulier, 
le  déveloj)|)ement  est  valable  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  :;  infé- 
rieures à  1  en  valeur  absolue. 

;25i.  -Nous  allons  faire  mainleiianl  l'étude  de  la  série  sur  le  cercle 
de  con\er<,^ence. 

Deuxième  lemmf.  d'Abel.  —  Soit  ao,  «(,  ....  ap.  ...  une  suite 
infinie  de  quantités  telles  que  les  sommes 

<ii  S,,  =  ao-<- ai  ^-.  .  .-+- ap 

sont  toutes  inférieures  en  module  à  un  nombre  A.  Soit  d'autre 

part 

Xq,     aj,      .  •  . ,     ^1)'      •  ■  • 

une  suite  infinie  de  nombres  positifs  décroissants  et  tendant  vers 
zéro.  Je  dis  que  la  série 

il)  ayao-i- «^/ly-i— .  .  .— a/,a/,-^.  .  . 

est  convergente. 
V.n  ellet,  la  somme 

qui  est  égale  à  S„^/, —  S„,  est  en  module  plus  petite  que  2  A.  Donc, 
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par  ap|>licalion  ilii  prcniier  Ifiuine  d'Ahel  [n"  !2il2,  p.  4i)?  on  ^^ 

Soit  ï„  la  soinine  dos  /i  -h  i  premiers  termes  de  la  série  (2).  Celle 
inégalilé  sécril 

Quand  n  croît  indélinimenl,  aAa,/^,  tend  vers  zéro.  Donc  la 
somme  S„  satisfait  aux  conditions  du  théorème  de  Cauchj  (11°  210, 
p.  4  )   et,  par  suite,  a  une  limite;  donc  la  série  (2)  est  convergente. 

2oo.  Cela  posé,  étudions  la  série  de  terme  général  ( —  i)"~'  —  sur 
le  cercle  de  rayon  i .  On  a  sur  ce  cercle 

z  =  cosO  -I-  i  sin  0  =  e'^,         z"  =  cosnO  -+-  i  sin  «6, 

9  désignant  langle  du  rajon  variable  Oz  a^ec  Ox.  Nous  sommes  con- 
duits à  étudier  les  séries 

ces -2  6        cos3  6 


cosO 
sinO 


■1  j 

iin'îf)         si  11  3  6 


■1  3 

En  changeant  f)  en  0  +  ti,  ces  séries  se  changent,  au  signe  près,  en 

,        COS9. 6        cos3  0 

cosH  -) 1 h.  .  ., 

•1  o 

.    ,         sin>. 6         sin  3  0 

sin  Oh i r^ h 

Nous  allons  montrer  que  les  sommes  suivantes  : 

cosO  -(-  ces 2 6  -\-.  .  .-\-  cosnO, 
sin  0  -I-  sin  9.0  -h.  .  .-4-  sin/i  0, 

sont,  quand  n  varie,  bornées  en  module,  quel  que  soit  8,  excepté 
pour  les  valeurs  de  la  forme  0  =  ikr.. 
Partons  de  l'identité 

g/9 g(/;-i-l);0 

g/6  _i_  g2/Q  _|_ .  _  _j_  g///6  — 

1-  e'û 

Dans  le  second  membre,  le  numérateur  est  en  module  plus  petit 
que  2.  Le  dénominateur  est  difïerent  de  zéro  si  0  ^  ikr^.  Donc,  en 
écartant  le  cas  de  0  =  2/7:,  on  a 

|e'^-i-...-i-  e"'^  i  <  T- 
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et.  <'ii  iciii|)1.h;iiiI  0  par  —  0, 

I  e-'^  -H ...-+-  e  -"'0  I  < — —  • 

Or.  on  a 

cos 0  -i- ...  —  cos nH  =  -    ( e'*' -i- . .  .  —  e"''^ -+-  e-'^  + .  . . -f-  e-"'^ ), 

sinO  -H. . .-;-  sinnO  =  — .  (e'^J-t-. .  .-t-  e"'^ —  e   ''>  — . .  .—  e-"'^). 

■XI 

Donc  les  deux  soinnu's  (|iii  fii;iirciil  dans  les  premiers  membres  de 
ces  relations  sont  horni'es  quand  n  \arie.  On  en  déduit,  par  applica- 
tion du  deuxième  lemmc  d "Ahel,  la  convergence  des  séries  sui\antes  : 


cosO 


sin6 


rus'.  0  co?/iO 


i  n  -2  6  5  i  n  /i  6 


et,    par   suite    (en    remplaçant  H  par  H-^-).   la    convergence,    pour 
h  yé  {•A.k  -\-  i)~^  des  s('ries 

cos  9.0  cosn9 

(i)  cosO -...-!-(—«)"-' T-..., 

2  n 

(î)  sinO h. .  . -î- (— I)"-' r- 


Pour  fi  =  (aA"  +  I  )7t,  la  série  {i  ,  a  tous  ses  termes  nuls,  mais  la 
série  (i)  est  divergente  (série  harmonique). 
Donc  la  série 

I  2        •  •  •  n        '  '  ' 

est  convergente  sur  son  cercle  de  convergence,  sauf  pour  ;  =  —  i . 

On  a  vu  (  n"  24*2,  p.  4  0  cjnC)  ^^  une  série  est  convergente  en  un 
point  du  cercle  rie  C(^nvergence  et  si  un  point  variable  tend  vers  ce 
point  du  cercle  en  se  déplaçant  à  I  intérieur  du  cercle  sur  le  ravon 
correspondant,  la  \aleur  de  la  fonction  sur  le  cercle  est  la  limite  de 
ses  valeurs  sur  le  rayon  à  l'intérieur  du  cercle.  D'autre  part,  la  fonc- 
tion Log(i  -\- z)  est  continue  quand  z  se  déplace  sur  le  rayon.  Donc 
il  y  a,  en  tous  les  points  intérieurs  au  cercle  et  en  tous  les  points 
du  cercle,  sauf  au  point  z^ —  i,  égalité  entre  Log(i  -r  ;)  et  la 
série  précédente,  la  détermination  de  Log;;  étant  celle  qui  sannule 
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en  inèine  lenips  (juc  c.  Kn  n''>unu'',  on  a,  si  |  -  |  -  i  el  z  ^  —  i 


Log(i-^-3)=  ^  — 


(->)' 


256.   Quand  z  est  égal  à  e'^.  on  a 


I  -+-  j  =  I  -4-  cosG  -H  /  sinO  =  ■}.  ces 


0  /        0 
-    cos- 

•2  \  1 


i  sin  -  1 


Faisons   \arier   0   enlre   — t,  et   +7:,    les    valeurs    extrêmes    étant 
exclues.  Dans  ces  conditions,  eus  -  reste  ijosilif  ;  donc  on  a 

\\  -^  z\  =  %  cos  -  • 


()iiant  à  l'argument  de  i  +  .:?.  c  est  -•  Par  conséquent,  Log(i  -[-  z) 

(h  F) 

2COS-J  et.  pour  coeflicient  de  i,  — h2A"7z. 

Mais,  d'après  le  développement  en  série  de  Log(i  +  :;),  la  partie 
réelle  de  Log(i  +  z)  est  la  série  (i),  le  coefficient  de  /  est  la  série  (2). 
Nous  avons  donc,  pour  —  r:  ■<  0  <;  -, 

COS2O 


(3) 
(4> 


L  (  i.  cos  -  ) 


cos6 


■ik-  =  sinO  — 


in>e 


Considérons  la  formule  (3j.  Une  valeur  quelconque  de  0,  aug- 
mentée d'un  multiple  convenable  de  27:,  donne  une  valeur  0,,  com- 
prise entre  —  t:  et  -f-  -,  et  qui,  par  suite,  vérifie  la  relation  (3);  on  a 
d  ailleurs 


ces  «6  =  cos/iOo, 


0 

COS- 


Donc.  quel  que  soil  f)^  (  2A  -h  i)t,  on  a 

cosaO 


L 


6 
2  cos  - 

2 


Prenons  maintenant  la  relation   (  4  )•    Pour  déterminer  k,  faisons 
0  =  0.  On  trouve  k  =  o,  de  sorte  que  Ton  a 


=  sinO 


sin  2O 


(—-<h<-). 


Comme  tous  les  termes  du  second  membre  ont  pour  période  27:,  la 
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série  tJu  second  membre  est  converf^eute  quel  que  soit  0  ^  (2/r  -h  i)-. 
D'ailleurs,  pour  0  =  (2A  +  i  )-,  les  termes  de  la  série  sont  tous  nuls, 
l'ji  n'-suiiit*.  1(1  série  conKwvge  quel  que  soil  H  et  représente  une 
certaine   fonction  /  (0)  jouissant  des  propriétés  suivantes  : 

I>our  —  -  <  0  <  n,  on  a  f[H)  =  -• 

I^our  9  =  — -  et  0  =  -,  on  a /{h)  =  o. 
Par  conséquent,  si  nous  posons 

/{^)  est  représentée  dans  l'intervalle  ( — t:,  + -),  les  limites  étant 
exclues,  par  un  segment  de  droite  ayant  pour  équation  y=-  et  par 
deux  points  isolés  correspontlant  à  ces  limites  (/ig.  '2.4  )• 


i-3rt 
-© — ^ 


Fig.  24. 


^ 


Gmnine  /(H  )  est  une  fonction  périodique  et  admet  pour  période  2t:, 
on  voit  que,  géométriquement, /"(  0)  sera  représentée  par  une  succes- 
sion de  segments  de  droites  et  de  points  isolés.   Nous  avons  là  un 
exem[)le  de    fonction  discontinue  représentée  par   une  série   de 
fonctions  continues. 


2o7.  Fonction  ;"'.  —  c  étant  un  nombre  complexe  quelconque 
diflérent  de  zéro.  ///  un  nombre  complexe  quelconque,  nous  pose- 
rons par  définition 

j^ni  -—  g'n  Los; 

Loge  étant  lune  quelconque  des  déterminations  de  la  fonction 
iogaritlimicjue  définie  précédemment.  Remarquons  que  cette  rela- 
tion est  bien  vérifiée  dans  le  cas  où  :;  est  réel  et  [)0sitif,  et  m  réel. 
Loge  étant  remplacé  par  Le  (cf.  t.  I,  n"*  0^  et  73).  Dans  le  cas 
général,  soit 

z  =  p(cosc  H-  j  sino),  m  ^=  p  -~-  iq. 
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(  >ii  a  alors 

-m  :=  ^(p-t-ii/)  iLp-(-ii9-i-2A-7;i]  __  ^pLa  -  q  {Z>-*-2ln:\  gi[tjLçi-*-iy[^-t-ik7:\]^ 

Il  V  a  pour  z"*  une  infinité  de  déterminations.  Dans  toute  région  du 
plan  où  une  détermination  de  Log^  est  fonction  holomorphe  de  r, 
r"'  est  aussi  fonction  holomorphe  de  r. 

Considérons  en  particulier  le  cas  où  m  est  réel;  nous  avons  rj  =  o, 
d'où 

Si  p  est  entier,  on  voit  qu'il  v  a  pour  z-P  une  seule  détermination. 

Si  p  est  fractionnaire  et  égal  à  une  fraction  irréductible  -i  deux 

déterminations  difl'érentes  de  zP  diffèrent  par  le  facteur  ^'Z»^*^. 
Cette  quantité  peut  prendre  s  \aleurs  distinctes.  Il  v  a  donc  pour  zP 
s  déterminations.  Ces  déterminations  se  permutent  Tune  dans  raulre 
quand  ;  décrit  un  cercle  de  centre  O,  car,  dans  ce  mouvement,  l'ar- 
gument de  z  augmente  ou  diminue  de  2—. 

Si  p  est  irrationnel,  il  j  a  pour  zP  une  infinité  de  déterminations. 

Sauf  dans  le  cas  où  m  est  entier  ^  o,  le  point  ::  =  o  est  critique. 

Dans  tous  les  cas.  une  détermination  de  z'"^  a  une  dérivée  que  nous 
allons  calculer.  On  a,  comme  ;"' =  e'"'""^, 

z 

la  détermination  de  z'^~^  étant  obtenue  en  prenant  le  même  argument 
que  dans  la  détermination  choisie  pour  z'"^. 

258.  Au  lieu  de  z"^^  considérons  la  fonction  (\-\-z]"K  C  est  le 
point  z  =^  —  I  qui  est  point  critique  pour  cette  fonction,  comme  ;  =  o 
l'est  pour  la  fonction  ;"'.  Dans  tout  cercle  de  centre  O  et  de  ravon 
plus  petit  que  1,(1  +  z)"^  est  holomorphe.  Il  en  résulte  que  le  déve- 
loppement en  série  de  Taylor  est  valable  à  l'intérieur  du  cercle  de 
rayon  i .  On  a 

f'iz)      =m(i-hc)"'-'. 

f"(z)     =  mi  m  —  i)(\  -~  z)'"--^. 


/•P'{z)—m(m  —  i).  .  Ain  —  p  -^i)ii  -\-  z )'n-P. 
Prenons  la  détermination  de  {\ -^  z)"^  qui  est   égale  à    1  pour 
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z  =  o.  (  )ii  voit  (|iie,  pour  j  :=  o.  /.  /',  /",  . .  -,  /^  prennent  respec- 
tivement les  valeurs  i  ,  ni.  in{  m  —  i  ;,  . .  .,  /n  (ni  —  i).  .  .(ni  —  />  -\-  \  ). 
d'où 

m  rn{  m  —  \)    „  mt  m  ~  i).  .  .(  m  —  p  -i-  i) 

(I -f- ;:)'"  =  i-j Z-. z^—...-, ; '- ::''-*- 

I  i  .  ^  p . 

C'est  la  série  du  hinome:  elle  est  applicable  pour  |  -  j  «<  i. 

2^)0.    La  fonction  ;"'.  quand  m  n'est  j)as  entier,  donne  un  exem])le 
de  fonction  multiforme.  Prenons,  pour  fixer  les  idées,  la  fonction 

u  =  z1, 
q  étant  entier  positif.  Avec  les  notations  précédentes,   nous   aurons 

-  -i  —  -i  k~         .    .     9  -r-  2  A-  -  , 

zl  =  0'/  (  CCS !-  isin-^ • 

'     \  9-  9        1 

Cette  fonction  a,  comme  nous  l'avons  vu.  q  déterminations  qui  s  ob- 
tiennent en  donnant,  à  l'entier  k.  q  valeurs  entières  consécutives,  par 
exemple  les  valeurs  o,  i,  2,  ...,  q  —  i.  Une  détermination  de  u 
correspondant  à  la  valeur  k  se  change,  quand  le  point  :;  décrit  dans 
le  sens  positif  un  cercle  de  centre  O,  en  la  détermination  correspon- 
dant à  A'  -h  1  •  u  est  donc  une  fonction  multiforme  à  q  déterminations, 
ayant  pour  point  critique  l'origine. 

!2()0.   Pour  prendre  un  autre  exemple,  considérons  la  fonction  u 
définie  par  l'équation  suivante  : 

m"  r=   (  C    —  a,  )  f  -   —  «2  )  •  •  •  (  -  —  «/O» 

a^.  a-,,  ...,  fTp  étant  des  nombres  complexes  distincts.  Quand  :;  est 
distinct  de  o,,  a-,,  . .  .,  «y,,  il  y  a  deux  valeurs  distinctes  de  a  satisfai- 
sant à  cette  équation,  i^osons 

z  —  ai=  /'le'''',         ...,         i;  —  aj,  —  ri,e'^H. 
On  a 

ni  =r  r,  r.,...r,,  e'.0,+  0,-^...-f-6^), 

u  a  donc  toujours  pour  module  (/•,  r, . .  .l'p)'.  Soit  H  l'argument  de  //. 
af)  est  1  argument  de  //-.  mais  //-  a  aussi  pour  arguiiu-nt 
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à  un  imiUiple  de  2-  près.  (  )n  a  donc 

26  =  0,  -T-  62  — ...  -f-  0,,  -+-  ■>/,-, 


d'où 


8  ="'-"'--■■■-"- -H  ,1.. 


Suivant  que  k  est  pair  ou  impair,  on  a  deux  séries  de  valeurs 
pour  Cl  et,  par  suite,  deux  déterminations  opposées  pour  u.  Quand  ; 
décrit  un  cercle  de  centre  a,  ne  contenant  aucun  des  points  a^,  •  •  •■, 
Op,  l'argument  61  varie  de  2-;  donc  0  varie  de  tt,  chacune  des  détermi- 
nations de  u  se  change  en  l'autre.  La  fonction  u  est  donc  une  fonc- 
lit)n  multiforme  à  deux  déterminations,  ayant  pour  points  critiques 
les  points  a, ,  aj,  . . .,  Op. 

201.    Fonction  arc  tangc.  —  Nous  définissons  la  ftjnction 

a  =  arc  la  11  g ^ 
par  la  relation 


z  ==  lanç  u. 


Ku   remplaçant    tang//   par    sa    valeur  (  n"  2o0,   p.    5o),    on    obtient 
léquation 


qui,  résolue  par  rapport  à  t?-'",  donne 

I  —  /  c        /'  — ■  z 

I  ^  /  ^        i  ->~  Z 

d'où 

I    -        i  —  z 
u  =  — :  Los  -. • 

■Il        "  i-^  z 

Mous  prendrons  donc  par  définition 

I  ,       i  —  z 

arc  tarif;.:  =  — -.  Log-: 

■il  i  —  z 

arc  tang.;  est  ainsi  une  fonction  multiforme.  Cherchons  ses  points 
critiques. 

U  y  a   point  critique  pour  Log-r— —  et,  par  suite,   pour  arc  tang5 
si  l'on  a 

Dans  un  cercle  qui  ne  contient  aucun  de  ces  points,  toute  déter- 


I 
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miiKition  du  I.o^  et,  |)ar  suite,  ilf  ;uc  tani;\;  est  lioluniorplie.  Otiaiid 
c  décrit  un  |)c'lit  cerrlc  aiitmir  de  I  un  de  ces  points,  la  déteiinina- 
tion  choisie  pour  le  Lo;;  auj^nneiilr  de  =n  :>/'-.  la  délerminalion  cor- 
respondante de  a!Ctani;\3  aui;nienle  de  zut:.  I)  ailleurs,  «oimiie 
z  =  lanj;//  admet  la  péiiode  —,  il  est  sûr  (pie  a  a  une  inlinilé  de  dé- 
terininalions  dillérenles  entre  elles  àr  multiples  de  tz. 
Çlierclions  la  déri\ée  de  arc  tanj;  r-.  Nous  avons 

j;.=  i-T- tang2M, 


Toute  déterniiiialion  de  arc  taiii,^:;  est  holomorplie  à  linti-rieur  du 
cercle  de  centre  O  et  de  rayon  i.  puisque  les  seuls  points  crilic|ues 
sont  sur  ce  cercle.  Pour  avoir  le  développement  en  série  entière  de 
arclan^;,  remarquons  que  nous  avons  immédiatement  celui  de  la 
dérivée  ;  on  a,  en  efi'et,  pour  |  ;;  |  -<  i , 


d'où,  par  intégration, 

z        z^        z- 
arc  la  II ''2  = ; — i — z — :-..., 

I  o  j 

la  détermination  de  arc  tang:;  ainsi  obtenue  étant  celle  qui  sannule 
avec  c,  et  le  développement  étant  valable  pour  |  s  |  <[  i . 
On  arrive  au  même  résultat  en  partant  de  la  formule 

arc  taiig^  =  — r  [l.ogd-r-  iz)  —  Logd —  iz)\ 

et  des  dévelop|>ements 

Lo'id^  iz)=^ 2^ {Z9^i), 

Log(i-t-;=2, —^ (^9--i). 

Celte  méthode  montre  que  le  développement  de  arctang;  est 
vitlahle  sur  te  cercle  de  conver'^ence,  sauf  pour  z  =  ±  i. 

En  particulier,  pour  ,r  nici  et  tel  (|ue  — i  ;^  :r  ^  i ,  le  développe- 
ment représente  la  dé-terminalion  de  arc  tangx  qui  s'annule  avec  x. 
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î2<>-.   Fonction  arcsiu:;.  —  Nous  dcliiiiroiis  la  funolion 

i(  =  arc  sin  - 
|»ai-  Il  nlalion 


>2(<<  . 


=  «m  M  =  — r  {€'"  —  e-'"  )  — 


l^osons  <?"'=  t\  t  «'st  (Jonné  pai-  la  relation 

2/;;  I  =  r-—  \ 

ou 

t- —  xi z  t  —  1  =  o, 

dOù,  en  résolvant  celte  t'-quation  du  second  degré, 

(_)n  a  donc 

u  =  jLoiit  =  -rLog(i;:=h /i  — --). 

On  voit  qu'il  y  a  pour  u  une  infinité  de  déterminations  se  grou- 
pant en  deux  séries  suivant  le  signe  choisi  devant  le  radical.  D'ail- 
leurs, la  quantité  dont  on  prend  le  Log  ne  s'annule  jamais,  car  il 
faudrait  pour  cela  que  Ion  eût 

(iz)*=i  —  C-.        d'où         1  =  0. 

Les  seuls  points  critiques  de  u  sont  les  points  :;=±  i,  pour  les- 
quels il  y  a  échange  de  déterminations  pour  le  radical. 

Pour  avoir  la  dérivée  de  u,  appliquons  le  théorème  des  fonctions 
inverses;  on  trouve 


Toute  détermination  de  arcsin^  est  holomorphe  à  l'intérieur  du 
cercle  de  centre  O  et  de  rajon  1,  par  suite,  est  développable  en  série 
entière  dans  ce  cercle. 

Pour  avoir  ce  développement,  cherchons  le  développement  de  la 

dérivée  (i  —  Z-)   "  par  la  série  du  binôme.  Le  terme  général  est 

(—  l)/^(—  |)(— -|—  0...(— I— />—  \)Z-^f'    ^     I.3...C2/?  —  DZ-^P 

tn  intégrant  la  série   ^ — ; >  on  a  le  développement 

^^  21'  p .  '■  '- 

cherché  : 

z  i.3...f2p  — n     ;:■-/'-' 

arc  sin  z  — r-.  .  .- , -.  • . , 

I  II' p.  ip  —  i 
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le  dt'veloppemenl  élunt  \alal)Ie  ;i  rinlérieur  du  cfrcle  de  rayon  i  vl 
la  délcrminalion  considérée  «-tanl  la  délerniinatiou  de  arcsin;  qui 
s'annule  a\e<"  :;.  Kn  |taill(iiln  r.  |i(uir  ./•  réel  et  conipris  enlre  —  i 
el  -r  1  .  le  dé\elo[>|)t'iiieul  t^l  \al;tl)lc  cl  n'|ir('^(iilc  la  loncllon  réelle 
arcsin^'  ([iii  sannule  avec  ./ .  On  conslale,  de  plus,  que  la  série  est 
convergente  pour  .^=113  i:  le  dt'\el()p|)cmenl  s"ap|)li<jue  donc  encore 
à  ces  \aleurs.  d  .q)rcs  un  laisoniieiiicnt  di-ja  emplovt'  (^n"!2oo,  p.   OJj. 

!2<)-).  Application  à  l' inlcgrcition  des  fractions  rationnelles.  — 
Cette  étude  montre  I  analf)i;it^  (pi  il  y  a,  dune  paît,  entre  la  lonclion 
logarithmique  et  les  fonctions  circulaires  inverses,  d  autre  part,  enlie 
l'exponentielle  et  les  fonctions  trigonométriques. 

Reprenons,  au  point  de  vue  coinj)le\e,  l'étude  des  fractions  ration- 
nelles ;  une    telle  expression  est    une  somme  d'éléments  de  la  forme 

•                   1               A  . 

L'intéiirale  de  cette  exijression  est  si  />  >  i 

t'  '  I  I)    i  7.  —  n  1/'— 1  ^   ^ 


[z  —  a  )!'  ^  '  I — />  {z  —  a)i'- 

et  A  Log^;;  —  «)  si  /.*  =;  i . 

Pour  rattacher  ces  résultats  à  ceux  qu'on  a  acquis  dans  le  cas  des 
variables  réelles  (t.  I,  n"  96,  p.  83),  supposons  qu'on  opère  la  décom- 
position d'une  fraction  rationnelle  à  coefficients  réels  en  éléments 
simples,  sans  réunir  ensuite  les  éléments  correspondant  aux  racines 
imaginaires  conjuguées.  Soient,  par  exemple, 

,M,-HNit  M.—  X,/  M/,  ^  \/,  i 

X  —  a  —  'iti        { X  —  a  —  'iti)-       '  '  '       {x  —  a  —  [i  t  )'' 

X  —  'x^  'ii        {X  —  a  +  3/)2~^*"       (^■  —  oi-^'pi)''- 

les    termes    correspondant    à    deux    racines    imaginaires    conjuguées 
d'ordre  A,  y.  -r-  pi.  'J-  —  pi- 

Nous  avons,  comme  intégrale  des  termes  dont  le  dénominaleur  est 
de  degré  a().^2),  à  un  facteur  numérique  près, 

M).+  N)./        ^         M).— X>./ 

(a;  —  a  —  |j  t  j>-i         (  r  —  a  -p  ^  A  /'--'  ' 

La  somme  de  ces  deux  quantités  est  réelle. 

<^>uant  aux  termes  dont  le  d('noiiiinateur  est  de  degré  i,  ils  doiinenl 

(  M]  -(-  N]  i)  LojjM  a- —  a  —  '^i)  -^  {  M,  —  N,  l)  Loj;(j'  —  a  -H  '^i). 
Soient  c  le  module  et  ■:,  i  argmiieul  de  la  (piaiitili'  x  —  a  4-  |j /,  on  a 


z=.<J\x  —  a)2-i-  Ji2,  ç  =  arc  laiii 


X 
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et  lexpression  j^récédenle  devient 

(_M,-(-  Nii)(  Lp  —  io)-^  (  M|—  .\,r)(Lp  -H  itp), 

c'est-à-dire,  après  réduction, 

2M1  Lp  -f-  2N1  «p. 

On  retrouve  les  résultats  précédenimcnt  établis. 

Comme  cas  particulier,  rappelons  les  formules  suivantes  : 

/=  L( X  -\-  \/ 1  ■+-  x"^),  f  -  =  arc  sin^. 

v/i  -(-a-2  J    y/i  —  x^ 

Au  point  de  vue  des  variables  complexes,  ces  deux  formules  n'en 
forment  qu'une  seule,  à  cause  de  l'identité  de  la  fonction  arc  sin  avec 
la  fonction  Log.  On  passe  de  l'une  à  l'autre  en  changeant  x  en  ix. 


IX.  —  Généralités  sur  les  fonctions  analytiques. 

264.  —  On  appelle  /onction  analytique  une  fonction  d'une  va- 
riable complexe  z  qui  est  holomorphe  au  moins  dans  une  certaine 
région,  sauf  en  certains  points  exceptionnels. 

Un  point  a  tel  que  la  fonction  analytique  f{z)  est  holomorphe 
dans  un  certain  cercle  de  centre  a  est  dit  point  régulier  poury(s)  -, 
on  dit  que  f{z)  est  régulière  en  a.  On  sait  (n°  244)  que  dans  un  tel 
cercle  /"(s)  est  représentable  par  une  série  entière  en  (5  —  a). 

On  appelle  fonction  entière  une  fonction  analytique  qui  est  régu- 
lière en  tout  point  du  plan,  c'est-à-dire  holomorphe  dans  tout  le  plan. 

Citons,  comme  exemple  de  fonctions  entières,  les  fonctions  e^, 
sinv,  C0S.3,  ch;;,  shc,  un  polynôme  en  :;,  ou  encore  toute  série  en- 
tière obtenue  en  multipliant  les  termes  de  la  série  e^,  par  exemple, 
par  des  nombres  arbitraires  dont  l'ensemble  des  modules  est  borné. 

26o.  Théorème  de  Liolvillk.  —  Une  fonction  entière  dont  le 
module  est  borné  se  réduit  à  une  constante. 

En  effet,  soity(;)  une  fonction  entière  dont  le  module  a  pour 
borne  supérieure  un  nombre  iini  A.  Cette  fonction  est  développable 

en  séné  entière  en.:;  ;  le  terme  général  du  développement  est  —  f^"^  (o). 

On  a,  pour  n^  o, 

fiZ)dz 


f"'(0)     =      —T-  • - 
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Y  étanl  un  cercle  (juelconqiie  de  centre  ()  ;  soit  H  le  rajon  de  ce  cercle. 
Kvaluons  une  limite  sii|)«'rieure  du  inridule  de  /''"^(o).  On  a 


I/1SLI<_L,-R_1__A. 

ni     =  ?.-  R"-»        R" 

Connue  P».  peut  t-trc  |)ns  aussi  grand  rjuc  Ion  \ciil.  le  second 
membre  peut  être  rendu  aussi  petit  que  Ton  veut;  donc,  quelque 
soit  /^  /'^"^  (o)  est  nul.  l'ar  suite,  dans  le  dcvelo[)|)cmcnt   de  Tavlor. 

f(z)=/(o)^  -^f(0)^...-h^/"{0)^..., 

tous  les  lerme>  sont   nuls  à  [partir  du  second  :  y' '^3  )  se  réduit  à  une 
constante. 

266.  Jùaul  donnée  une  fonction  analytique  /'(:;),  tout  point  non 
régulier  j)our  cette  fonction  est  dit  point  singulier.  Nous  dirons 
que  a  est  un  point  singulier  isolé  poury(.::)  si  l'on  peut  trouver  un 
cercle  de  centre  ((  dans  lequel  n'existe  pas  d'autre  j)oinl  singulier 
que  a. 

Une  première  catégorie  de  poinis  singuliers  est  constituée  par  les 
pôles.  On  dit  que  a  est  un  pôle  d'ordre  p  poury*(c)  si  la  fonc- 
tion (;; —  (i)P/[Z)y  p  étant  un  certain  entier  positif,  admet  a  comme 
point  régulier  et  tend  vers  une  valeur  différente  de  zéro  quand  z  tend 
vers  a.  Dans  cette  hypothèse,  la  fonction  (z-  —  a)Pf{z)  est  holo- 
morphe  dans  un  certain  cercle  de  centre  a:  on  a  donc  un  développe- 
ment de  la  forme  suivante  : 

(z  —  a)Pf{z)  =  Qi,^^x(z  —  a)  —  ...^Yi,,(z  —  a)P-^\i,,  +  i{z  —  a)P+^^.  .  ., 
d'où 

f(z)=  , — ^ ^^ ;  ^...-f-B„~B„^,(i:-a)-v.... 

•'  (z  —  a  }!'        {z  —  Cl)/'  -'  /'  /'    1 

A  partir  du  (/>  +  i  )'*"""  terme,  on  a  une  série  entière  en  ;:  —  a,  de 
sorte  que  la  fonctiony*(s)  est  représentée  dans  un  certain  cercle  de 
centre  a,  en  mettant  à  part  le  point  «,  par  un  développement  qui 
comprend  une  série  entière  en  z  —  a  et  un  nombre  fini  de  fractions 
rationnelles.  On  voit  que,  (piand  :?  tend  \ers  a.  le  module  de/  aug- 
mente indéfiniment. 

ti.  —  II.  5  . 
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On  appeUe partie  principale  di\  (léveluppeiuenldey't  :■)  rensemble 
des  tenues  fraclionnaires. 

"liu .    l'renons  comme  exemple  iinelVaclion  rationnelle  iirrdnclible 
— — -•  Klle  a  comme  pôles  toutes  les  valeurs  de  ;  (lui  annulent  (),  l'ordre 

(^)(-)  ^  1  V 

de  chaque  pôle  étant  le  degré  de  multiplicité  de  ce  point  en  tant  que 
racine  de  (^.   En  efl'et,  si   a  est   racine  d'ordre />  de  Q(^),  on  peut 

poser 

q(z)  =  {z  —  a)f'B.(z)         |R(>)^o], 

de  sorte  que  Ion  a 

i)  ~  {  z-  —  a  )/'  \\f  3  ) 

Dans  un  cercle  de  centre  <'/ et  de  rayon  assez  petit,  R(;)  est  diffé- 
rent  de  zéro:  donc  ,.  est  fonction  liolomor|)he  dans  ce  cercle  et  a 
une  valeur  ditlérente  de  zéro  au  point  a.  Donc  ce  'point  a  est  pôle 
d'ordre  /j  pour  -^• 

Comme  autre  exemple,  prenons  la  fonction 

cos  z 

col  ^  =^  —. ; 


on  reconnaît  que  Ion  a 


sin  5  =  z  'i/  (  z), 


'l{z)  tendant  vers  i  lorsque  :;  tend  vers  zéro.  Donc  ;cot-3  est 
fonction  holomorphe  de  z  au  voisinage  de  l'origine.  Par  suite.  ^  =o 
est  un  pôle  d'ordre  i  pour  cot  3. 

268.  Un  pôle,  pour  une  fonction  analytique,  est  an  point  sin- 
gulier isolé.  —  En  effet,  si  a  est  pôle  d'ordre  p  pour  f{z),  cette 
fonction  f(zt  est  égale,  dans  un  certain  cercle  C  de  centre  a,  à  la 
somme  dune  fonction  holomorphe  de  :■  et  de  l'expression 

B„—  Bi(  ;  — f/)-^...^B^,_|i  ^  -  a)/>-^ 
(  z  —  a)i' 

laquelle  est  le  quotient  de  deux  fonctions  qui  sont  holomorphes  dans 
tout  cercle  C  contenu  dans  C  et  ne  contenant  pas  a.  Donc  J  {z)  est 
holomorphe  dans  les  mêmes  conditions.  Il  n'y  a  donc  pas  dans  C  de 
point  singulier  autre  que  a. 
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21)9.  Lue  lonclloii  analvliciue  csl  dile  méroniorphc  dans  une  ccr- 
laint'  région  si,  dans  colle  i(''L;i(»n,  (die  n"a  pas  d'aiilrcs  points  sinj^uliers 
<jue  dos  polos.  Par  exom|dt'.  iino  Iraolioii  1  .ihimiiclle  en  :;  est  fonclion 
inoroinorplif  dans  ton  I  le  phiii.  cjh'  t  Ile  ne  cosso  d  ('-l  ic  n''i;idirio  cni  fn 
nn  jiôlo. 

Dans  un  «Ionienne  borne,  les  pôles  d' une  Jonction  mé.romorphe 
sont  en  nombre Ji ni ,  cwv.  si  cola  nélail  |)as.  il  v  aurait  (  I.  I.  p.  \2) 
un  point  A  tel  que  toul  ooiclo  do  coulro  \  oonliondrail  nue  inlinil*' 
de  pôles:  Ane  serait  donc  m  nn  [toinl  n''i;ulior,  ni  nu  pi'ilo  (qui  est 
nécessairement  isolé*). 

Renianiuons  (lue.  SI   /  (  ;  )  osl  analvlKinc,  >oii  iinerse  o  ( \3  )  =  -: 

l'est  aussi  (  n"  "IVÔ.  p.  ()).  Vax  nn  |)()inl  a  où  fiz-)  est  régulière  et 
^lillV-rente  de  zéro,  '-i(^)  est  régulier»^,  i'.n  un  poini  n  tel  cpie 

fiz)  =  (  z  —  a  )i'  'l  {  z  ), 
j)  «'lanl  positif  ot  •!/ frt)  étant  dillérent  de  zéro,  on  a 

"^    ^  {  z—  a)i'  'biz)' 

<i.  est  donc  un  pôle  dordre  p  pour  ci  ;  on  dit  que  c'est  un  zéro 
A' ordre  p  pour  /".  In\crsement,  un  pôle  d'ordre />  pour /"est  nn  zéro 
•(ioiilro  y>  piiur  ■:, .  Il  résulte  de  là  que  les  zéros  d  une  fonction  ana- 
lytique, c'est-à-dire  les  points  pour  lesquels  elle  est  nulle,  sont 
des  points  isolés,  puisque  ce  sont  les  pôles  d'une  fonction  analytique. 
■On  en  déduit  aussi  que,  da/is  un  do/naine  borné,  une  fonction 
mrroniorplie  a  un  nombre  fini  de  zéros. 

270.  Tout  [MJint  singulier  d  une  lonclion  analytique  qui  nest  pas 
pôle  esl  dit  point  singulier  essentiel.  Il  v  a  lieu  d'étudier  d'abord 
\e^  points  singuliers  essentiels  isolés. 

Soi!  (I  un  point  >ini:;iili('r  isolé,  i  raçons  un  corcU'  C  do  contre  a  ne 
«onlonant  pas  d  anlic  point  singulier  que  a  ol  un  cercle  C  concen- 
iricpie  et  intérieur  à  ('-.  Dans  la  couronne  comprise  entre  ces  deux 
cercles,  f{z)  esl  liolnnmi  plio  et  |)ai'  suite  développable  en  série  de 
Laurent  (n"  21^),  p.  i()).  Comme  les  coefficionls  du  développement 
no  di'pendont  pas  du  ravon  de  ('/'.  lo  d(''voloj)poinent  est  \alal)le  en 
tout  point  inh-riour  à  {\  autre  (pio  a.  Ainsi,  étant  donné  un  point 
singulier  isolé  a,  fi  z)  est  représentable  en  tout  point  intérieur  à 
nn  certain  ecrele  de  centre  a,  sauf  au  point  a,  par  un  iléveloppe- 
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went  (h'  la  forme  suivante  : 

H,  B, 


f(z)  =  Ao-+-  A,(i5  — a )-!-...  .-- 


—  (i         {  z  —  a  )- 


Si  les  termes  iVactionnaires  de  ce  tléveloppeinonl  sont  en  nombre 

limilé,   a  est   un    pôle  et   réciprocpiement.    Il   n  v  a   point  singulier 

essentiel  (pie  si  ces  termes  sont  i  ii  nomhre  illimité. 

1 

Prenons,  })ar  exemple,  la  lonclion  <'".  On  reconnaît  cjue  Ton  a  en 
Idut  point,  loriijine  étant  mise  à  part. 


L  origine  est  un  point  singulier  essentiel  isolé  pour  cette  fonction. 

t27I.   Point  à  V infini.  —  Il  peut  y  avoir  lieu  d'étudier  une  fonc- 
tion analvlique  /*(;  I  quand  ;  croît  indéfiniment.  (  )n  pose  pour  cela 


et  1  on  étudie  la  fonctiony'l  —I  =  '-i(^^')  au  voisinage  du  point  .^'^o. 

Sunant  cpie  ce  point  est  régulier  ou  singulier,  zvva  ou  pôle  pour 
0(5'),  on  convient  de  dire  que  le  point  à  V infini  du  plan  des  :;  est 
poury(:;  )  un  point  régulier  ou  singulier,  un  zéro  ou  un  pôle. 

'27î2.   Prolongement  analytique.   —    Etant  donnée  une  fonction 
analytique  holomorphe  dans  un  certain  cercle  C  de  centre  «,  soit  h 

Fij;.  25. 


un  point  intérieur  à  ce  cercle  i^Jig.  20).  On  sait  que.  dans  C,  lafonc- 

lion  est  représentable  par  une  série  entière  en  z  —  a.  soit  P(s  —  a). 

Or,   il  existe   un   cercle  de  centre  h  tel  que  la  fonction  est   aussi 
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holomorphe  dans  ce  cercle,  de  sorte  quil  existe  pour  la  fonction  un 
développeincnl  en  série  entière  en  :;  —  6,  soit  <^(^  —  b).  Il  peut 
arriver  fpie  cette  dernicre  scM-ie  ait  jioiir  cercle  de  convergence  un 
cercle  Cl   reuirrinaiil  mit'  p;ii'lii'  cxlt-ricure  à  C. 

l^es  deux  (IrNcloppcincnls  1*(  ^  —  «),  i^{z  —  h)  représenlenl  la 
même  fonction  f\z)  dans  la  partie  commune  à  C  et  C  On  dit  que 
ces  deux  séries  sont  \e  prolongement  analytique  Tune  de  l'autre,  el 
que  ce  sont  deux  éléments  d'une  même  fonction  analytique. 

Partant  de  C,  on  pourra  répéter  la  même  oj>éralion,  et  ainsi  de 
suite.  On  peut  ainsi  dédnir  une  fonction  analytique  dans  toute  la 
région  du  |)l;iu  dont  les  points  sont  intérieurs  à  rua  au  moins  des 
cercles  d'une  série  C,  G',  G",  ...,  deux  cercles  consécutifs  ayant 
toujours  une  partie  commune.  L'opération  que  l'on  clVeclue  ainsi 
s'appelle  ie prolongement  analytique  de  la  fonction  donnée. 


X.  —  Résidus. 

273.  Soit  <i  un  |)oint  singulier  isolé  j)our  la  tV)n(:li()n  /'(;).  Gonsi- 

<lérons  (n"  2io,  p.    4^^)   Js  coefficient  B,   de    ; dans  la  série   de 

Laurent  qui  représente,/!  z)  dans  un  cercle  v  de  centre  «,  ne  conte- 
nant pas  d'autre  point  singulier  que  a.  On  a 

B,  =  ^r-    /  f(z)dz 

ou  encore 

f  /(z)dz^ii-Bi. 

Le  nomlire  l>i  est  dit  le  résidu  de  la  fonction  relatif  au  point  sin- 
gulier a. 

274.  Théouémk  des  KÉsinus.  —  Soit  /{z)  une  fonction  analy- 
tique considérée  dans  une  région  R  dont  la  frontière  est  un  con- 
tour simple  Çj,,  f  étant  régulière  en  tout  point  de  G  et  ayant  dans 
la  région  R   un  nombre  ^ni  de  points  singuliers,   a,  b,    ...,   l 

Evaluons  l'intégrale    jf(z)dz.    l'oiir  cela,    de   cliacun  des    points 

singuliers  a,  b /  comme  centre,   décri\ons  un  cercle  qui   ne 

contienne   pas   d  autre   |i(»inl   singulier  (pie   son   centre.    Soient   G^,, 
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..  C/  ces  (MmtIos.  ()n  a  (n"  ^!2o,  |k   h)) 


I  /iz)c/z  =   /  /,z)ci:.-r-  I  /[z)(^z~...-^  I  J\z)>/z, 


car/(^z)  est  i-i'i^tilirrc  vn  (oui  |)niiil  de  la  réi;ion  obtenue  en  enlevant 
de  R  ces  diirérents  cercles. 

D'après  le  n"  !273.  en  appelant   V,  B,  ....  L  les  résidus  de /"relatifs- 
à  a.  />,  ..../,  la  formule  précédente  donne 


/V,.,rf: 


.i-{\-^B  -^.. 


Ainsi  l'intégrale  de  f  prise  dans  le  sens  positif  le  long  de  C  est 
égale  au  produit  par  2  f  tt  de  la  somme  des  résidus  relatifs  aux 
différents  points  singuliers  contenus  dans  R.  C'est  le  théorème 
général  des  résidus. 

275.  Considérons  le  résidu  relatif  à  un  pôle  a  d'ordre  i .  Il  y  a 
dans  le  dé\eloj)pement  de  /' un  seul  terme  fractionnaire;  son  coeffi- 
cient, qui  est  le  résidu,  est  donc  certainement  différent  de  zéro.  C'est 
la  limite,  jiour  z^a.  de  l'expression  (;  ^ — a)f(z).  Supposons,  par 

exemple,  que  /(  c  )  puisse  se  mettre  sons  la  forme  dune  fraction  ,    '^'  > 

a  étant  zéro  simple  de  Q  et  nannulanl  pas  1*.  On  a,  dans  ces  condi- 
tions, 

Q(z)  =  iz  —  a)R(  z),  [{{a)^o. 

Or,  on  déduit  de  la  relation  précé- 


r        '  •  I         1   .  ■  f  -  P  (  «  ) 

i^e  résidu  relalir  a  a  est  ^ 


dent( 


R(a) 

Q'(z)  =  R(z)  -^(z  —  a)W(z), 

d  «)M.  en  faisant  z  =  a, 

q'(a)  =  R{a), 

de  sorte  que  le  résidu  est  é"al  à  tJ^,  • 
^  »  Q'(a) 


I 
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Si  a  esl  |)(M<'  d didi-e  />  >>  1  |)()iii'  f.  If  i(''>i(lii  csi  le  rocfficieiil  «le 
(;;     -ii)P~^  (liiiis  If  (It'velopjtf iiif  iil  Ar  hi  (onclioii  Iniloinor'iilie 

(z  —  a  )P/{  z  ). 

Il  ronxifiil  «If  i'eiii;ii([iier  «|(if .  dans  le  cas  «1  un  |>ùlf  «1  Oi'tire  supé- 
rieur à  I  ou  (I  un  point  sin^iilifi-  oxMilifl.  If  iw'sidu  pcul  flre  fliUV'- 
rent  de  zéro  ou  nul. 

l27().  Supjtosons  (pie  J'{:- )  soil  ni(''ronior|)lif  dan>  la  r«''ij;n)n  II, 
c'esl-à-dire  n  ait  pas  d'autres  [)oinLs  singuliers  «pie  îles  ptMes.  Considé- 
rons l'intéiirale    /  '-r-—(lz.  î^a  f«)ncli(^n  •— •  ne  peut  avoir  pour  i)ûints 

^  .'(;./'  ^  )  ./  '  '  ' 

sinf^uliers  que  les  zéros  et  les  pôles  de  /'.  Soil  <(  un  p«Me  ou  zéro  dey. 
On  peut  poser,  dans  les  deux  cas, 

/(z)  =  (z  —  a)i><f{z), 

f{ci)  étant  fini  el  dilTérenl  de  zéro.   Si  p  <;  o,  a  est  un  pôle  d'ordre 
égal  à  — p\  SI  p  >  G,  a  est  un  zéro  d'ordre  p. 
On  a,  par  dérivation  logarillimique, 

/'  _  ?'    ,       P 
f         to         z  —  a 

La  fonction  -^  esl  régulière  au  point  a,  de  sorte  que  la  fonction  -^ 

admet  a  comme  pôle  simple,  le  résidu  correspondant  étant  />.  On  en 
conclut  que,  si  /'  possède  dans  la  région  R,  limitée  par  le  contour 
simple  C,  Il  pôles  el  /.•  zéros,  chaque  zéro  f)u  pôle  étant  compté 
avec  son  ordre  de  multiplicité,  on  a 


""111.   Le   tliéorème  des  résidus  a   de  nombreuses  applications;    il 
permet,  par  exem|)le,  d'é\aluer  certaines  intégrales  définies  réelles, 
i^renons  la  fonction 

piinz 


m  étant  un  mmihre  posilil.  (Jette  fonction  admet  comme  points  sin- 
guliers les  deux  points  i  et  —  i.  Considérons  le  contour  formé  par 
une  demi-circ«)nffrence  de  rayon  R  >■  1  <'t   un  diamètre  A'A  de  cette 
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cJenii-circonférence  {^fig.  27);  ou  a,  d'après  le  théorème  des  résidus, 


R,-  étant  le  résidu  relatif  au  point  singulier  z  =  /'.  Comme  i  est  une 
racine  simple  de  i  -+-  z-^  on  a 


d'où 

et,  par  suite, 
(0 


R,=  \\m{z  —  i)f{z-)  =  lim :, 


R/  = 


/ 


dz  =  7:^-'". 


D'autre  part,  évaluons  directement  l'intégrale  prise  d'abord  le  long 
de  la  demi-circonférence  ABA',  |)uis  le  long  du  diamètre  A'A.  On  a, 
sur  le  cercle, 

z  =  R(cos6  -i-  j'sinO), 
d'où 

girnz     ^:^  gmKlicosÔ  —  sinO)  * 

I  gimz  I  ^^  g— /nRsin6• 
/7^sinO  reste  positif  ou  nul  sur  la  demi-circonférence  ABA',  d'où 


et,  comme  le  module  de  la  somme  z- -h  i  est  supérieur  ou  égal  à  la 
différence  des  modules  R-  —  i ,  on  a 


K^— 1 


X.    —    RKSIDLS. 

d'où,  la  loujineiir  dt'    \li.\'  clanl  — 1>. 
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I z-^.-  I 


'Iz 


-It 


H-— I 


()ii  voll  que,  (juand  R  j^raiidil  iud/diaimeul,  le  module  de  l'inl*';- 
irrale  prisr  i*^  lonj:;  de  la  demi-rirconlV-rence  ABA'  lend  vers  zéro. 
D'ailleur.1,  on  a,  (raj>rès  (  i), 


r        e'">~    ,        r     e'>»~    ,        r    <"' 

(2)  -e-"'=    /  ~ (Iz  r-.    i        — f/z--    /      -y- 

Sur  le  diaiiK'tie   \'  \,  r  esl  réel;  donc 


dz. 


f.^"-.f. 


■  dx. 


Si  nous  faisons  grandir  1»  indélinnnent,  la  relation  (  2;  donne,  à  la 
limite, 

gim.i- 


L 


dx  =  Te-'". 


En  séparant  dans  eette  inté<;rale  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /, 


on  a 


dx 


r     "^  s  i  n  «?  X 
J_         x'-^\ 


dx  =  u. 


La  seconde  de  ces  relations  est  évidente  si  Ion  remarque  que  la 
fonction  que  l'on  intègre  est  impaire,  et  que,  par  suite,  les  deux  par- 
tics  de  l'intégrale  concernant  les  intervalles  ( —  oc,  o),  (o,  -{-ce)  ont 
une  somme  nulle. 

La  première  relation  donne  la  valeur  dune  intégrale  définie  réelle. 

î278.  Goniiiie  au!  re  ajiplicalion  du  calcul  des  résidus,  considérons 
la  fonction  cote.  Llle  a  pour  singularités  les  zéros  de  sine,  qui  sont 
(n"  !2')0,  p.  5o)  les  multiples  de  t.;  chacun  d'eux  est  zéro  simple 
pour  sin:;.  En  effet,  nous  l'aNons  constaté  pour  z^=  o^  et  la  propriété 
en  résulte  pour  les  autres  à  cause  de  la  périodicité  de  sine.  Ainsi 
cote  est  une  fonction  niéronioiphc  qui  admet  comme  pôles  simples 
tous  les  points  z  =  At:. 

Soit  a  un  point  quelconque  du  plan  distinct  des  points  /{—.  Pre- 
nons un  carré  V  de  côt(''S  parallèles  aux  axes  et  de  centre  O,  qui  con- 
tienne à  son  int('rieur  h;  point  c/  et  dont  les  intersections  avec  Ox 
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soicnl  lie  l.i  (orme  ,r  =  i:z  ( //?  H —  j-.  m  claiil  eiilier^^  /i<^.  28).  Appli- 
quons le  tliéorèine  îles  résidus  à  1  iiiUi;rale 

.'r  c  —  a 


lia.  :--S. 


y 

B 

•  3 

H 

0 

X 

[ 

) 

A 

La  fonction  -;; — —  a  pour  pôles  les  pôles  de  cote  et  le  point  zz^  a. 

Les  pôles  de  cote  contenus  à  l'intérieur  de  F  sont  les  points  o,  zh  tt, 
±27:,  . . . ,   d=  iiiT..  Le  résidu  K^  relatif  au  point  z  =  Htz  est  égal  à 

liai    . 

Posons  z  ^  hr:  -^  :■'  :  on  a 

,.       (-3  —  A-)cot^         ,.      z'  c.olihiz  -h  z') 

iiin    ■ =  lini  — ; ■ 

z=li-z  ^  —  a  c'  =  o     It—  -^  z  —  a 


ou  encore 


R/,  =:  lim 


,,  sin  z'  h~  -^  z'  —  a        h-  —  a 


Pour  le  point  z  =  a,  le  résidu  est  cotrt.  Par  conséquent,  on  a,  par 
le  théorème  des  résidus, 


0) 


.Ç~"=--i 


COt«-+-  7  -; 


Cherchons  maintenant  à  évaluer  directement  l'intégrale  du   pre- 
mier membre.  Ecrivons 


'i) 
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il   OÙ 

l,;i  |irciiii("'re  iiiU'm'iilc  du  sccoiul  iiicinluc  <•>!  iiiillr;  en  cllct.  — ; — 
esl  uiu'  lunclion  paire  de  ::  li  !<■  conldiii  1' csL  .sviiitHiKjiic  |)ar  rapport 
à  l'origine.  Donc  deux  ('■h'iiiciils  du  conldiir  svinélrKpics  |)ar'  r.ipporl 
à  O  donnent  deux  élénicnls  d  inlc-^ralc  doiil  la  soiimic  esl  mille. 

Etudions  la  seconde  intéi;iale  lors(jue  V  sVdoigne  indi'liiiiimiit . 
Evaluons  le  module  de  cote.   (  )n  a 

colz  =  /  - 


ou,  en  reniplaeanl  c  |)ar  ./  -)-  /)  , 

e~y(  cos.r  -H  f  sin.r  )  -H  ey{  cos.r  —  i  s\nx) 

e-y{  cosj"  -f-  i  sinx  1  —  e>'(cosa?  —  i  sina?) 

(e^ —  e-y  )  sina-  -I-  i(ey'-h  e-y)  cosar 


col:;  =  i 


colz  = 


—  (  ey —  e  ~y  )  coso?  -+-  i(  ey  -^  e-y)  sina; 


d'où,  en  prenanl  le  module  du  nuiiu'raleuf  et  le  module  du  dénomi- 
nateui'. 


:ot.|=^/. 


(  ey —  e-y  y-  sin^a:  -h  (ez-l-  e-y  f  co^'^  x 
(ey—  e-yy^  cos-a;  -h  (eJ-t-  e-y  )-  sin^a?' 


1  /e^r-!- e-2r_|_  2  cos2.r 

(3)  cot:;\  =  4/ 


e-y-^  e-'-y —  2  cosaa* 


Cela  posé,  considérons  d'abord  {Jig.  a8)  les  cotés  AR  et  DC.  Sur 

ces  côtés,  2  A"  est  de  la  l'orme  ('j.f/i.-\-  ij-r,  cosaj?  est  égal  à  —  1  :  donc 

on  a,  d'après  (3), 

I  cot^ I <  1- 

Prenons  maintenant  les  côtés  BG  et  AD,  et  remarquons  (pie  I  on  a 
toujours,  en  vertu  de  — i!^cos2iC^i, 


\colz\-i/  — 

'  '-y   e-y -^  c-y —ï 

Sur  BC  et  AD,  cette  limite  supf'-rieure  du  module  est  constante 
puisque  j'  est  constant.  Quand  >'  croît  indéfiniment,  elle  tend  vers  i. 
i'ar  conséquent,  en  se  donnant  un  nombre  j)lus  grand  ([ue  1  .  par 
exemple  2,  il  est  possible  de  preudre  ///  assez  grand  pour  <pie  I  on  ait 
en  tout  point  de  F 

I  COt-S  I  <  2. 
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D'autre  part,  si  m  est  assez  grand,  on  a,  pour  tout  point  z  de  F, 
a     ,  I 


a         1 


Supposons  toutes  ces  conditions  remplies,  et  évaluons  alors  une 
limite  supérieure  du  module  de  la  seconde  intégrale  du  second 
membre  de  (2  V  On  a  {fig-  28),  comme  |  :^  j  ^OH, 

COtJ 


-f-f) 


< 


OH-^ 


d'où,  la  longueur  du  contour  étant  8 OH, 


/ 


cot. 


K-?) 


^- 


<8  0H 


OH 


Quand  OH  grandit  indéfiniment,  le  module  de  cette  intégrale  tend 

donc  vers  o,  par  suite  aussi  celui  de    / dz.  En  nous  reportant 

à  l'équation  (1)  et  faisant  grandir  m  indéfiniment,  on  obtient 


lim   /  col« 

m  =  30 


y 


h~  —  a 


o, 


A  =0,±1 ±m 

d'où,  en  mettant  z  au  lieu  de  a ,  et  en  réunissant  (pour  h  ^  o)  les 


deux  termes 


z  —  h-    z-\-  h- 


en  un  seul,  savoir 


lim  /  cet- 

m  =  ■■ 


2      ■^ÏI=J^)  =  ^- 


ll  =  \,   ....  /H 

On  en  déduit  le  développement 


cols 


XI.  —  Séries  entières  à  plusieurs  variables. 

279.   On  appelle  série  entière  à  plusieurs  variables  (trois,  par 
exemple,  x,  y,  z)  une  série  de  la  forme 


(•) 


SA«,^,v:r*j?s:, 


les  coefficients   \  et  les  variables  x^  y,  z  étant  des  nombres  com- 
plexes. 
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Si  Ton  coniKifl  un  <^vs!riiu'  île  li-ois  noinhros  iidsilifs  li.  R',  W  lels 
que  la  série 

(2)  ï|  Aa.^.y  |K«IVfJ|-!"ï 

soil  comciiiciilc,  ou  rccoiuiail  (\iH-\  pour  loul  »y>l(jnjc  de  valeurs  x, 
y,  z  des  variables  lelles  (|ue 

(.i)  1-2-UH.       L>|_lV.       I-UR", 

la  série  (i)  a  ses  tenues  au  |tlus  (''^aux  v.n  ukmIuIc  à  ceu.v  de  la 
série  luiiuériijue  eonv  eri^eute  (  •>.  l.  Doue  la  série  (i)  esl  noriualement 
converi;eiile  dans  le  syslèine  de  eereles  ilélinis  par  les  (''quatioiis  (3j, 
et  représente  une  l'onction  holuniorjjlie  de  x,  j',  z  quand  x^  y,  z 
sont  dans  ces  cercles.  Par  application  des  théorèmes  généraux,  cette 
ionelion  est dérivable  ternie  à  terme  indéliniment,  en  chaque  jjoiutx, 
,1-.  c,  tel  que  |  .r  |  <  R,  |  r  |  <  R',  |  :;  |  <  R"  m"  ^38,  p.  36  ). 
De  même,  si  Ion  a  une  série  de  la  forme 

(  4  I  i:  A  y__'^^^.  (  T  —  j;,  )^  (v  —  7o  )'^  (  -  —  -0  )'', 

et  SI  l'on  eoiuiail  des  nombres  11.  R'.  R'  tels  (|ue  la  série  [-2)  soit  con- 
vergente, on  en  déduit  que  la  série  (3)  représente  une  fonction  holo- 
morplie  de  x,  r^  z,  lorsque  x,  y,  z  sont,  dans  leurs  plans  respectifs, 
à  rinti'iieur  des  cercles  de  centres  x„,j'„,  ;„  et  de  rayons  R,  R',  R". 

"IHO.  Ixéciproquement,  soit  une  fonction  /Vx",  >',  ;)  de  plusieurs 
variables  complexes,  holomorphe  par  rapport  à  ces  \  ariabies  lorstpie  x, 
r,  .:  font  partie  de  certains  cercles  de  centres  .ro,  l'o^  ^o  dans  leurs 
plans  respectifs.  Faisons  d'abord  un  changement  de  variables  de 
façon  à  prendre  pour  origine  dans  cluupie  plan  les  points  Xqj  y^,  z^. 
Nous  aurons  alors  à  considérer,  dans  les  plans  x,  y,  z,  des  cercles  C, 
C,  C"  dont  chacun  a  son  centre  à  l'origine,  et  de  rayons  R,  R',  R". 

Soient  x,y,  z  des  \aleurs  des  \anables  respectivement  intérieures 
à  ces  cercles,  et  soit  t  une  nouxelle  \arial)le.  Si  /  reste  inférieur  en 
module  aux  quantités 

i;  i{'         \{" 

M"    17T'    "M 

(chacune  de  ces  ([iianlités  devant  être  remplacée  par  +  oo  si  son 
dénominateur  est  nul»,  les  points  lx\,  /  r,  (z  sont  respectivement  à 
l'intérieur  des  cercles  C,  C,  G".  Donc  la  fonction 

<f{t)=f(lx.ty,tz) 
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est  holoiuorphe  de  t  clans  le  cercle   |^|  <<p,  si  p  est  le  plus  petit  des 

,  R  R'         R"  .    ^  .  ,  . 

trois  nombres  - — t->   --. — -  »   - — p-  L.es  trois  nombres  étant  supérieurs 

\^\     \y\  ..\-\ .  . 

à  I.  le  point  t  =  \  <\'^l  à  I  inlcrieur  de  ce  dernier  cercle  ;  par  consé- 
tjuent.  la  fonction  cp(  /)  est  développable  en  série  de  Taylor  pour  la 
valeur  /  =  i ,  et  l'on  a 

Ç(l)  =  (i(o)  -i-    -'f'(o)— .  ..-r-    —,  Ç'")(0)  -h 

Calculons  les  dérivées  successives  de  '•^(t):  on  a 

o'(t)  =  .r  —  (f.r,  tr.fz)-^r-^((x.tr.tz)-\-z-^(tx,fr,tz). 


'      ^    ^       \    dx       -^  Oy  dzj 

,  ,^    ^       f    df  df  dfV" 


\     ^-^  ày  àz y  0,0,0 

ou.  en  dé\eloppant  la  puissance  svinljolique, 

V^        /?  '        /  d"  f         \ 

o'"Uo)  =>-,,,•     ,     4 x^y^zy, 

■^"  a  .  o  .  ; .  \  dx^  c/rp  dzY  /  o,o,o 

le  signe  S  étant  étendu  à  toutes  les  combinaisons  des  entiers  positifs 
ou  nuls  a,  ^,  v  telles  que  a  4-  [i  +  r  ^  /i. 

En  portant  cette  valeur  de  c2-"^(o)  dans  le  développement  de  '-2(1), 
et  revenant  à  la  fonction  y*,  on  obtient 

1  /(^,7,  -j  =.Ao-  o,  o)-T-... 

^        a  1  3  1  Y  :  y,  dx=^  dy'P  dzl    0,0,0 

281.  Dans  la  série  (i),  tous  les  termes  en  x^y^z"^  pour  lesquels  la 
somme  a  +  ^  +  v  est  la  même  sont  réunis  en  un  seul.  Je  dis,  en 
outre,  que  Von  peut  sépareî'  les  différents  termes  en  x'^y^z^  et  les 
placer  dans  un  ordre  quelconque.  Il  suffit  pour  cela  de  vérifier  que 
la  série  ainsi  obtenue,  que  nous  désignerons  par 

-*■       i)x^  dy?  dzY         J-  •  \>  •  \  • 

est  absolument  convergente  (pieisque  soient  x,y\  :;,  pris  à  l'intérieur 
deC,  C,  C". 

Pour  faire  cette  vérification,  nous  allons  d'abord  calculer  une 
limite  supérieure  du  module  des  dérivées  de  f.   Soit  M  une  borne 
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su|)érieiir«'   tic   |  /  |    diins   C.   C.    (\" .   CniisidfM'ons   une   dérivée  de   \,i 
lorme  -— ^-  r>iin|»()>()iis  (iiic   y  v\  z  aicnl  iccu  des  \;ileiirs  iixcs  ;  on  a 


/^ay, 


Comme  on  a  d'aulre  pail 

•/(./■,  )-,  :;)  d.i 


ta 

/. 


il  en  résulte 


/■|  ./■,  r.  z  )  dj- 


-W 


\\7.+  \ 


Cela  étant,  fixons-:;,   et  considérons  la  dcri\ée    f ^ 


On  a 


*/ 


d.ra' t|)-fi/.,=o,v=o        •'»«" 
et  l'on  en  déduit  de  la  même  lacon 


^'  0^  l\  O,    }\  Z) 


t^"-*  P  f 


dx^  ôy'^ 


^  c-  J''- 


M  a  !  S  ! 


Îi-Hi 


«'7> 


On  a  enfin 


.r^-0,.v=c"     ir^'R'P 

/^   (^X+P/(o,  O,  ^) 


d'où 


|^a+p+Y/(o,  0,0)1   .         0(!  3:-,'! 


I      <)x^  ()kP  ^''^t      I  "     R*  IVP  ii"y 
Cela  posé,  considérons  la  fonction  auxdiaire 

M 


?(^,  7'  -) 


.-i)(.-^.)i.-R.; 


R/  \         R 
lui  supposant  |  .r  |  <  R,  ]  )  |  <  R',  [  ;  |  <  R",  on  a 


I  X  X- 

—X    ="^K  -^TP 


'-R 


I  y         y- 


'"1v 


Ra 


R'P 


'  "^  R"  "^  IV'=:  "^  •  •  •  ^  R"r 
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P;ir  imiltiplioatii)n  des  deux  premières  séries,  qui  sont  absolument 
convcriientos,  on  voit  auc  la  fonction a  pour  déve- 

— — ^;    puis,   en  multipliant  pai-  la   troisième, 

,  ,  ,         ■    V  Mj^*r^-3i^    I 

on  reconnaît  (luc   es  est  represental)le  i)ar  la   scr\e    >  7^ — — >   les 

termes  de  cette  série  étant  écrits  dans  un  luxlre  fjuelconque  et  le 
développement    étant  Avalable    dès    que    l'on    a    |.r|<<R,    |j^|<<R', 

En  comparant  le  coeflicjenl  du  terme  ii,énéral  de  celle  série  en  x, 
y,,  z  avec  la  borne  supérieure  obtenue  pour  le  module  de  la  dérivée 

c/^^-?*ï/(0,  O.  O)  .  ,  I         1'         1  .    /      ,      1        r/  \ 

=^-^7 >  on  \oit  fine  dans  le  développement  (  1  )  de  /(x,  y,z), 

le  terme  en  x^y'^ z^  a  un  coefficient  moindre  en  module  que  le  coef- 
ficient correspondant  dans  le  développement  de  es. 

Comme  le  développement  de  -^  forme  une  série  convergente,  on  en 
conclut  cjue  la  série  i^a),  obtenue  en  ('crivant  les  termes  de  (^1)  dans 
un  ordre  quelconcjue,  est  absolument  convergente,  ce  qui  établit  la 
proposition. 

1282.  En  revenant  au  cas  général  où  les  cercles  d'holomorphie  C,  C, 
C"  ont  pour  centres  des  points  Xq,  To,  ^o?  on  a,  pour /(.r,  y,  2),  le 
développement  suivant  : 

.-^  'J--  ^.  ;  I    jlx^  ôy?  ôzy / .to,yo-^„ 

a,  p,  Y  prenant  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  positives  ou 
nulles. 

Le  développement  est  unicjue,  c"est-à-dire  cju  il  ne  peut  y  avoir 
pour  une  même  fonction  deux  développements  diflerents. 

En  effet,  soit 

('>)  '^'  =  2  ^"^  ^'  -^ "^  ~  """ '*" ^^'  "~-^" ^'^ (---0 )r 

un  autre  développement.  D'après  le  n"  279,  p.  77,  la  série  (5)  est 
dérivable  terme  à  terme.  Si  l'on  prend  a  fois  la  dérivée  par  rapport 
à  37,  ^  fois  la  dérivée  par  rapjiort  à  y,  v  fois  la  dérivée  par  rapport  à  z, 
et  si  l'on  fait  jc  =^  Xo,  y  =jKoî  ^  =  -^0?  on  obtient  l'égalité 

Donc  le  second  développement  est  identique  au  premier. 
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Oïl  (lit  (jiriiiie  fond  ion  y(j::,r,  3)  est  rrij^iihi'rt'  yaur  le  syslèine 
de  valeurs  .r^,  )-„.  r„  -^i  cllr  est  holoinorphe  (jiiaiid  ./•.  r,  z  sont  res- 
pt'cl  I  \  cmcnl  ;i  1  intcniiir  de  (•(■il;iins  «•«•iv  les  de  ci'iili'es  .r^,  Vn^  Z-n. 
Vai  tout  poMil  r(''i;tdiiT  (riiiic  ("oaclioii.  \r^  i<''miI|;iI s  |)r<'c('dents  Sont 
applicables. 

^(S!>.  Opr/y/ fions  s//f  /es  si'r/Cs  cnfir/'cs.  —  Il  ;iit'i\c  sf»ii\eiil  rpic 
l'on  peut,  par  application  des  tli(';onMncs  ^('iK-iaiix,  montrer  (pi  une 
fonrtion  dt'fînie  d  une  ('crtaiiip  luanu'ie  est  holomorplie.  Il  en  lésulto, 
d'api'ès  ec  (pu  pr(''C("'<lc.  (pi  clic  est  d(''\(doppal)lc  en  s(''nc  cuticre;  si 
Ton  peut  d  une  façon  (pielconque  former  celle  série,  on  sera  davanee 
assure''  de  sa  convergence.  On  peut,  en  particulier,  pour  calculer  ses 
coefficients,  employer  la  uK-thode  des  coefficients  indéterminés. 

Soil,  par  exemjdc,  une  fonelion  liolomorphe 

dont  le  développement  est  \alal)le  dans  un  certain  cercle.  Les  fonc- 
tions 1'-,  y'\  ...  sont  fonctions  holomorphes  de  x  dans  le  même 
cercle.  Chacune  d'elles  est  donc  représentablc  par  une  série  entière. 
On  obtiendra  y-  par  la  multiplication  des  séries 

y2  r=  (  ao  +  rt]  .r  -I- .  .  .  )  (  ao  -I-  «1  a-  -^ .  .  .  ). 

y-  =  «0  -I-  2r«oai.r  -t-  («f  -*-  iaQa^)T--\-  .  .  . . 

On  peut  trouver  de  même  les  développements  de  r^ 

Remarquons  que  le  coefficient  de  xP  dans  le  développement  crime 
puissance  quelconque  de  j^  dépend  seulement  de  «o,  «1,  . . .,  Up. 

Un  calcul  analo>;ue  permet  d'avoir  l'expression  du  produit  yz,  y 
et  z  étant  deux  fonctions  lioI(»niiir|)lies  de  .r  d()nn(';es  par  leurs  déve- 
loppements en  séries  euli«'res. 

On  peut  de  mcuie  calculer  le  cpioticnt  de  deux  fonctions  holo- 
morphes et  Idhtciiir  sous  forme  de  s(''ric  entière.  Soient  /"et  'J5  deux 
fonctions  holomorphes  dans  certains  cercles  de  centre  O,  's  avant 
pour  .r  ^  o  une  valeur  dilTérente  de  o.  Soient 

/=  r/n-f- a,.r  ^ V  =  bo-*-  f^i^  —  ■  ■  ■  (b„jéo). 

Consich'-rruis  le  quotient 

a,)-i-  aiT  -h .  .  . 


Soit  C  un  eerclc  d  holomoiplnc  comiiiuii  aux  deux  fonctions,  l'uiscpie 
IJ.  —  II.  6 
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bo^^  o,  il  y  a  un  crrole  C  de  centre  O,  contenu  dans  C,  à  rinlérieur 

duquel  '^  est  difïérent  de  o.  Dans  le  cercle  C,  le  quotient  -  est  holo- 

niorphe. 
En  posant 

f 

<p 

nous  devons  a\()ir  l  nlciitik- 

«0  H-  rt  1  ^  -H . . .  =  (,  60 -+-  ^1 T  -!- .  . .  )  (  Cj  —  Cl  a:  4- . . .  ), 
d  où 

0\  =  60  Ci-!-  bic. 

a.)  =  />,,  Ci  -(-  /;  1  Cl  -i-  h-2  Co, 

60  étant  différent  de  o,  la  première  relation  fournit  Co,  la  seconde  c,, 
la  troisième  Co,  et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  tous  les  coefficients  de 
proche  en  proche. 

On  procéderait  dune  manière  identique  s'il  s'agissait  de  séries 
entières  à  plusieurs  variahles. 

284.  Substilittioii  (l'une  série  entière  dans  d'autres  séries 
entières.  —  Soit 

une  fonction  holomorphe  des  variables  )',  ;.  ...,  qui  sont  elles- 
mêmes  fonctions  holomorphes  de  la  variable  complexe  .r.  Considé- 
rons les  développements  en  séries  entières  de  ces  dilTérentes  fonc- 
tions : 

(  I  )  11  =  X-hBy  ^Cz   ^  Dy- -+-  Eyz  -+-  F z^+ . . . , 

(2)  y  =  a   -h  b X  -^-  c .1-  -h  .  .  . , 

(3;  z  =  a' -^  b'x -^  c' x'--^ . . .. 

Supposons  que  les  points  y  =  «,  :;  =  a'  soient  intérieurs  aux 
cercles  d'holomorphie  relatifs  à  la  fonction  f.  Dans  ces  conditions, 
on  peut  trouver  des  cercles  y,  y'  de  centres  respectifs  a,  a',  contenus 
respectivement  dans  les  cercles  d'holomorphie  relatifs  à  f.  Quand  x 
reste  dans  un  certain  cercle  T  de  centre  O  dans  son  plan,  j^  et  :; 
restent  dans  •'  et  y';  u  est  alors  fonction  holomorphe  de  x.  Soit 

(4)  u  =  (X-h-^X  -T-'(X--h.  . . 
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son  déveI()|)poin('nt.    Lt'   Inine  constant  a  est   la   valeur  de   u    pour 
T  ■=  o.  On  a  donc 

a  =  A  -^  B  a  -i-  C  a'  -f-  IJ  a*  — .  .  . . 

Supposons  qu'on  remplace  dans  (  i  ) JK  et  c  par  leurs  développements 
et  qu'on  calcide  dans  le  nouveau  développement  obtenu  le  coefficient 
de  X,  ce  coefficient  sera  égal  à  j.  par  identification  avec  (4*.  On 
j)eul  ainsi,  par  identifications  successi\es,  obtenir  tous  les  coefficients 
de  (4)-  On  reconnaît  que  I  on  peut  écrire  (4)  sous  forme  d'une  série 
double,  de  la  façon  suivante  : 

A  — Ba      ~Ca'      -+-.... 
-\-  }àbx  -^  Cb' X  -1-.... 

-T-  YicX'-^  Ce' X'--Jr  .  .  .. 


Vax  résumé^  on  voit  que  1  on  peut  etrectuer  la  substitution  de  j'et  z 
|)iir  les  séries  qui  les  représentent,  le  nouveau  développement  obtenu 
étant  valable  dans  un  certain  cercle  F  du  plan  des  x. 

280.   Fonctions  ini/dicites.  —  Soit 

une  équation  dans  laquelle  /'(.r,  y)  est  une  functiou  holomorphe  de 
X,  y  dans  certains  cercles  ayant  pour  centres  les  origines  de  leurs 
plans  respectifs.  On  suppose,  en  outre,  que  Ion  a 

/(o,o;  =  o,  ^(o,o>^o. 

Dans  ces  conditions,  il  existe  (n"  216,  p.  i  i)  pour  y  une  fonction 
déterminée  de  x,  holomorplie  par  rapport  à  x  dans  un  certain 
domaine  entourant  Torigine  du  plan  des  r  et  satisfaisant  à  y=  o. 
Celle  fonction  holomorplie  est  représentable  dans  un  certain  domaine 
par  une  série  entière.  D  ailleurs,  /  est  aussi  représenlable  par  une 
séiie  entière,  que  nous  pouvons  considérer  comme  connue.  Soit 
donc 

f  =  kx  ^  Br  -^-Cx-^—iXyxy^  ^y-^-  ■  ■         (  B  ^  o;, 

y  ^  ax  -h  bx-  -r-.  .  .. 

Remplaçons  }'  par  son  développement  dans  /  et  écrivons  que  la 
fonction  de  x  obtenue  est  idonti(picment  nulle.  On  obtient  les  rela- 
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Ua  =  o. 


Bb 
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Da  -+-  Ea-  =  o, 


B  étant  clillérent  de  o,    la   preniiôro  d(''terniine  a,  la  scconile  tU'ler- 
niine  b,  et  ainsi  de  suite  de  proche  en  proche. 

Dans  tous  ces  exemples,  on  \oit  (|iie  Ic^s  coelficieiits  iiicouniis  se 
déterminent  chacun  par  une  équation  linéaire.  Par  suite,  si  les  coef- 
ficients des  fonctions  données  sont  tous  réels,  il  en  est  de  même  pour 
les  coefficients  (obtenus. 


CHAPITHE  V. 

ÉQUATIONS   UlllÉKEMlELLES. 


I.  —  Existence  des  solutions  des  systèmes  différentiels. 

!2S6.  On  sait  qu'on  appelle  équation  diJférentieAle.  une  équalion 
eulre  une  variable,  une  ionclion  inconnue  de  celte  variable  et  les 
dérivées  de  celle  fonction  jusqu'à  un  certain  ordre.  Dans  l'élude  des 
équations  dillerenlielles,  il  y  a  lieu  de  se  placer  à  deux  points  de  vue 
dillérenls,  suivant  que  les  variables  que  l'on  considi-re  sont  réelles 
ou  complexes.  Mais  il  est  imj)ortanl  de  reniarcpter  que  les  fonc- 
tions de  variables  réelles  qu'on  a  le  plus  souvent  occasion  de  ren- 
contrer, étant  représentables  par  des  séries  entières,  rentrent  dans  la 
catégorie  des  fonctions  analytiques.  On  conçoit  donc  que,  même  s'il 
s'agit  de  variables  réelles,  il  peut  y  avoir  avantage  à  se  placer  au  point 
de  vue  des  variables  complexes. 

Si  1  on  a  |)lusieurs  équations  entre  plusieurs  fonctions  incon- 
nues y,  :;,...  dune  variable  x  et  des  dérivées  de  divers  ordres  de 
ces  fonctions,  on  dit  que  l'on  a  un  système  d  équations  différen- 
tielles ou  un  système  différentiel.  On  peut  toujours  remplacer  un 
Ici  système  par  un  autre  système  où  n'entrent  que  les  dérivées  pre- 
mières des  fonctions  inconnues.  En  effet,  si  y  par  exemple  entre  par 
ses  dérivées  y,  y'.,  ...,  JK'"^  on  introduit  les  fonctions  auxiliaires 
suivantes  : 

dy\  dyn-1 


et 


y 

.dy 
~  dx 

a 

d^y 

dv. 

dx"^ 

dx  ' 

dx'  '  ^--^-      dx 


d"-\r  _  dyn~t  d"y  ^  dy„- 

dx'^'^  dx  dx"  dx 


d- y  d"  y 

Il  suffit  de  remplacer -7-^ >  •••>  -^-^  par  ces  valeurs  dans  les  équa- 


86  CHAPITRE    V.  —    EQt  AXIONS    DIFKÉUKNTIKLI.ES. 

lions  proposées  pour  avoir  un  nouveau  sYstèaie  renlernuml/i  —  i  équa- 
tions ei  n  —  I  inconnues  en  plus,  mais  dans  lequel  les  seules  dérivées 
des  i'onclions  j)',  j)',,  ...,  y,i_t  (|ui  inler\iennenl  sont  les  dérivées 
premières. 

""281.   Cela  posé,  considérons  un  système  de  /i  équations  différen- 
tielles de  la  forme  suivante  : 

-^  =/i(^,  ^1.^2.  •••.r«). 


Nous  allons  démontrer  que,  si  (es  fonctions  f^^  f^^  . . .,  fn  des  va- 
riables complexes  x,  y,,  . ..,  y„  sont  régulières  au  point  x  =  a, 
y,  =  b,y  . . .,  y„  =  b„,  il  existe  pour  y, ,  y.,,  . . .,  y,i  un  système  de 
fonctions  holomorplies  de  x  dans  un  certain  cercle  de  centre  a, 
satisfaisant  aux  éguations(i) et  prenant  respectivement  les  valeurs 
6(,  . .  .y  b,i  lorsque  x  prend  la  valeur  a. 

Pour  simplifier  l'écriture,  faisons  d'abord  un  changement  de  va- 
riables a:  =  «  H- X,  j/-,  =  6,+ Y,,  ...  qui  ramène  le  système  a, 
6,,  ...,  b„  au  système  o,  o,  ...,  o;  il  s'agit  alors  de  trouver  pour 
y,,  ...,  y„  des  fonctions  iiolomorphes  de  x  satisfaisant  aux  équa- 
tions (i)  et  s'annulant  en  même  temps  que  x.  De  telles  fonctions,  si 
elles  existent,  sont  représentables  par  des  séries  entières  de  la  forme 
suivante  : 

(2)  yi=  'XiX  -h  '^ix'^-^'fix^-h 

En  remplaçant  dans  les  équations  (i)  y, ,  jo,  . . ..,  y„  par  ces  séries, 
les  deux  membres  de  chaque  équation  doivent  être  des  séries  iden- 
tiques. Les  fonctions  y,  sont  régulières  au  point  o,  o,  ...,  o;  soit, 
pour  «  =:  I,  2,  .  . .,  /î, 

/,=  A,—  B,x  -h  Ciyi-+-  D/jKî-f-. .  .-^EiX^-h. . .  ; 
on  doit  avoir  (n"  î284,  p.  82) 

dx  ' 

=  A,-l-  B,x-+-  C,(a,a-  -i-  BiO-^-l-. .  .j-T-D,(a2a:-l-  pja;*  -H. .  .)-<- 
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En  é!;al;iiit  les  teriiu's  coiisliiiils  tiaiis  les  deux  niciiihics,  fin  a  la 
Naleurde  a,;  en  égalaiil  1rs  coolficit'nls  de./',  on  a  dans  le  picinicjr 
membre  |3/,  dans  le  second  une  (juanlih'  (|ui  esl  connue  dès  ([ue  les  a 
sont  connus;  on  en  d(''duil   j/. 

D'une  manière  générale,  dans  le  second  mendu-e,  le  coerticienl 
de  xP  dépend  des  coefficients  des  //  et  des  coefficients  a,  j,  -',  . . . 
relatifs  à  x,  x-,  ..,,  .tP  dans  les  dévelojjpements  des  y;  en  l'é'ga- 
lant  au  coefficient  de  jcP  dans  le  premier  membre,  qui  dépend  de  la 
valeur  du  coefficient  de  xP"^*  dans  r/.  un  aura  ce  dernier  coefficient; 
on  peut  donc  avoir  de  proclie  en  proche  tous  les  coefficients  des 
séries  j',.  On  exprime  ce  résultat  en  disant  qu'on  peut  tromper,  pour 
les  yi,  des  séries  entières  (2)  satisfaisant  formelle  ment  aux  équa- 
tions {\). 

S'il  y  a  un  système  de  fonctions  li(jlomorplies,  solutions  de  (ij,  ce 
système  est  nécessairement  donné  par  les  séries  (2),  et  ces  séries  con- 
stituent elfectivement  un  système  de  solutions  de  (1)  si  elles  sont 
convergentes.  Nous  sommes  donc  ramenés  à  démontrer  que  les 
séries  (2)  sont  convergentes  dans  un  certain  cercle. 

288.  Soit  M  une  borne  supérieure  pour  les  modules  des  /,  quand  x. 
}'i,  ...,  )'„  restent  dans  leurs  cercles  de  convergence  respectifs,  et 
soit  pie  rayon  minimum  de  ces  cercles.  Considérons  la  fonction 

cp(:r,  j,,  ...,yn)==- —— — 

(-p(-7, 

et  le  système  auxdiaire 


(-t) 


(4)  ^  =(f(a7.  ji,  ...,  jK„)        (f  =  1,  i,  ...,  n). 

On  sait  ([ue  la  fonction  cp  est  développable  en  série  entière  par  rap- 
port à  .r,  jKi  5  •  •  -1  y  fi  et  que  chacune  fies  fonctions  /*/,  développée  en 
série  entière,  a  des  termes  au  plus  égauf  eu  module  aux  termes  cor- 
respondants du  développement  de  es  (  n"  281,  p.  80  ). 

Appliipions  la  nit-lhode  du  numéro  précédent  au  système  d'équa- 
tions (4).  Les  coenicients  A/,  H,,  ...  qui  figurent  dans  //  sont  rem- 
placés par  des  nondn-es  positifs  (pii  leur  sont  supérieurs  ou  égaux  en 
module.  Si  Fou  calcule,  pour  le  système  (4),  les  coefficients  a,  on 
obtient  des  valeui-s  |)ositives  au  moins  égales  en  module  aux  valeurs 
obtenues  pour  le  système  (1).  (^)uant  aux  coefficients  |j,  -/,  ....que  l'on 
calcule  successivement,  chacun  d'eux  est  défini  conune  une  certaine 
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coinbiuaisoii  linéaire  à  coefficients  posilils  porlanl  d  une  |)arl  siii-  les 
qiianlilés  A,,  1)/,  .  ..  t|ui  iigurenl  dans  /',,  d'autre  part  sur  les  coefli- 
cionls  a,  ^3,  ...  déjà  obtenus.  11  résulte  de  là  que  les  coelïicients  ^  pour 
le  système  (4)  sont  des  nombres  positifs,  supérieurs  ou  égaux  en 
module  aux  coefficients  ^3  pour  le  système  (i);  de  même  pour  les 
coelïicients  y,  ....  On  \oit  liualement  c|ue  la  métliode  de  détermi- 
nation des  coefficients,  appli(piée  à  (4)?  «lonne  pour  Vi,  -..,  y,t  des 
séries  entières  (^S)  à  coeflicienls  positifs,  au  moins  égaux  aux  modules 
de»  coefficients  correspondants  des  séries  1^2).  Par  conséquent,  si  les 
séries  (S)  sont  convergentes,  les  séries  (a)  le  seronl  a  fortiori. 

Pour  montrer  que  les  séries  (S)  sont  con\ergentes,  il  suffit  de 
montrer  directement  qu'il  existe  pour  (4)  "^cs  intégrales  liolomor- 
plies  dans  un  certain  cercle  et  s'annulant  a\ec  .r.  En  effet,  s'il  existe 
de  telles  intégrales,  elles  sont  représentables  par  des  séries  entières 
qui  sont  identiques  aux  séries  (^S)  (  n"  287). 

Dans  le  système  (^4)>  les  //  équations  ont  des  seconds  membres 
identiques;  les  fonctions  ii.  .  . .,  yn  ont  même  dérivée  et  sont  toutes 
égales  à  o  pouria"  =  o;  elles  doivent  donc  être  identiques  à  une  même 
fonction  \.  Nous  sommes  ramenés  à  intégrer  la  seule  équation 

rl\  M 


"  (-^K-^r 


xM =  (  I d\. 


OU 


Supposons   I  o:  I  <;]  0  ;    le  j)remier   membre   est   la   difrérentielle  de 
—  Mo  Log(  I j ,  en  prenant  la  détermination  du  Log  qui  est  nulle 

avec  x\  le  second  membre  étant  la  différentielle  de '■ — :  (  1 

l  équation  intégrée  est 


^,(,-l;-=-.,^.-i) 


c, 


c  étant  une  constante:  en  faisant  x  ^\  =0,  on  obtient  c  =  —  — * — > 
et  l'équation  précédente  devient 

Y\"-^'  /         x\ 

(^--pj        =i  +  (A.-Hi)MLog(^i--j. 

Quand  X  tend  \ers  o,  le  second  membre  de  cette  équation   tend 
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vers  I.  11  reMillc  «le  la  tlu'oric  des  t''(|iialions  hinomes  (ju'il  v  a  une 
racine  (//  + l) """"''  du  second  nienduc  (|ui  Iciid  \cim  i  quand  .r  tend 
\ei">  o;  désignons  cette  ra(  inc  |)ar       ^        ,  nous  aui'ons 


V  =  0 


\ 


I  -t-i  rt H-  I  ),M  Li 


Celte  fonction  est  bien  lioloinorplie  dans  un  certain  cercle  de 
centre  O,  c'est-à-dire  que  (4)  -'  un  système  d'intci^rales  lioloniorplies 
re présentables  par  des  séries  entières.  La  conver>^ence  des  séries  rela- 
li\es  au  système  (i)en  résulte. 

Donc  le  système  (i)  admet  une  solution  dans  les  conditions  indi- 
quées. 

!289.  Remanjuons  que,  dans  le  cas  [jarticulièrement  imporlanl  où 
les  coellicients  des//  sont /v^^^/.v,  l'application  de  la  méthode  conduit  à 
des  coefficients  à  yaleur  réelle;  les  séries  (2)  sont  des  séries  entières 
à  Coefficients  réels. 
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t290.    Une  équation  dillt'renliejle    du    j)reniier    ordre,    résolue    par 
raj)port  à  la  dérisée,  est  de  la  forme 


(U 


dx 


=  f^x,  y). 


Par  application  du  théorème  précédent,  si  la  fonction  f  des  deux 
yariables  x,  y  est  réi;ulière  en  un  point  (.ro,  .l'o  )i  il  existe  poury  une 
fonction  holomorphe  de  x  dans  un  certain  cercle  de  centre  .To,  satis- 
faisant à  l'équation  donnée  et  prenant,  pour  x  ^  .To,  la  valeur  ro-  On 
reconnaît  ainsi  que  la  solution  générale  obtenue  par  ce  procédé  ren- 
ferme une  constante  arbitraire,  savoir  la  valeur  de  la  fonction  coitcs- 
pondant  à  une  valeur  donnée  de  la  \ariable. 

Rappelons  que  la  solution  de  l'équation  différentielle 


(2) 
est 


^=/(^) 


r  =  /  f{-^)dx. 
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l."(»|u''r;ili()n  (jiii  consisle  à  (ItMluirt'  de  (a)  lécjualion  (>^)  est   dite 
nue  <iim<lralurc. 

;2tn  .    Il  y  a  souvent  a\antai;e  à  doiiuerà  une  éc[ualiun  dillérenlielle' 
au  lieu  de  la  forme  (i),  la  loruie  plus  symétrique 

(4)  \dx^\dv  =  o, 

X  et  Y  pouvant  être  fonctions  (\ex.  y.  On  ne  spécifie  pas  ainsi  quelle 
est  la  variable  indépendante.  On  peut  choisir  comme  variable  indé- 
pendante soit  x\  soit  _!',  ou  bien  chercher  à  exprimer  x  ely  en  fonc- 
tion d'une  troisième  variable  indépendante,  ou  encore  chercher  à 
établir  entre  x,  y  une  relation  z>[x,  y)  =  o.  telle  que,  lorsque  x^y 
sont  liés  par  celte  relation,  l'équation  dilTérentielle  proposée  soit 
vérifiée. 

Dans  le  cas  où  X  dépend  seulement  de  x  et  Y  de  j',  le  premier 
membre  de  léquation  (4)  est  la  diflérentielle  exacte  de  l'expression 

f\dx+  f\dy, 

et,  comme  cette  dillerentielle  est  nulle,  c'est  que  l'on  a 

fxdx^  f\dy  =  c, 

c  étant  une  constante  arbitraire.  On  obtient  ainsi  une  relation  entre 
x^y  dépendant  d'une  constante  arbitraire  et  qui  constitue  la  solution 
générale  de  l'équation  différentielle  donnée.  On  dit,  dans  ce  cas,  que 
dans  l'équation  donnée  les  variables  sont  séparées;  une  telle  équa- 
tion s'intègre  par  quadratures. 

292.   Etant  donnée  une  équation  difiérentielle 
X  dx  -t-  Y  dy  =  o, 

proposons-nous  d'obtenir  une  fonction  yx(x^y)^  appelée  facteur 
Intégrant,  telle  que  l'expression 

\>.(x,  y  ){\  dx  -^  Y  dy) 

soit  la  différentielle  d'une  certaine  fonction  csl'.r,  y). 

Si   nous  supposons    le   problème   résolu,   la  solution  générale  de 
l'équation  différentielle  sera  constituée  par  la  relation 

^(•^,  y)  =  c. 
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Pour  (|iie  ^x\  c/j:  -\-  'J.Y  dy  soil  la  (lilli'ii'utu-llo  lolale  de  .i,  il  laut 
que  Ton  ail 

(>(|xX)      cy(|jiY) 

(ly  Ox 

c'est-à-dire 

-.  d\x  0\        .,  f/u  d\ 

\  — h  .UL =    I   -^ H  U • 

Oy  Oy  Ox  ox 

On  a  ainsi,  pour  déterminer  u,  une  équation  aux  dérivées  partielles. 

Sauf  dans  les  cas  où  l'on  aperçoit  inunédiatenient  un  facteur  inté- 
grant, sa  recherche  conduit  en  général  à  un  problème  plus  difficile 
que  le  problème  de  rintégration  de  léquation  proposée. 

293.  Indiquons  quelques  types  d'équations  du  premier  ordre  que 
l'on  peut  intégrer. 

Équations  homoij^ènes.  —  On  appelle  équation  homogène  une 
équation  qui  peut  être  mise  sous  la  forme 

dy 


dx      •'  \x  ) 


Pour  intégrer  cette  équation,  posons 

y  =  ux. 


Nous  avons 
d  oià 


dv  du 

5Ï  =  "^".7?=-^^"^' 


dx  du 


X         f(u) 


On  voit  que  l'on  arrive  à  une  équation  différentielle  où  les  \a- 
riables  sont  séparées.  On  peut  intégrer  cette  équation  par  quadra- 
tures, puis  revenir  aux  variables  primitives  x  e.{.y. 

Toute  équation  de  la  forme 

dans  laquelle  /"  est  le  quotient  de  deux  polynômes  homogènes  et  de 

même  degré  par  rapport  à  JC^y,  rentre  dans  ce  cas.  On  voit  de  plus 

que  l'on  sera   ramené  à    des   intégrations   de   fractions  rationnelles. 

On  peut  aussi  ramener  à  ce  cas  les  é({uationsde  la  forme  sui\ante  : 

(tv         ^  l  a  T  -^  h  y 
dx 


_      /    a  r  -i-  ny  ^  c    \ 
~  •    \  à X  -H  b' y  -t-  c'  / 
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En  elVet.  posons 


dv 


a  el  3  élant  des  constantes  actuellement  indéterminées.  -7-  se  trans- 
'  dx 

d\ 


lornie  en  -7^»  en  même  temps  que  1  on  a 


d\ 


ax  -r-  by  -t-c  =aX  -+-iY  -i-aa  -4-6^  -î-c, 
a  j-  —  b' y  -+-  c'  =  a'  X  -J-  6' Y  -H  a'a  -1-  6'  jî  -H  c'. 


DiHerminons  a  et  3  de  manière  que 
a  a -H  è  3 -^  c  =  o.         a'c 


6' 3 


-^  c  =  o. 


1  est  possible  de  le  faire  si  ab' —  ba'  jé.  o,  et  Ton  a  alors 
rfX  ~  -^  \  a  X  -^  b'  \ 


équation  qui  est  homogène. 
Si  ab' —  ba! ^  o,  en  posant 

M  =  a:r  -4-  by  -i-  c, 

o{\  a,  /.  et  a  étant  certaines  constantes, 

a' X  -^  b' y  -i-  c'  =  À  u  -+-  \x, 

de  sorte  que  le  second  membre  de  1  équation  donnée  est  une  fonction 

de  u.  On  a  d'ailleurs 

du  =  a  dx  -r-  b  dy, 
d'où 

dv         I   du        a 

dx        b  dx        b 

de  sorte  que  l'équation  donnée  est  de  la  forme 

du 

^^  =  ^^"^' 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 

ii94.    Equations  linéaires.  —  On  appelle  équation  (lifférentieile 
linéaire  du  premier  ordre  une  équation  de  la  forme 


(I) 


h  V{x)y  ^  Q(a7)  =  o, 


P  et  O  étant  des  fonctions  données  de  x. 

On  dit  que  l'équation  est  linéaire  et  homogène  si  Q  est  nul,  c'est- 
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à-(lire  si  I  <'(jii;tli()ii  esl  de  la  lorme 

(2)  ^•^+F(x)^  =  o. 

Intôgmns  celle,  ('(niallon  (  ^,  >,  (jii  (»ii  a|t|»elle  encore  équalion  sans 
second  membre.  On  peut  sé[)aiL'r  les  van.ihles  en  réciixanl 

dy 

— ^  -+■  V(x)  dx  =  o, 

r 

d'où,  en  reniarijiiant   ijne  —■,   Vl  x)   sont  les  dérivées   logarill»ini(|ue> 

/V,/.. 
de  y  et  e"-         , 

/  P  ( .»  )  dx- 

ye^  =  con«i. 

La  solution  ijénérale  de  l'équation  ('i)  est  donc 

-Çvit.i 

y  =  ce  >' 

On  voit  ((ii'elle  renferme  en  facteur  une  constante  arititraire.  Deux 
solutions  dillérentes  tle  léqualion  (2)  sont  donc  dans  un  rapport 
constant. 

'2^)3.  Considérons  maintenant  l'équation  (1).  I*(jur  Tinlégrer,  dési- 
gnons par  u  une  solution  de  1  écjuallon  sans  second  membre  (2);  cher- 
chons à  vérifier  (1  )  par  une  fonction  y  de  la  forme 

a  satisfaisant,  comme  il  vient  d'être  dit,  à  l'équaLion 

(3)  4^+P«  =  o. 

dx 

En  remplaçant  r  par  az  dans  l'équation  (i),  on  obtient 

du  dz        ,,  ^  „  , 

z h  u—, i-  V  {x)  uz  -^  0{x)  =  o, 

dx  dx 

ou,  en  tenant  compte  de  (3), 

dz        .  ,  ,      , 

eipialion  en  y-  (pu  touruil  z  par  une  (piadrature  : 

z  =  -    /    -— — -  dx  -+-  c. 
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1  \    1       I-  •  /  ''  ''-^  1  ' 

(  )n  |)eul  prendre  pour  u\^x)  la  lonction  e   '         ,  el  1  on  a 

z  ——   /  ï)(xïeJ^ '"  dx  -^c 
et,  par  suite, 

y  =  —  e  -^    '  '  \     I    Q(x)  e^      "  rfx  -+-  c    • 

La  solution  générale  se  présente  donc  sous  la  forme 

y  =  uiz^-i-  c)  =yo-+-  uc, 

Il  étant  1  une  des  solutions  de  l'équation  sans  second  membre,  -Sq 
lune  des  intégrales  de  l'équation  en  :;,  Vo  1  une  des  solutions  de  (i). 
Par  conséquent,  la  constante  arbitraire  entre  linéairement  dans 
la  solution  générale. 

296.  Equation  de  Bernoulli.  —  On  appelle  équation  de  Bernoulli 
une  équation  de  la  forme 

P  et  Q  étant  des  fonctions  données  de  x.  Si  n  =o,  on  a  l'équalion 
linéaire:  si  /«  =  i ,  on  a  l'équation  linéaire  homogène.  Supposons  n 
différent  de  o  et  de  i ,  et  divisons  les  deux  membres  de  l'équation 
par  y" .  Il  vient 

dy   \  P         ^ 

dx  y"-        y"-^         ^ 

Prenons  comme  nouvelle  fonction  inconnue  u  =  r:  k  étant  un 

certain  facteur  numérique,  on  a 

du  =  Y  -^  , 

ky'^ 

de  sorte  que  l'équalion  précédente  s'écrit 

^s^  —  Q- 

On  obtient  ainsi  pour  déterminer  //  une  équation  linéaire  avec  se- 
cond membre;   u  étant  connu,  on  en  déduit  j^. 

297.  Equation  de  liiccati.   —  On  appelle  équation  de  Riccati 
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une  émialion  de  la  forme  suivante  : 

dv 

^^-^P(x)j'î-^  P^iT)y-^  \\{x)  =  0, 

P.  I',.   I\.  étant  des  foiiclions  données  de  x. 

En  général,  on  ne  sait  pas  intégrer  cette  équation.  Mais,  si  l'on  en 
connaît  une  solution  parlicidiére  y^.  on  peut  trouver  la  solution 
générale.  Posons 

L'équation  donnée  se  Iransfornie  en 

ou,  en  tenant  compte  de  (m^  que  J',  est  une  solution  particulière, 

^  -^z\'iV{x)yi^  'P^{x)]  ^  z'^V{x)  =  o. 

<Jn  voit  que  z  doit  satisfaire  à  une  équation  de  BernouUi,  que  nous 
savons  intégrer.  On  pose  u  =  -;  u  est  donné  par  une  équation 
linéaire. 

Soit  Uq  une  solution  parlicMilière  de  cette  équation  linéaire;  «est 
de  la  forme  m  =  ;/«+  Cf,  v  étant  une  certaine  fonction.  On  a 


y=yi 


c? 


a,  [3,  y,  0  étant  certaines  fonctions  déterminées.  La  solution  générale 
de  l'équation  de  Riccali  est  donc,  par  rapport  à  la  constante  ar- 
bitraire, une  fraction  du  premier  degré.  Soient  alors  jKi  7  ^2?  JKsjJK* 
quatre  solutions  différentes  de  l'équation  de  Riccati;  elles  sont  com- 
prises dans  la  formule  générale  et  correspondent  respectivement  aux 
valeurs  C|,  Co,  C3,  c^  de  la  constante  c.  D'après  la  propriété  connue 
des  tractions  du  premier  degré,  pour  une  valeur  donnée  de  .r,  le  rap- 
port anliarmonupie  de  ces  quatre  fonctions  est  égal  au  rapport 
anliarmonitjue  des  quatre  constantes  correspondantes  : 

(71,^2,  ^'3,74)  =  (C,,C2,C3,  C^j. 

Le  rapjiorl  ankarnionique  de  (jwitre  solutions  données  de  l'équa- 
tion de  liiccati  reste  donc  constant  quand  x  varie. 
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!298.  Étant  donnée  une  équation  dilVérentielle  entre  x  et  _i',  si  Ion 
peut  opérer  sur  x,  y  un  changement  de  variables  qui  transforme 
l'équation  en  une  équation  rentrant  dans  un  des  types  précédents, 
on  en  déduit  la  solution  générale  de  l'équation  donnée. 


209.    Les  équations  que  nous  avons  étudiées  étaient  toutes  résolues 
dy 
dx 


par  rapport  à -f--  Considérons  maintenant  une  équation  mise  sous  la 


forme 

(^n  peut  chercher  à  résoudre  cette  équation  par  rapport  à  t''  de  façon 
à  être  ramené  au  cas  précédent.  Toutefois,  il  existe  certains  cas  où 
Ion  peut  se  dispenser  d'elfeetuer  cette  résolution  et  intégrer  directe- 
ment l'équation  non  résolue.  Donnons-en  un  exemple. 

Équation  de  Lagrange.  —  On  appelle  équation  de  Lagrange 
une  équation  de  la  forme  suivante  : 

■ù  et  it  étant  des  fonctions  données.  On  voit  qu'une  équation  de 
Lagrange  est  une  équation  linéaire  par  rapport  à  x  et  y. 

Dérivons  les  deux  membres  de  cette  équation,  x  étant  variable  in- 
dépendante. On  obtient 

(2)  y  =  9(7')  ■^x':>'(y')f-^-<h\y)y'. 

Dans  cette  équation,  prenons  y'  comme  fonction  inconnue  et  po- 
sonsjK'  =  /'-  L'équation  s'écrit 

(3)  p-^^p)  =  %\xii.p)^'\'ip)^■ 

Sous  cette  forme,  c'est  une   équation  ditférentielle   entre  p  et  x^ 

résolue   par  rapporta-^-  Elle   peut  se   mettre    sous  la  forme  d'une 

,.     ,   .  ,  (Ix  ... 

équation  linéaire  par  rapport  a  j:  et  -^'  en  1  écrivant 

dx 

(4)  -^\p  —  '^^p)\  =  ^?'(/') +  <>'(/'), 

de  sorte  que,  si  l'on  considère  x  comme  fonction  inconnue  de  yo,  on 
peut  intégrer  cette  équation.  On  obtient  ainsi  x  en  fonction  de/?.  Si 
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l'on  peut  de  cotte  relation  tlicr  />  eu  fouctiou  de  .r.  eu  |)(jrlant  la  \aleui- 
de/>  dans  léijualion 

(5)  j>' =  .7-cp(/)1 —•!/(■/<  I, 

on  aura,  [tour  r(''(jii;ili()U  iIouik'-c.   la  xilulioii   j^énérale  y  eu  fonction 

de  X. 

Ou   peut   aussi    couscivcr    rcxpresMoii    de;    c  en  fonction  de />   et 

porter  celte  valeur  dans  rex[)ression  (5)  de  )'.    On  aura  ainsi  y  en 

fonction  de  p.  En  résuin«''.  ou  voit  cpie  Ton  exprime  x  ei y  en  fonction 

dy  , 
d  un  parainèlre />,  -.—  élanl  f'i^ai  à />»  et  les  dillerenlielles  de  x  et  jk  dans 

ces  conditions  étant  liées  par  la  relation  (i). 

La  méthode  employée  s'appelle  la  méthode  à' intégration  par  dé- 
rii-a/io/i. 

30(K  Vpplitpions  cette  méthode  à  un  exemple.  Soit  l'équation 
dillérentieile 

^y^ —  f)_y'--(-  ç)(y  —  .t)  =  o. 

Posons  >''  =  p  et  dérivons  cette  équation  : 
„  dp  dp 

ou 

L'écpiation  obtenue  est  vérifiée  de  deux  manières  :  une  première 
solution  est  />  =  i ,  une  seconde  solution  est  celle  qui  donne  lieu  à 
l'équation  diflerentielle 

,     dp 
^Pdx-^'^^""- 

Pour  cette  seconde  solution,  on  a,  en  intégrant  cette  équation, 
d'où 

c  —  :>.  //2 
"=—3—- 

Portons  celte  valeur  dans  l'équation  donnée,  il  vient 

Y  ■=  X • —  =  -i— . 

9  9 

B.  -  II. 
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Nous  avons  ainsi   une   sululion   de   l'équation  donnée,  constituée 
par  les  deux  fonctions  de  p 

X  =  T )  Y  =  ' 


Va\  lano;age  géométrique,  on  obtient  une  certaine  famille  de  courbes 
unie  ursales  dépendant  d'une  constante  arbitraire,  le  paramètre  p  en 
l'onction  duquel  varient  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe 
étant  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courl)e  en  ce  point. 

Considérons  maintenant  Tanlre  solution.  De  />  =  i  résulte 

y  =  T-\-c. 

Pour  qu'une  fonction  de  cette  forme  vérifie  l'équation  donnée,  il 

faut  que  l'on  ait 

4  —  6  -i-  9  c  =  o  ; 

d'où 

2 

c  =  -• 
9 

La  fonction  j)' =  x  H —  est  une  intégrale  de  l'équation  donnée. 
Nous  trouvons  ainsi  pour  cette  équation  deux  espèces  de  solutions 
diflerentes  :  l'une  renfermant  une  constante  arbitraire,  l'autre  entiè- 
rement déterminée  et  ne  rentrant  pas  dans  la  famille  précédente. 

301.    Ln  cas  particulier  de  l'équation  de  Lagrange  est  l'équation 

de  Clairaut 

dy  i  dv\ 


'm- 


y  :=  X  —, f-  o 

•^  dx 

On  obtient  ici,  en  appliquant  la  méthode  précédente, 

dp  dp 

P-'P^''Tx^^^''^lL^' 

Celle    éfjuati  ou   |)eut  être  vérifiée  de  deux  manières  diflerentes, 

suivant  que  1  ou  [jrend 

dp  

dx 
ou 

X  -t-  '^' {p )  =  o. 

La  seconde  solution  donne 

X  —  —  -y  (■/?) 
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et,  en  iiortant  celle  valeur  de  x  dans  r<''(]iialioa  donnée, 
y  =  ^ p  'V (/>)  -f-  '!/(/>  I . 

On  a  ainsi  des  fonrtioiis  x  et  r  de /J  qui  satisfont  a  rc-cjualion  donnée 
et  ne  renferment  pas  de  constante  arl)ilrairc. 

En  prenant  la  solution  -j-  ■=.  o,  on  obtient 

P  =  «, 
d'où,  en  remplaçant  dans  lécpiation  donnée, 

y  ^  ax  -^  ')^{a). 

On  obtient  ainsi  pour  jk  une  intégrale  de  l'équation  donnée  dépen- 
dant d'une  constante  arbitraire  a.  On  dira,  en  langage  géométrique, 
que  l'on  a  une  famille  de  droites  satisfaisant  à  cette  équation. 

302.  Solutio/is  singulières.  — ■  En  résumé,  étant  donnée  une 
équation  ditlerentielle  non  résolue 

(i)  F(a7,j,  y)  =  o, 

on  peut  dans  certains  cas  l'intégrer  directement  et  il  peut  y  avoir  : 

i"  Une  famille  de  solutions  dépendant  d'une  constante,  c'est-à-dire 
une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre; 

2"  Des  solutions  non  comprises  dans  cette  famille  et  ne  renfermant 
pas  de  constante  arbitraire. 

Supposons  que  F  soit  fonction  analytique  des  trois  variables  x,  y, 
y',  et  que,  pour  un  système  déterminé  de  valeurs  x,,,  yo-,  y\^  attri- 
buées aux  trois  variables,  considérées  actuellement  comme  indépen- 
dantes, on  ait 

d¥ 
oy 

D'après  la  théorie  des  fonctions  implicites,  nous  pouvons,  au  voi- 
sinage du  système  de  valeurs  -^o ,  r  o  -  JKo  i  résoudre  l'équation  (i)  par 
rapport  à  /',  c'est-à-dire  trouver  pour  y'  une  fonction  déterjninée 
de  X,  y  vérifiant  l'équation  (i)  et  prenant  la  valeur  y\^  pour  x  =  x^^ 
j' =)'().   On  est  ainsi   ramené  au   cas  d'une  équation   diirérenticlle 

résolue  par  raj>port  a  -j--  L.ette  e(|uation  a  une  intégrale  qui,  pour 

x^Xq,  se  réduit  à  y^.  En  résumé,  on  trouve  j)0ur  y  une  fonction 
bien  déterminée  de  x   vérifiant  l'équation  (i),    prenant   pour  j?,,   la 
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valeur  jKo  et  dont  la  dérivée  prend  en  même  temps  la  valeur  y'^.  Sup- 
posons maintenant  que  nous  lassions  varier  ^o»  J'o  dans  un  domaine 
avoisinant  ce  point.  Les  conditions  (2)  seront  encore  réalisées  ely'^^, 
en  tant  que  solution  ilc  la  première  équation  (y),  est  fonction  con- 
tinue de  Xq,  >  0-  t)n  peut  donc  dire  que,  a',,  étant  fixé,  on  obtient  par 
le  procédé  indiqué  une  solution  de  Téquation  (1)  renfermant  une 
constante  arbitraire,  à  savoir  j'o-  Ainsi  se  trouve  établi  le  fait  sui- 
\ant  :  ou  voisinage  d'un  système  de  valeurs  Xq,  yo-,  y'o  ^éri- 
Jiant  (2),  toute  solution  de  (i)  rentre  dans  une  famille  dépen- 
dant d'une  constante  arbitraire. 

Examinons  maintenant  le  cas  d'un  système  de  valeurs  :ro,  yo,  y'o 
vérifiant  l'équation  (i)  et  l'équation  (3) 

Eliminons  )  '  entre  (i)  et  (3),  et  soit 

(4)  Q(x,^)  =  o 

le  résultat  de  Féliminalion.  Il  peut  arriver  que  cette  équation  défi- 
nisse pour  T  une  fonction  de  x  satisfaisant  à  (1).  Cette  solution,  qui 
est  d'une  nature  différente  des  précédentes,  sera  dite  une  solution 
singulière  de   l'équation  (i).  Dans  l'équation  de  Lagrange  donnée 

comme   exemple    (p.    ()8),   y  =  x -\ —  est  une   solution   singulière. 

Dans  l'équation  de  Clairaut,  la  solution 

est  aussi  une  solution  singulière. 

303.  Remarquons  qu'en  général  il  n'y  a  pas,  pour  une  équation 
différentielle  donnée,  de  solution  singulière.  En  effet,  si  nous  rem- 
plaçons l'équation  donnée  (1)  par  l'équation 

(5)  ¥{x,y,  y-\-i)  =  o, 

en  opérant  sur  cette  équation  (5)  comme  sur  l'équation  (i),  nous 
obtiendrons  la  même  équation  (4).  Or,  une  fonction  y  àe  x  satis- 
faisant à  1  équation  (4)  donne,  pour  j',  une  fonction  bien  déterminée 
qui  ne  peut  évidemment  satisfaire  à  toutes  les  équations  telles  que  (5). 
Cela  n'aura  lieu  que  par  exception  et  pour  des  valeurs  particulières 
de  a. 
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30-4.    Examinons  maintenant  le  cas  où   r<'M|ii;iti()n  ( i)  est  ohlenue 

par  i'liinia.iiii)ii   '11111    |i;iiiimclre  c  entre  <Jes   (Mjiiaiions  de  la    forme 

{cf.  t.  I.  p.  i3o) 

/  '^(x.  y,  c)  =  o, 

(6)  ,  0'^        >)9     , 

'   ox        ùy' 

A  tout  système  de  valeurs  ^o^.Koi  J'o  satisfaisant  à  (i)  on  peut  alors 
adjoindre  une  valeur  Cq  du  paramètre  c,  telle  (jue  le  système  x^^y^^ 
j>'„,  Co  satisfasse  aux  équations  (6).  Cette  valeur  Co,  qui  est  déterminée 
quand  Xo,  T'o,  y\  le  sont,  peut  être  considérée  comme  une  fonction 
de  X,  de  sorte  qu'il  y  a,  pour  y  et  c,  deux  fonctions  de  x  telles  que, 
y  étant  la  dé-rivée  dey,  les  équations  (6)  sont  vérifiées  par  ces  deux 
fonctions.  Dans  ces  conditions,  eu  dérivant  [)ar  ra{)port  à  j;  la  pre- 
mière des  équations  (  ()  ),  on  obtient 

(>ci         '>y      ,       0-:>  de   __ 
ôx        <Jy  de   dx 

ou,  en  tenant  compte  de  la  seconde  équation  (6), 

c*:?   de 
de   d.r 

.    .  de 

Cette  équation  peut  être  vérifiée  de  deux  manières.  Si  l'on  a  -^  =  o, 

on  en  déduit 

c  =  const. 

Les  intégrales  correspondantes  de  (i)  sont  des  fonctions  >'  dépen- 
dant d'une  constante  arbitraire  ;  on  retrouve  les  familles  de  courbes 
dont  on  est  parti  pour  obtenir  F.  Ce  sont  les  solutions  ordinaires 
de  (i). 

L'autre  solution  de  l'écjuation  précédente  est  -i-  =  o.  Cela  montre 
que  l'équation  (i)  esl  vérifiée  aussi  pour  les  systèmes  de  solutions 
vérifiant 

o  =  o,  — '    =  o. 

U(: 

En  éliminant  c  entre  ces  deux  ccpiations,  on  obtient  une  certaine 
équation  •l{x,y)  =  o  qui  définit  yen  fonction  de  .r.  Cette  fonction  y 
de  X  est  solution  de  (i  ). 

D'ailleurs,  F  étant  le  résultat  de  l'élimination  de  c  entre  les  équa- 
tions (^6j,  on  peut  poser 
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à  comlilion  de  considérer  c  comme  la  lonclion  définie  par  la  seconde 
équation  (^()i;  d'où,  en  dérivant  par  rapport  àj', 

t)F        ào  de 
dy'        de  ôy' 

T-.  .11  .  ,     ()o  1  .   d¥ 

Donc  tout  système  de  valeurs  ciui  annule  — ^  annule  aussi  — -,  ;  par 

1  (Je  o^X 

suite,  la  solution  y  que    nous  venons  d'obtenir  et  qui  correspond 

à  -=^  =  o  est  la  solution  sinirulière  de  (i). 
de  o  \  / 

On  voit,  en  résumé,  que  si  l'équation  (i)  est  obtenue  par  élimina- 
tion de  c  entre  deux  équations  telles  que  (6),  cette  équation  a  des 
solutions  ordinaires  et  une  solution  singulière;  les  solutions  ordi- 
naires s'obtiennent  en  résolvant  (i)  par  rapport  à  i  '  et  intégrant 
l'équation  obtenue;  elles  corresjiondent  à  la  famille  de  courbes  à  un 
paramètre  avant  pour  équation  cp  :=  o.  La  solution  singulière  corres- 
pond à  -7^  =  o.  En  langage  géométrique,  elle  est  constituée  par  Ven- 

veloppe  de  la  famille  de  courbes  ajant  pour  équation  cp  =  o. 

D'ailleurs,  il  est  évident  a  j>riori  que,  si  iine  famille  de  courbes 
satisfait  à  une  équation  difiérenlielle  et  a  une  enveloppe,  cette  enve- 
loppe satisfait  aussi  à  l'équation  différentielle.  En  eflet,  une  équation 
difïérentielle  n'est  autre  qu'une  relation  entre  les  coordonnées  d'un 
point  d'une  courbe  et  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point.  Or,  en  tout  point  commun  à  l'enveloppe  et  à 
l'enveloppée,  les  tangentes  à  ces  deux  courbes  sont  confondues. 

III.  —  Équations  différentielles  d'ordre  n. 

305.  Une  équation  dififérentielle  d'ordre  «,  résolue  par  rapport  à 
la  dérivée  d'ordre  n,  est  de  la  forme 

Pour  étudier  les  conditions  d'existence  de  ses  intégrales,  ramenons 
cette  équation  au  système  auxiliaire  (n"  286,  p.  85)  : 

dy  dyi 

(2)  est  un  système  de  n  équations  différentielles  du  premier  ordre 
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qui  est  équivaleiil   à   réquation   proposée.    Suit   a,   Ùq,  bt,  ....  b„_i 
un    système    de   valeurs    tel    que    la    fonction    de    (/?-|-i)    variables 

f  [x.,  Yt  -r-  '••',     ,  ^^j^  )  soit  régulière  pour  le  poinl  a,  />(,.  ^,,  ..., 

I.e  iliéitrrine  d'existence  des  intégrales  est  applicable  au  système  (2), 
en  prenant  pour  valeurs  initiales  de  x,  y.,  -j-y  •  •  •?  - .  ^^_,  respective- 
ment «7,  60,  6,,  .. .,  ^«_,. 

On  constate  ainsi  que  1  on  |)cut  se  donner  comme  constantes  arbi- 
traires les  valeurs  de  la  fonction  et  de  ses  («  —  i)  premières  dérivées 
pour  une  valeur  donnée  de  ar  ;  la  solution  de  l'équation  (i)  dépend 
donc  de  n  constantes  arbitraires. 

Nous  allons  indiquer  un  cert.iin  nombi'e  de  cas  où  l'on  peul 
abaisser  Tordre  de  1  équation  ou  la  ramener  à  nu  type  ccjnnu. 


306.  Soit  léquation 

dx'^ 


""''  =/(^). 


Elle    s'intègre    par    n    quadratures    ([ni    donnent    successivement 

— 4-'   •••'  -7--  Chaque  quadrature  introduit  une  constante  additive 
dx"-^  dx  1        T 

qui,  dans  la  quadrature  suivante,  se  multiplie  par  .r,  de  sorte  qu'on 

trouve   pour  y  une  fonction  déterminée   de  r,    plus    un  polynôme 

arbitraire  d'ordre  n  —  i . 

307.  La  fonction  y  n^ entre  dans  C équation  que  par  ses  déri- 
vées à  partir  d'un  certain  ordre  k.  —  On  prend  comme  nouvelle 
inconnue  la  dérivée  d'ordre  k  ;  on  obtient  ainsi  une  équation 
d'ordre  n  —  k.  En  supposant  cette  équation  intégrée,  on  est  ramené 
au  cas  précédent.  On  obtient  K  par  /.'  quadratures  successives. 

308.  X  n'entre  pas  pxpliritf ment  dans  l'équation  différentielle. 
—  Celle-ci  est  alors  de  la  forme 

d"y  _  r  I        dy  d"-^y 

Ih^  ~-^  Y'  Z?'   '  *  *'  f/^"-' 

Faisons  un  changement  de  variable  en  prenant  r  comme  variable  et 
X  comme  fonction  inconnue  de  y.  D'après  la  théorie  du  changement 

(t'y     ct'^  V  .  . 

de   variables,   les  dérivées  —■,  -r^i  •••  s'expriment  rationnellement 
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;iu  inoven  des  nouvelles  dtTi\ées  x^.,  jy,  ...,  de  sorte  que  l'équation 
donnée  se  translonne  en  une  nouvelle  équation  dans  laquelle  x 
irt'iilre  que  |)ar  ses  dérivées  à  partir  du  premier  ordre.  Kn  prenant 
X  coinnie  nou\elle  lonction  inconnue,  l'équation  n'est  plus  que 
d'ordre  n  —  i . 

Pour  faire  le  cliangenienl  de  \ariable,  on  peut  procéder  de  la  ma- 
nière suivante.  Posons  • 

<v 

et  cherchons  ce  que  devient  -r^  dans  le  changement  de  variable. 

('/est  la  dérivée  de  p  par  rapport  à  .r  ;  si  l'on  remarque  que  l'on  a, 
t|uelle  que  soit  la  fonction/", 

d.r        dy  P' 

1 .  1    •  I  d"-  V  dp 

on    voit  que  Ion  dojt  remplacer  —r^  par -j^/>. 


D 


e  mem( 


d^  Y         ■  11--'  <         ^     d-  y      ,   ■ 

éme,  -r^>  qui  est  la  dcnvee  par  rapport  a  x  de  -j-^'    doit 


être  remplacé  par  -i-  yp  -j-  )  p,  c'est-à-dire  par     (  -j-  \ 

et  ainsi  de  suite. 

Prenons,  par  exemple,  l'equalion 


dy 


d\v 
dx- 


y- 


'-'M 


M 


C'est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  par  rapport  à  >-, 
ne  contenant  pas  explicitement  la  variable  .r.  En  prenant  y  comme 

variable  indépendante  et  posant  -^  =/>5  1  équation  se  transforme  en 

la  suivante  : 

dp 


dy 


pdp 


■y 


=  y  dy, 
(•quation  du  premier  ordre  dans  laquelle  les  \ariables  sont  séparées. 
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On  peut   iult;;ror  celle  équalion  et  en  déduire  une  relaliur)  enlre  p 

el  y.  lîn  porlant  dans 

dy 
dx 

on 


-JZ  =P 


dx  —  -^  1 
P 

on  aura  x  par  une  (pi;i Jralurc. 

'M)\).    L cqualion   donure  est  homogène  par  raj)porl  à  y  et  ses 
dérivées  jusqu'à  l'ordre  n. 

Une  lelle  équalion  esl  de  la  forme 

\y    y  y  I 

l'osons 

y  ^  e^ 

el  prenons  ;  coniine  nouvelle  fonrlion  inconnue.  On  a 

y' ^  e"  z\         y"  =  e^(  z'--ir- z"),  .... 

D'une  façon  générale,  on  reconnail  que  )'^*^  est  égal  à  e~  multiplié 
j)ar  un  polynôme  contenant  les  dérivées  de  c-  par  rapport  à  x  jusqu'à 

y'      y"  y^' 

lonhe  /.   in(lusi\emenl,  de  sorle  que  les  rapports  - — >  — ?   •••5   

'  '  '  J'     r  y 

sexprinient  par  des  polynômes  en  z',  z",  . . . ,  z^"^  et,  par  cette  trans- 
formation, léquation  prend  la  forme 

œ(  z',  z".  .  .  . ,  z''"-  )  =  o; 

c'est  une  é(|ualion  d'ordre  n  ne  renfermant  la  fonction  inconnue  :; 
que  par  ses  dérivées  à  |)arlir  de  l'ordre  1 .  En  prenant  c'connne  fonc- 
tion inconnue,  r(''(|ualion  n  est  plus  que  d  ordre  u  —  i. 

)>I0.    L'c(/i/aU<</i  donnée  esl  homogène  peu-  raj>port  aux  quan- 
tités X,  y,  dx,  dy,  d-y,  ...,  d"y. 

Ln  exem|)le  d  une  lelle  équation  est  I  ('(piation 

l.e  piemier  membre  est  liomoyène  et  de  degré  o  par  rappcjrt  aux 
quatre  quantités  x,  y,  dx,  dy,  car  il  ne  change  pas  quand  on  mul- 
tiplie x,j',  dx,  dy  par  A. 
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D'une  manière  générale,  la  condition  de  l'énoncé  étant  réalisée,  si 
l'on  remplace  x,  y  par  \x,  "ky,  le  premier  membre  de  l'équation  sera 
multiplié  par  une  certaine  puissance  de  À,  soit  a"'. 

Posons 

y  =  ux^ 

et  soit 

^(a?,  M.  dx,  du,  .  .  .  )  =  o 

l'équation  transformée.  Quand  ou  remplace  x  parAj:,  sans  changer  m, 
le  premier  membre  de  cette  écpiation  doit  èlre  multiplié  par  A'".  Trans- 
formons l'équation  o  =  o  en  prenant  x  comme  fonction  de  a,  change- 
ment que  nous  avons  étudié  sur  d'autres  exemples.  La  nouvelle  équa- 
tion obtenue  est  telle  que,  si  l'on  multiplie  la  fonction  inconnue  x,  et 
par  suite  toutes  ses  dérivées,  par  A,  sans  changer  la  variable  a,  le  pre- 
mier membre  de  l'équation  est  multiplié  par  A'".  Ce  premier  membre 
est  donc  une  fonction  homogène  et  de  degré  ni  de  x  et  de  ses  déri- 
vées par  rapport  à  u.  C'est  le  cas  précédent. 

311.   Considérons  une  équation  de  la  forme 

Multiplions  les  deux  membres  par  2y'.  On  a 

Sous  cette  forme,  le  premier  membre  est  la  dérivée  par  rapport  à  x 
de  y'^.  On  a  donc,  en  intégrant, 


'-  =  ^-  f  f(y)dy  +  C. 


y 

On  est  ramené  à  une  équation  du  premier  ordre 

Cette  méthode  peut  s'appliquer,  par  exemple,  à  l'équation 

y'  =  y\ 

mais  cette  équation  rentre  aussi  dans  le  type  des  équations  linéaires, 
que  nous  allons  étudier  maintenant. 
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IV.        Equations  différentielles  linéaires. 

31'2.  On  ;i|»|)i'lle  ct/inition  dl (l('-n'titi<'llr  liiirdire  et  homogène 
d'ordre  n  unti  équalion  de  la  (orme 

d"  y        ,,    d"-^y  ^        dr        „ 

P),  P2,  ...,  l*«  élanl  des  fonctions  données  de  x.  En  j;énéral.  nous 
supposerons  que  ce  sont  des  fondions  analjli(|ues. 

On  appelle  équation  dijfê  rende  Ile  linéaire  d'ordre  n  non 
homogène,  ou  avec  second  membre,  une  é(pialion  de  la  fcjrnie 

d"y      ,,  d'>-^  V  r,      <^iy      i>         £,   . 

P,,  Pa,  . . . ,  P/i  et/  étant  des  fonctions  données  de  x^  qu'on  suppose 
en  général  analytiques,  f^équalion  (2)  comprend  comme  cas  parti- 
culier l'équation  (1  ). 

L'équation  (1)  appartient  aussi  au  type  des  équations  homogènes 
par  rapport  à  y  et  ses  dérivées.  En  posant  y  =  e^,  elle  se  transforme 
en  une  équalion  d'ordre  n  —  i  en  z'.  Mais  cette  nouvelle  équation 
n'est  plus  linéaire,  de  sorte  que  la  transformation  n'est  pas,  en 
général,  avantageuse.  Pour  le  montrer  sur  un  exemple,  prenons 
l'équation  linéaire  et  homogène  du  second  ordre 

y^  Pj''4-Qj  =  o. 

En  posant  y  =  e^.  on  a 

y=e=-=',         y'=  e={z'-^-hz"). 

L'équation  de^ient,  après  avoir  di\isé  par  e^, 

z"^  z'i-+-  Fz'-f-Q  =  o 
ou,  en  posant  ;'=  «, 

u'-i-  ;<'^-h  l' f/,  -f-  Q  =  o: 
on  voit  que  a  dépend  d  une  équation  de  Kiccali. 

313.  Revenons  au  cas  général  et  faisons  quelques  remarques  con- 
cernant les  équations  linéaires. 

Supposons  qu'on  connaisse  une  solution  y,  de  l'équation  (i). 
Posons 

y  =  >'!-• 


io8 

(3n  ;i 
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dx 


d\r 
d.r^ 


d.r-^ 


loniions  la  coinliiiiaisoii 

d"y 
dx" 


dvi   dz  d-  z 

dx    dx       ~     dx- 


H„r, 


c'est-à-dire  le  premier  membre  de  (iV  On  reconnaît  que  dans  celte 
fonction  le  coefficient  de  z  est  nul.  car  c'est  l'expression 


dx" 


P. 


dn-l 


y\ 


</.r"-' 


p«r 


dz 


\.insi,  l'en  nation  transformée  est  linéaire  et  d  ordre  n  —  i  en  -^- 
'  dx 

On  peut  dire  que  la  connaissance  d  une  solution  particulière  de  {\) 

permet  d'abaisser  l'ordre  d'une  unité.  Ce  résultat  a  son  analogue  dans 

la  théorie  des  équations  algébriques. 


314.   A  cause  de  la  forme  de  (i).  on  voit  que.  sij',,  )'o résout 

solutions,  la  fonction  c,  )•, -^  to  j'o  +  •  •  •  +  ^Aj'/ii  où  c,,ro,  ...,  Ck 
sont  des  constantes,  est  aussi  solution.  En  effet,  en  remplaçant 
dans  (i)  ^  par  cette  fonction,  on  voit  que  les  coefficients  de  c,, 
Co,   . . . ,  Ck  sont  tous  nuls. 

Etant  données  A"  fonctions  de  x,  j', ,  y.^,  ....  y'k-,  on  dit  qu'elles  sont 
linéairement  indépendantes  si  aucune  d'elles  n'est  égale  à  une  com- 
binaison linéaire  et  homogène  des  autres.  Je  dis  que  si,  parmi  les 
fonctions  y,,  l'o.  ....  j'a.  1  une  est  fonction  linéaire  et  homogène  des 
autres,  le  déterminant 


ri 

J'2 

.n- 

dv, 
dx 

dy, 
dx 

dVK- 

dx 

d^-\Vi 

d''-\y. 

d''~\v,. 

dx^^ 


dx^-i 


dx'--^ 


est  nul.  En  effet,  supposons  que  r^t,  jDar  exemple,  soit  combinaison 
linéaire  des  autres  fonctions.  On  a  une  relation  de  la  forme 


^•Ifi^  '-iVl 


A/,_iJ'/,_i-T-J>-A=  O. 
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I*ar  (It'i'ix  alioM,  crllf  irl.iiioii  cnlraiiif  lo  /,  —  i   suivantes 


loy 


</V[ 


A.> 


I  /.  - 1 


''»'/,    1 


=  Oi 


Ai  — : — ; — r-  -H  A-» 


</^A-' 


fZ-r*-' 


Aa-1 


rf*-»KA_i       ^/'-   'y/. 


r/,H-i 


r/j-/'-' 


Pour  clui(|ue  valeur  de  .r,  on  a  /,"  rclaliitns  homogènes  entre  les 
/••  ([uanlilés  non  loiites  nulles  A,,  A^,  ...,  Aa-i,  '•  Donc,  le  déterini- 
nanl  des  cuelficienls  de  ces  k  quantités,  qui  est  D,  esl  nul. 

11  r(''Siilie  de  là  que  si,  étant  tlonnées  /,"  fonctions  j^,,  )'•>,  ....  y^^ 
on  a 

il  est  impossible  que  l'une  soit  combinaison  linéaire  des  autres;  en 
d'autres  termes,  les  k  fonctions  sont  linéairement  indépendantes. 

315.  Cela  posé,  nous  allons  montrer  que,  si  V on  connail,  pour 
V équation  différentielle  homogène  (i),  un  système  de  n  solu- 
tions y  ^^  y,  ^  ...,y„  linéairement  indépendantes,  on  peut  avoir 
la  solution  ta  plus  générale  de  l'équation  non  homogène  (2)  par 
des  quadratures. 

Puisque  jKi,  J-ii  •  •  •  -,  Jn  sont  linéairement  indépendantes,  on  a 


D  = 


dyx  dy\ 

dx  dx 


dx 

d"-\Vn 


^O. 


dx"-^        dx"-^  dx"-^ 

Nous  allons  chercher  une  solution  y  de  l'équation  (2)  de  la  forme 

(3)  y  =  ^\y\-r  Z.y\-^.  ..^  ZnJ'n, 

les  :;  étant  des  fonctions  inconnues  auxiliaires  entre  lesquelles  nous 
établissons  n  —  1  relations,  savoir  celles  que  l'on  obtiendrait  par  dé- 
rivation de  (3)  si  z^^  Zo,  ...,  z,i  étaient  des  constantes  ;  nous  avons 
ainsi  les  relations 


I 


(4) 


dx 

d"-\v 
dx"-'^ 


dy  _        dvi 
dx 


dy. 
dx 


dx 


d"  \r, 

dx"-^ 


d'-\v., 
dx"  ^ 


^    d"-^y„ 
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Nous  avons  n  +  i  fonctions  inconnues  y,  z^,  ...,  :;„  qui  doivent 
satisfaire  aux  n  -f-  i  équations  (2),  (3)  et  (4).  Au  moyen  des  équa- 
tions (3),  (4)^  formons  la  combinaison  qui  figure  dans  le  premier 
membre  de  (2).  Pour  cela,  multiplions  l'équation  (3)  par  P„,  la  pre- 
mière des  équations  (4)  pai'  P//_i,  la  seconde  par  Ph_2,  la  dernière 
jiar  P,  et  ajoutons  membre  à  membre.  Le  premier  membre  de  la  rela- 

lion  obtenue  est  égal,  en  tenant  compte  de  (2),  à /(x) j-^-   Dans 

le  second  membre,  le  coefficient  de  :;/,  en  tenant  compte  de  ce  que  K/ 

est  solution  de  (i),  est —•  Donc  on  a 

Dérivons  chacune  des  n  équations  (3)  et  (4),  en  tenant  compte 
pour  chaque  équation  de  l'équation  suivante  et,  pour  la  dernière 
équation  (4),  de  l'équation  (5).  Nous  obtenons 

'  0  =  ^',      yi       -+-3;       y,       — ...-^y„_X„, 

1  o  =  z'      ^      ~z'.      ^       ■  ...  \    z'   "^^^ , 

\  " '       dx  " '        dx  •  • •  n    ^^ 


(6) 


_      ,    (i^'-'ri  ,    ^"-'J^2   _  _      ,    ^"-'  Va 

J^""^-^^    dx'^-^    ^^'    dx'^-^      '    ■••       """    rf:r«->  ' 

Ce  système  (6)  est  un  système  de  n  équations  linéaires  par  rapport 

Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  est  le  détermi- 
nant D  qui  est  différent  de  o,  par  hypothèse.  Ces  équations  peuvent 
donc  être  résolues  par  rapport  aux  ^^-  et  donnent  pour  ces  quantités 
un  système  de  fonctions  bien  déterminées.  De  chacune  de  ces  fonc- 
tions z\  on  déduit  la  fonction  zi  correspondante  par  une  quadrature. 
La  solution  la  plus  générale  de  (2)  est  alors  fournie  par  la  relation  (3). 

Cette  méthode  est  dite  la  méthode  de  vmiation  des  constantes. 

Tout  système  de  solutions  )'),  j)^25  •  •  •■>  Yn  formé  de  fonctions  indé- 
pendantes est  dit  un  système  fondamental  dHntégrales  de  l'équa- 
tion (11. 

316.  Considérons  le  cas  particulier  de  l'équation  homogène  (1). 
Pouj-  avoir  les  fonctions  ^^correspondantes,  faisons  ji^x)  :=  o  dans  (6). 
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Ce  svstènie  devient  un  svslèine  d'é(ju;itlons  lin<'aires  et  homogènes 
donl  le  délenninant  D  rst  dillV-renl  d<'  o  et  qui,  par  suite,  n'admet 
que  la  solution 

-**  à  —  -s*  .>  —  •  •  •  - —  5  fi  • —  O  • 

Les  fonctions  ;,,  Co,  ...,  z„  se  réduisent  dans  ce  cas  à  des  con- 
stantes. On  a  donc  le  résultat  suivant  relatif  à  l'équation  linéaire  et 
homogène  :  Vi ,  y-2^  •  •  • ,  j'/i  étant  n  solutions  particulières  de  l'équa- 
tion (  i),  constituant  des  fonctions  indépendantes,  la  solution 
générale  de  r équation  (i)  est  donnée  par  la  combinaison  linéaire 
la  plus  générale  des  fonctions  y  ^^  y^-,  •  •  -i  Yn  '• 

Propdsons-nous  de  trouver  une  intégrale  y  de  (i)  qui,  pour  la 
valeur  x^  de  la  vaiiahle,  prenne  une  valeur  donnée  Kqj  les  dérivées 
de  y  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusivement  prenant  également  des  va- 
leurs données  jK„,  rj,,  . .  -,  ro"~". 

I.a  solution  cherchée  est  de  la  forme 

y  =  Ci  JK,  —  c,  jKi -I- .  .  .  —  C,,^/!- 

On  a.  en  dérivant  t)  —  i  fois, 

dy  _       dvi  rf/2  dvn 

dx  dx  "  dx  •  •  •         a   ^^^ 


d"-W  d"-^  V,  r/''-i  V,  o?"-i  v„ 

dx"-^  dx"-^  '    dx"-'^        "  '       ^"   dx"-^ 

Donnons    à    37    la  valeur  :ro  ;    soient    (j'i)o5    •  •  •  •> 

•    les  valeurs  que  prennent  alors  y^, 


\  dx"-'^  /o' 

—, — V ,  . . .  •  Un  a  les  n  relations 


d.y\ 

dx  /o 
du 
dx 


/dvi\  (dy,i\ 

C'est  un  système  de  n  équations  linéaires  kn  inconnues  C|,  Co,  ..., 
c,,-  Le  déterminant  des  coefficients  de  ces  inconnues  est  le  détermi- 
nant D,   pris  pour  la  valeur  o^-y.  Donc,  en  tout  point  x^^  pour  lequel 
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D  ^' o,  on  peut  trouver  une  intégrale  de  (i)  qui  prenne  en  ce  point 
une  valeur  donnée,  ses  ii  —  i  premières  dérivées  prenant  aussi  des 
valeurs  données. 

317.  Remarquons  qu'une  équation  linéaire  et  homogène  conserve 
la  même  forme  si  Ton  change  de  variable  indépendante.  Soit,  en  effet, 
le  changement  de  variable  défini  par 

On  reconnaît  [cf.  t.  I,  p.  124)  que  chaque  dérivée  de  y  par  rap- 
port à  t  s'exprime  en  fonction  linéaire  et  homogène  des  dérivées  àe  y 
par  rapport  à  x.  Inversement,  on  peut  ex[)rimer  les  anciennes  déri- 
vées par  des  combinaisons  linéaires  et  homogènes  des  nouvelles.  Le 
premier  membre  de  (1)  se  transforme  donc  par  ce  changement  de 

variable  en  une  expression  de  même  forme  par  rapport  à  -^>  •  •  •• 

318.  Equations  linéaires  et  homogènes  à  coefficients  constants. 
—  Supposons  que  P(,  Po,  ...,  P„  soient  des  nombres  donnés.  Nous 
allons  chercher  à  satisfaire  à  l'équation  (i)  par  une  fonction  de  la 
forme 

(7)  y  =  e'-^, 

r  étant  une  constante  à  déterminer.  On  déduit  de  (7) 

dy  d^  V  d'^  Y 

dx~  '  dx^~       ^     '  •  •  •  '  dxi^~'     ^     ■ 

En  portant  ces  valeurs  de  v  et  de  ses  dérivées  dans  l'équation  (i) 
et  divisant  par  e'"-^  qui  est  en  facteur,  on  obtient  l'équation 

(8;  o(/-)  =  r'^-K  ?,/••'-»-+-... -^  P„=  o. 

C*est  une  équation  en  /•,  algébrique  et  de  degré  n.  On  l'appelle 
\ équation  caractéristique  relative  à  l'équation  (i).  Si  /•,  est  une 
racine  de  cette  équation,  e'"'-^  est  une  solution  particulière  de  (ij.  Par 
conséquent,  si  (8)  a  n  racines  distinctes  /•, ,  r-,,  .••,  /«,  on  connaît 
pour  (i)  les  n  solutions  particulières  suivantes  : 


Je  dis  (\\x  elles  forment  un  système  de  fonctions  indépendantes. 
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Il3 


En  cHct,  forimms  [xnii-  ces  fonctions  le  délerininanl  D  de  la  théorie 


gêné  m 

le.  On  a 

e'-.-^ 

e '■■'■' 

D  = 

/•,e'-.-' 

—  g' r,-i- Tj-H. .  .-t- r„)  X 


Ce  second  déterminant  i  dr  \  anilmiionde  i  est  éfjal  au  produit  des 
dilî'érences  deux  à  deux  des  //  cjuantités  /*,,  /•.>,  .  .  .,  /•„.  Jl  esl  donc 
dillcrenl  de  zéro  si  ces  quantités  sont  distinctes.  Dans  ce  cas,  les 
n  solutions  particulières  obtenues  forment  un  système  fondamental 
et  la  solution  la  plus  générale  de  (i)  est 


319.    Prenons  comme  exemple  l'équation 

y"— y  =  o- 

L'équation  caractéristique  est 


•2  I  — 


Elle  a  deux  racines  distinctes  qui  sont  zt  i  :  à  l'une  correspond  e-^,  à 
l'autre  correspond  e~-^ .  La  solution  g('-nérale  de  l'équation  est 

j'  =  Ae-^-H  Be--^. 
Prenons  maintenant  l'(Wpiation 

L'équation  caractéristique  est 

/•"-  -^  I  =  o  ; 

elle  a  pour  racines  -âzi.  d'ovi  les  deux  intégrales  particulières  e'-^,  e~'-^' 
et.  par  suite,  la  solution  générale 

y  =  Ae'-^-i-  Be-'-^=  (  A  -h  B  )  cosx  -h  i( \  —  B)  sina:, 


ou  encore 


y  :=  a  cos:r  ■+-  b  «inar. 
Considérons  enfin  l'équation 

d'y 


dx' 


-y  =  o. 


15.   —  II. 
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L'équation  caractt'ristiqur  est 

/•• —  1  =  o; 

dit'  a  pour  racines  i.  —  i.  /.   —  /.  La  solution  i;('néralc  de  réqualion 
est  donc 

y  z^  Ae-^-H  lîe--^-i-  Ce'-^-i-  De-'*'  =  Ae-^-i-  Be-^-t-  A'cosr-}-  B'  sinr. 

3!20.  l'examinons  niainleiianl  le  cas  où  1  équation  caractt'iistitjue  a 
des  racine>  multiples. 

/•  étant  un  nombre  quelconque,  considérons  la  l'onction  obtenue 
en  remplaçant^)'  par  e''''  dans  le  premier  membre  de  (  i  ).  On  a 

9>  .  ,    -^Pi— r:rr^  -...-- i'„e'-'-=e'--^ç/-. 

13érivons  cette  relation  par  rapport  à  /•  en  intervertissant,  dans 
chaque  terme  du  premier  membre,  Itjrdre  des  dérivations,  ce  qui 
revient  à  écrire 

TTr  \~d^  )  ~  ^^'^^''""'^• 
On  obtient  la  relation 

-;—  {xe''^)  -I-  P,  -, ( are'--*- )  ^  .  .  .-+-  P„j"<"-^  =  e'--'-[.rQ(/-) -^  o' {r)\. 

dx'^  dx"~^ 

Si  /•  est  racine  d'ordre  supérieur  ou  égal  à  2  de  l'équation  carac- 
téristique, '^(r)  et  C5'(/-)  sont  nuls;  par  suite,  le  second  membre  est 
nul.  Cela  montre  que  xe'-^'  est  une  intégrale  de  l'équation  (i). 

D'une  façon  générale,  dérivons  h  —  i  fois  par  rapport  à  /•  la  lela- 
tion  (9)  en  intervertissant,  pour  chaque  terme  du  premier  membre, 
l'ordre  des  dérivations  par  rapport  à  .r  et  par  rapport  à  /•.  Si  l'on 
remarque  que  Ion  a 

d?^^  \d^  )  ~  d^-^""  '     ''"'''' 
on  reconnaît  que  1  on  ol)tirnt  dans  le  premier  membre  rexpression 

4-^  (x'^-'^e'-^)  -+-  Pi  -; .  ix'^-^e'-^)  -}-.  .  .-f-  Vnx'^-^e'-^. 

dx"  ^  '  dx"-^ ^ 

Quant  au  second  membre,  il  est  égal  à  e""  multiplié  par  un  poly- 
nôme linéaire  par  rapport  à  c^,  -^',  ...,  'j,^^~*K  Si  /■  est  racine  d'ordre  A 
de  l'équation  caractéristique,   il  annule  toutes  ces  fonctions  et,  par 
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suite,  le  s«.M'()ii(i  lueiiihif.  iJonc  .r^^'e^-^  est  une  iiitéj;rale  de  l'équa- 
linn  I  I  ).  \'ai  résumé,  si  r  est  racine  d'ordre  h  de  Véquation 
ctirdctéristii/iic,  les  h  fonctions  e''-^,  xe''^ ,  x'-e''-^,  ...,  x'^'^e''^  sont 
solutions  de  (  i). 

Soient  /■,.   /•_..   ....   /■,    \i'>  r;icmcs  (li^liuctc^  (II-  l'é(juatiun  caracté- 
ristique: A,,  Aj //)  Iniis  onlres  (Je  inulli|)licité  respectil's.  Nous 

avons  comme  sululmns  |»;uli(iilièies  de  (i)  //(  H- Aj -f-.  .  .-h  A)  ^ // 
fonctions,  savoir  : 


(1../ 


()ii  ol)lient  une  solution  en  prenant 

y  =  e'-.-rri,r.r)  4-... -H  e'-.-^Uiix), 

n,,    ....    n>.   étant    des    polynômes   arbitraires    de    degrés    respectifs 

ht  —  I //>. —  I.   Je  <lis  qu(^   c'est  là  la  solution   la   plus   générale 

de  (  i).  il  suffit,  pour  le  faire  voir,  de  vérifier  que  les  n  fonctions  (lo) 
sont  linéairement  indépendantes,  c'est-à-dire  qu'il  n'existe  pas  entre 
ces  fonctions  de  relation  linéaire  et  homogène  à  coefficients  constants 
non  tous  nuls.  Gela  revient  à  montrer  (piOn  ne  peut  avoir  de  relation 
de  la  foi-me 

o  =  e'->^Vi( X)  -T-.  .  .-(-  e'-.-'-I')  (37), 

P,,   ....  i*>  ('-tant  des  polynômes  non  tous  nuls.  En  divisant  par  e'"i-^ 
■on  aurait 

o  =  P,(:r)  -I-.  .  .-f-  e''-A-''.'-cPx(.r  ), 

les  dlllérences  /^ —  /(,  .  .  .,  /'), —  /(  étant  toutes  difierentes  de  zéro. 
On  peut  dériver  cette  relation  un  nombre  suffisant  de  fois  pour  faire 
disparaître  les  termes  de  P,(.r).  On  aurait  alors  une  relation  ana- 
logue contenant  un  terme  de  moins,  les  polynômes  qui  remplacent 
P,,  .  .  ,,  nétant  pas  tous  nuls,  l'^n  opérant  sur  cette  relation  comme 
sur  la  précédente  et  en  continuant  ainsi,  on  arriverait  à 

o  —  e-'-^Tix), 

s  étant  (iiIlcTeiit  île  /.('-ro  et  1"  u  <''tant  pas  nliMilupiemeut  nul.  Une 
tell(!  relation  est  impossible:  pai-  suite,  les  n  fonctions  (lo)  sont 
linéairement  indépendantes,  et  la  solution  la  plus  générale  de  (i  )  a  la 
forme  indiquée. 
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3^1.  Considérons  le  cas  où  l'équation  difierentielle  donnée  a  ses 
coellicionls  réels.  L'équation  caractéristique  a  ses  racines  réelles  ou 
imaginaires  conjuguées  deux  à  deux.  Aux  racines  a+  '^pi  et  a —  ^i 
correspondent  les  solutions  suivantes  : 

e^a-P')^,     :re' a- ?')•'•,      

OU 

e«'^(cospr -r- i  siii  p^"),     xe^^{c.o?,'^x  -\-  i  s'xn'ftx),      .... 
e''"^{co%^x  —  «sinp.r),     xe^'^icos^x  —  isinpar),      .... 

La  partie  de  l'intégrale  générale  correspondant  à  ces  racines  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

e'^co%'^x?i{x)  -i-  e«-^sin  ^a:-Qi(x), 
Pi  et  Q,  étant  des  polynômes. 

322.  Exemple.  —  Prenons  Téquation 

y"  -^  -ly'  -^  y  =  o. 

L'équation  caractéristique  est 

/•2  -i-  2  /•  -f-  I  =  o  ; 

elle  admet  la  racine  double  /•  =  —  i,  d'où  l'on  déduit  les  deux  solu- 
tions particulières  e~'',  xe'^-''  et,  par  suite,  la  solution  générale 

y  =  e--^(A  -^-  Bx). 

323.  On  peut  ramener  aux  équations  linéaires  et  homogènes  à 
coefficients  constants  les  équations  d'Euler,   qui  sont  de  la  forme 

d'^y  ,  d"-W  dy 

j>\,  /?2!  .  .  .;  Pn  étant  des  constantes. 

Posons 

X  =  e', 

doù 

x'i^  e^  =  X. 

E\aluons  les  dérivées  de  y  par  rapport  à  la  nouvelle  variable  t, 
0)1  a 

D'une  façon  générale,  y'^r^  est  une  combinaison  linéaire  de  xy'.. 
x-y\  ....  xPy^PK 
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En  efl'et.  adiuelton.s-lc  jiis(|iià  l'onlrc />  iiu:liisi\cinent  :  «'n  dérivant 
i\o  nouveau,  le  Icinic  -r^y^a  donne  aji-^y^^*^  +  j:=''*"'^'*+'\ 

La  dérivée  d'ordre  />  +  i  est  donc  bien  de  la  forme  indiquée. 
Inversement,  en  résolvant  les  équations  obtenues  par  rapport  à  xy\ 

a -y, i"y'"  .  on  obtient,   pour  c<'»  quantités,   des  expressions 

qui  sont  des  cond)inaisons  linéaires  et  liomo^ènes  de  r',,  rj,,  ...^y',"'. 
En  portant  ces  valeurs  tians  l'équation  donnée,  celle-ci  se  transforme 
en  une  équation  linéaire  et  homogène,  t  étant  la  \ariable  indépen- 
dante. Cette  équation  a  des  solutions  de  la  forme 

e'',     te",     r-e".      .... 

c'est-à-dire,  en  revenant  à  la  variable  x. 

a-'",     x''Lx,     x''(Lxy- 

()n  est  alors  conduit,  pour  intégrer  l't'-quation  donnée,  à  poser 

y  =  xr^ 

r  étant  indéterminé.  En  écrivant  que  l'équalion  est  satisfaite  pour 
une  fonction  r  de  cette  forme,  on  oljlienl  une  équation  dans  laquelle 
X''  est  facteur  d'un  certain  polvnome  en  /•.  En  annulant  ce  polynôme 
on  a  une  équation  en  /•,  dite  équation  caractéristique.  A  toute 
racine  r^  d'ordre  h  de  cette  équation  correspondent  les  h  intégrales 
particulières  .r''»,  .t'^oLj:,  .  .  .,  x'''.\'LxY~' . 

324.   Equations  avec  second  membre.  —  Considérons  l'équation 

fin  Y  d"  '^  y 

soient  V(  une  intégrale  |)arti(ulière  de  cette  équation.  )■  l'intégrale 
générale.  En  posant 

on  voit  que  z  est  la  solution  générale  fie  l'écpiation  précédente  où 
Ion  fait/=o,  c'est-à-dire  de  l'équation  sans  second  membre. 

D'autre  part,  nous  avons  vu  que,  si  l'on  connaît  la  solution  géné- 
rale de  l'équation  sans  second  membre,  la  méthode  de  la  variation 
des  constantes  permet  d'obtenir  l'intégrale  générale  de  (2)  par  des 
quadratures. 

Remarquons  que  si  le  second  membre  de  (2)  est  de  la  forme 
'j; -^ -l^ -f- y ,  si  yx  est  une  solution  de  l'équation  dont  le  second 
meud)re  est  '.i,  y>  une  solution  de  l'équation  dont  le  second  membre 
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est  'l,    )  3  une  solution  de  Féqualion  dont  le  second  membre  est  y, 
Vf  -f-i'o-h^Vs  est  solution  de  (;>.). 

ÎS\)US  allons  montrer  comment,  dans  le  cas  où  I*,.  P^,  ...,  V„  sont 
constants,  on  peut  trou\er  simplement  des  intégrales  particulières 
lorsque  /"(.r")  est  un  polvnome  par  rapport  à  .r  et  à  des  expressions 
de  la  forme  c*'". 

o-o.  En  premier  lieu,  supposons  que  le  second  membre  de  (2) 
soit  un  polynôme  R(j^)  de  degré  ul 

AoT!J--+-  Aia:-t^-'-l-.  .  .-+-  Au._,.-r  -~  Au.. 

Je  dis  que  Ion  j)eul  trouver  une  intégrale  de  (2)  constituée  par  un 
polynôme  de  degré  jjl,  soit 


a-  1  __         _i_ 


y  =z  OiQXV--!-  Xi  X 

En  efl'et,  cherchons  à  satisfaire  à  (v,  )  par  une  foncliou  de  cette 
forme.  Nous  sommes  conduits  à  identifier  1  expression 

P„(aoa"!AH-.  .  .—  au.)-f-  P  „-■,(  ^ii^xV--^ -^ .  .  .—  ajj.-i)  -H  •  ■  • 

a\ec  R(.z').  En  égalant  les  coefficients  de  .r!^,  on  a 

P„^j—  Ao. 

Si  P«^  o,  on  tire  de  là  au.  En  égalant  ensuite  les  coefficients  de  x^~*y 

on  a 

P„ai-i-  P„_i  uao=  Al, 

relation  qui  détermine  a,.  On  détermine  ainsi  successivement  les 
<x -r  i  coefficients  de  y.  Donc  il  y  a,  dans  le  cas  de  P„^o,  un 
polynôme  de  degré  u.  qui  est  solution  de  (2). 

Supposons  P„  nul,  ainsi  que  P«_),   ...,  P/i_/i+i  ;   alors  la  dérivée 

d  ordre  minimum  qui  figure  dans  (2)  est  -j^' 

On  peut  considérer  l'équation  comme  étant  d'ordre  /i  —  A'  par 
rapport  à  celte  déri\ée,  qu'on  prendra  comme  fonction  inconnue. 
Cette  nouvelle  équation  rentre  dans  les  conditions  précédentes.  On 

y  satisfait  en  prenant  pour  ^j-^  un  polynôme  de  degré  u.  Par  k  qua- 
dratures, on  en  déduit  pour  y  un  polynôme  de  degré  u  H- /.  qui 
satisfait  à  (2). 

3!20.  Supposons  maintenant  que  le  second  membre  de  l'équation 
donnée  soit  e^-^K'x),  g  étant  un  nombre  constant,  R  un  polynôme. 


EQtATIONS    UIFFKUICMIELLES    LINEAIKES.  I  1  «J 

dz 


f/y  ,  dz  \  d^y  1  d- z  dz  \ 


.11-  ^ 


I)  (iiic  façon  i;rn»''ialf.  —~  fsl  <''i;al  à  <'>"'   niiill  i|ilii'  |iar  une  coiiil) 


,1.,'' 


liaison  lin<'-airc  de  c,  -r^  ,  •  ••.  -r— ^-    \\\\  portant   ces  valeurs  clans  (  ?,), 
dx  dx''  ' 

on  \oit  (|nc  r"'"  est  en  laclenr  dans  les  di-ux  mcinhies.  Vax  su[)|)rinianl 
ce  faclenr,  on  ohiiciil  en  :;  une  ('(jualion  ddli  renlnllr  linéaire 
d'ordre  //,  dans  lafjuelle  le  second  membre  est  un  poljnome.  Celle 
('■(jualion  lenlre  donc  dans  le  cas  préeédenl  et  admet  j30ur  inlégralc 
nn  polynôme. 

3^7.  Sujiposons  cpie  le  second  membre  soit  de  la  forme  '^eS-^  P(x). 
On  cherelie  séparément  nne  intégrale  ponr  chaque  équation  obtenue 
en  prenant  dans  le  second  membre  nn  seul  des  termes  e^-^  P(.r).  (  )n 
prend  ensuite  la  somme  de  ces  intégrales  particulières.  C'est  une 
intégrabî  ])articulière  de  Féquation  donnée. 

La  méthode  exposée  s'applique  au  cas  où  le  second  membre  est 
un  polynôme  en  x,  <?o'',  ...,  cosaj?,  sinax,  cosjîJx,  sinpx,  ...,  en 
exprimant  les  fonctions  trigonométricpies  au  moyen  d'exponentielles. 

328.  Systèmes  d'équations  linéaires.  —  Considérons  le  système 
de  n  équations  difterentielles  linc'-aires  à  n  fonctions  inconnues 

(  I  )  '   dx  '- 


V  -^  l'„^^Q„--^...-l-  l\ut  =  \n, 


dx 

les  P,  (),  R,  . . . ,  V  étant  des  fonctions  données  de  ce. 

Le  pioblème  de  rinl(''gration  de  ce  système  peut  se  ramener  aux 
problèmes  jtié-cédenls  |>ar  des  ojx'rations  algébriques.  En  elîel,  déri- 
vons //  —  I  lois  cliacune  des  équations  (i).  Nous  obtenons  ainsi 
n-  ('(pialions  entre  lesquelles  nous  pouvons  éliminer  les  fonc- 
tions ; /  et   leurs  dérivées  jusqu'à  l'ordre /i,  soil  donc  en  tout 

{  n  —  i)  (^n  -\-  \)  =  fi-  —  1  lonclions.  (jiii  d  ailleurs  entrent  linéairement 


• 
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dans  les  équations.    Le  résultat  de    rélinilnation    est  une  équation 
linéaire  entre  j>-  et  ses  dérivées  jusqu'à  lOrdrc  //. 
jNous  allons  étudier  directement  le  syslèine  (i). 

329.   Étant  donnés  plusieurs  systèmes  de  fonctions 

j'\.     Zi.     ••••     'i, 

nous  appellerons  combinaison  linéaire  et  homogène  de  ces  systèmes 
le  système  suivant,  où  les  A  sont  constants  : 

y  =  A,  j,  -h . . .  T-  'k/,yn, 


/    =/.,/,    -+-.  .  .-f-  A/,//,. 


Étant  donnés  plusieurs  systèmes,  si  aucun  d'eux  ne  se  réduit  à  une 
combinaison  linéaire  et  homogène  des  autres,  nous  dirons  que  ces 
systèmes  sont  indépendants. 

330.  Supposons  qu'on  ait  n  systèmes  de  solutions  des  équations  (i) 
où  Ton  fait  V,  =  ^^  ^. .  .^  ^  „  =  o,  c'est-à-dire  des  équations  (i) 
sans  seconds  membres,  soit 

JKl)       -2],       ....      ti. 
Jn,      -«,        ••■,       f>i 

et  que  le  déterminant  de  ces  n-  fonctions  ne  soit  pas  identiquement 
nul.  Il  en  résulte  que  ces  n  systèmes  sont  indépendants  au  sens  pré- 
cédent. En  elTet,  si  1  on  avait,  par  exemple. 


k^ti  -4- .  . . -^  A«_i  /«— I , 


le  déterminant  serait  identiquement  nul. 

Nous  allons  chercher,  en  partant  de  là,  la  solution  générale  des 
équations  (i)  avec  ou  sans  seconds  membres.  Cherchons  à  satisfaire 


I 
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à  ces  équations  par  tics  loucliuns  «le  la  Idiiiir 

Z   =^  C\Z\    -H  ...  M-  6',;  C„, 


t    =  Cifi    -4-.  .  .-t-  C„/„, 


<■,,  c>,  ....  c„  (Uanl  ((Mlaiiu's  fonclions  do  .r  ([u'il  s'agit  de  déter- 
miner. Portons  CCS  expressions  dans  les  ('qnations  (i)  et  cherchons 
par  exeni]>le  le  coeflicient  de  c,  dans  le  pr<'niici'  nKMiihre  de  la  |)re- 
mière  éqnation.  On  a 

dy  dy\  , 

on  \oil  (|Me  le  coefficient  de  c,  est  la  fonction 

qui  est  nulle  par  hypothèse.  De  même,  les  coefficients  de  Co,  ....  c„ 
sont  nuls.  Les  équations  (i)  sont  donc  remplacées  par 

c'i  r\  -f-  c;  jK,  -+-...  -I-  c'„ yn  =  V, , 

c  ,  -S  I   -f-  c  2  •"  2  -I-  .  .  .  -T-  C,i  Z,,    =    \  2, 


C\ti     -hc',ti    -H.  .  .-r-  c;, /„    =  V„. 


On  a  ainsi  />  éqnations  linéaires  entre  c, ,  c.,,  ....  c,\  Le  déterminant 
de  ces  équations  est  diflerent  de  o,  du  fait  que  les  systèmes  de  solu- 
tions sont  indépendants.  Elles  permettent  donc  de  calculer  c\, 
cl,  . . . ,  c„.  Par  des  quadratures,  on  en  déduira  c,,  c-,-,  •  ■  -,  c,i. 

I}3I .   Si  les  ^   sont  nuls,  la  solution  de  ce  système  est 


Cela  montre  que  la  sululion  générale  du  système  sans  seconds 
inemhres  est  une  combinaison  linéaire  et  homogène  des  premières 
solutions. 

332.  Dans  le  cas  où  les  P,  Q,  ...,  Pi  sont  constants  et  où  les  V  sont 
nuls,  en  utilisant  les  résultats  obtenus  (n"  318),  on  reconnaît  que 
l'on  doit  trouver  pour  t  une  solution  de  la  forme  ae'"^;  de  là  résulte 
que  z,  qui  est  une  cond)inaison  linéaire  et  homogène  de  y  et  de  ses 
dérivées,  est  aussi  de  lu  forme  [ie'-'';  il  en  est  de  même  pour  les  autres 
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fondions.  On  est  alors  conduit  à  cherrhcr  dircclcnient  pour  (i)  des 
solutions  de  celte  forme. 

l'rcnons.  pour  lixer  les  idées,  le  svslèuie  de  trois  équations  suivant  : 


(•) 


dx 

dz 

du 
d^ 


-+-  ay  -^  b  z   -\-  cil    =  o, 
-+-  a  y  ^  b'  z  ~  c'  u  —  o, 

-+-  a" y  -r  b"  z  -h  c"  u  —  o, 


a,  h,  ...  ('tant  des  nombres  donnés. 

Clierclions  nn  svstème  de  solutions  de  la  forme 


=  '^.pra- 


U  =  '(C 


y  =;  ae'^-', 

on  est  conduit  à  résoudre  les  équations 

.    (  rt  -t-  /•  )  a  -4-  6  8  -H  c  Y  =  o, 

(2)  rt'a  -I- (è'-i- r)  jî -f- c'y   =  o. 
a" a  -f-  è"  ^  -I-  (  c" -f-  /•  )  Y  =  o. 

Ce  sont  trois  équations  iioniogènes  en  a.  Jj,  v  qui  doivent  avoir  en  a, 
|j,  V  des  solutions  non  toutes  nulles.  Jl  faut  donc  que  1  on  ait 

a  -i-  r  b 

(3)  a'         b' -\- r 

a  b" 

Cette  équation  en  /■  est  l'équation  caractéristique  du  système  (i); 
si  /'o  en  est  une  racine  simple,  pour  /■  = /-^  les  équations  (2)  sont 
compatibles  en  a,  p,  y  et  déterminent  a,  |j,  y.  11  en  résulte,  pour  fi), 
un  système  d'intégrales.  Si  /'o  est  une  racine  double  de  (3),  l'équation 
enj^  a  pour  intégrales  correspondantes  e''"-^'  et  xe''"-'^.  On  cherche  alors 
à  satisfaire  à  (1)  par  des  fonctions  de  la  forme 

y  =  e'"o-r(  A  -f-  Bx), 
z  =  e''o-^(  A'—  B'x), 
u  =  e'-o-^(A"^  B":r), 

A,  B,  A',  B',  A",  B"  étant  des  coefficients  constants  que  l'on  détermine 

comme  on  a  déterminé  a,  3.  v. 

"il 

Prenons  par  exemple  le  système  suivant  : 


(4) 


d^-^^' 
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l'osons 

a.    j,   /•  rl.tiil  tics  (•(lUstiiiih-;  ii  (h'-tcniiincr  ;  fii  >iil)Sliliiaiil  ces  expres- 
sions clans  (4),  on  a.  en  tlivisaiil  [)ar  e'-^, 

/•a  —  3a-i-jj=o,  i-p  —  ^z  -h  '^  =  o, 

OU 

(  /•  —  3  )  a  -<-  ^  =  o,         —  4  a  —  (  /•  -f-  1  )  j3  =  o. 

I/t'qiiation  caraelérisli(|ue  est 

(/•  — 3)(/--r-i)-T-4  =  o, 
ou 

/-  —  .i  /•  -i-  I  =  o. 

lillc  admet  la  racine  double  /•  =  i .  Nous  sommes  conduits  à  cher- 
cher des  solutions  de  la  forme 

En  faisant  de  nouveau  la  substitution,  on  obtient  en  divisant 
par  e'' 

(  A  -f-  Ba:  -t-B  ~3{A-T-Bx)-h  X'-hB'x=^o, 
\  \'-hB'x-h  B'— 4(A-f-  B:r)-+- A'+  B'x  =  o. 

Ces  équations  de\ant  être  vérifiées  quel  ([ue  soit  x^  il  faut  ([ue 
Ion  ait 

—  2A-^B-^A'    =o,         —iB^    B'  =  o, 
2A'— B'— 4A  =  o,         —  46-^2  B'  =  o. 

La  deuxième  et  la  quatrième  sont  identiques  et  donnent 

B'=  iB: 

de  même  la  première  et  la  troisième  donnent  toutes  deux 

A'=2.A-B. 

Nous  avons  ainsi  les  quatre  coefficients  en  fonction  de  deux 
d'entre  eux,  d'où  la  solution  générale  en  fonction  de  deux  constantes 
arbitraires 

y  =  e^{X-T-Bx),         z  =  e-^{2A —  B -i-jtBx). 


i 
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V.  —  Systèmes  différentiels  et  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles. 

',V,V.].  Considérons  un  système  décjuations  dirtérentielles  contenanl 
autant  de  fonctions  inconnues  que  dérjuations,  résolu  par  rapport 
aux  dérivées,  soit 

^  =/,(.r,K,....K„), 
fi.r 


On  peut  encore  l'écrire 

d.r         dv\         d\  -2  dy„ 

"i"  "  77  ^77^'"^  77' 

Nous  modifierons  les  notations  de  façon  à  introduire  la  symétrie 
entre  la  variable  et  les  fonctions  et  nous  considérerons  un  système 
d'équations  différentielles  mis  sous  la  forme 

les  X  étant  des  fonctions  données  des  n  variables  T|,  x^^  .  .  .  Xu- 
De  cette  manière,  on  ne  spécifie  pas  quelle  est,  parmi  les  variables  .T), 
x-2.  .  ■  -X/,,  la  variable  indépendante.  Si,  dans  un  certain  domaine  de 
variation  pour  x,,  x-i,  .  ■  •  x„.  la  fonction  X/  par  exemple  reste  diffé- 
rente de  o,  le  système  pourra  se  mettre  sous  la  forme  suivante 

dxi-        X/,  .  . 

dxi        Xi 

on  a  /)  —  I  équations  différentielles  ordinaires,  la  variable  indépen- 
dante étant  x/et  les  fonctions  inconnues  étant  x^ .  ...,.r/_i,  .r/^i, x„. 

On  peut  encore  procéder  autrement,  en  introduisant  une  nouvelle 
variable  t  et  écrivant 

dxi  dx,i         , 

^^  ...  =  —l=dt. 

A]  A„ 

On  considère  alors  jT),  x-2,^  .  .  .,x„  comme  fonctions  de  la  variable 
indépendante  t. 

334.   Dans  tous  les  cas,  on  sait  que,  sous  certaines  conditions  qui 
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oui  élé  |ir«''cis(''('s  dans  le  lli('"(»iriiic  (rcxislciuc,  le  sjslèine  (i)  aflinet 
un  sjslèiue  d'iiilégrales  cl('|)(ii(l;ml  de  /}  -  i  conslanles  arbitraires 
c,,  Cj,  ....  (■„__,.  Si./-,  par  exemple  est  la  vaii.dijc  iinh'pendaule, 
on   aui'a  un<'  solution  de  I;i  forme 

a-2  =  'fî{Ti,  c,, c„_,i. 


.r„  =  o„(  x,,  r,,  .  .  .,  r„_i). 

Supposons  (prt)n  puisse  résoudre  ces  équations  par  rapporta  c,. 
C2 c„,  |.  On  obtiendra  n  —  i  relations  de  la  forme 

A        (a-1,3'2,    ....T„)=  C., 
\  fn-l  (•T'i,  ^-2,   .  ■  .,3-n)  ^  C,,-,. 

Etudions  les  propriétés  de  ces  fonctions  /*.  L'une  quelconque 
d'entre  elles  reste  constante  lorsque  .r,,  .r-.,,  ....  a„  varient  de  ma- 
nière à  satisfaire  aux  é(piations  (i),  de  sorte  cpie  l'on  a,  dans  ces 
conditions, 

(h-,  on  a  toujours 

,r        àf    ,  df    , 

et;  =  —^  dxi  -f- . . .  +  --—  (lx„ . 
oxi  Ox„ 

En  tenant  compte  des  équations  (i),  on  doit  donc  avoir  la  relation 

cette  relation  étant  vérifiée  pour  toute  fonction  /'  qui  reste  constante 
lorsque  Xy,  x-,.  . . .,  x„  varient  de  façon  à  satisfaire  aux  équations  (i). 
Or,  dans  les  intégrales  de  (i),  mises  sous  la  forme  (2),  par  exemple, 
on  peut  prendre  arbitrairement  la  valeur  initiale  (a7,)o  de  :r,,  puis 
les  valeurs  initiales  (x'ojo,  •••■.  (-^«^o  correspondant  à  (^i)o;  par  con- 
séquent, (3)  doit  être  vérifiée  pour  tout  système  de  valeurs  de  .r,, 
Xo,  ...,  x„i  cesl-à-dire  doit  avoir  lieu  identiquement,  avec  la  seule 
réserve  que  les  systèmes  de  \aleurs  considérés  sont  compris  dans  le 
domaine  où  les  conditions  d'existence  et  d'holomorphie  sont  réalisées. 
La  relation  (3)  est  une  écpiaiion  linéaire  et  homogène  aux  déri- 
vées partielles.  Ou  \oil  (|ue  toute  fonction  /du  système  (2)  satisfait 
à  cette  équation. 


I 
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Héclproquemcnt,  clanl  donnée  une  fonclion  /satisfaisant  à  l'équa- 
tion (3),  si  les  quantités  Xt,  x.^,  ...,  x„  varient  en  fonction  d'un 
jniraniètre  de  manière  que  leurs  diflerentieiles  satisfassent  aux  rela- 
tions [i).  on  rcronnaîl  ([iic  la  difterenlielle  ^//"correspondante  est 
nulle.  Donc,  dans  ces  conditions,  /reste  constant. 

Toute  ft)nction  f  satisfaisant  à  (3),  c'est-à-dire  toute  intégrale 
de  (  3),  est  ilitc  une  iiilégrale  preniii're  du  système  (i). 

33o.   Soient  ^./^ //,,  h  intégrales  de  (3).  .Je  dis  que   toute 

fonction 

F  =  ç(/,./,.  ....//,), 

constituée  en  prenant  une  fonction  arlutraire  de  J,.  f.j,  ....  Jh,  est 
une  intégrale  de  (3).  En  effet,  nous  avons 

ÛT,        dfx  du'i        àf-i  ÔTi       '''       <lfi,  clXi  '    ■)  ■••' 

Formons  la  combinaison 

^    à¥_  dF^  _^v    iL 

"  ^  dxi  ' dxo       '  '  '       "  "  dx„ 

Le  coefficient  de  -t-  est  X,  ~-  -h. .  -4-  X,,  -~-^>  c'est-à-dire  o  par 
dji  axi  dx„  ^ 

hypothèse;  il  en  est  de  même  pour  les  coefficients  de  -,-^>  •  •  •>  -tt-- 
La  fonction  F  vérifie  donc  la  relation  (3). 

Je  dis  que,  si  V  on  connaît  n  —  i  intégrales  de  (3),  f\,f-i,  •■.,  fn-\i 
constituant  un  système  de  fonctions  indépendantes,  toute  autre 
intégrale  de  [Z)  est  une  fonction  des  n  —  i  premières. 

f^^fi^  ...,  fn-K  étant  des  fonctions  indépendantes,  si  l'on  consi- 
dère le  Tableau  des  dérivées 

àfi  fi  =  I :  '^, «  — 

dxk  \A-  =  I,  2,  .  .  .,  /( 

les  déterminants  d'ordre  n  —  i  issus  de  ce  Tableau  ne  sont  pas  tous 
nuls.  Soit/ une  intégrale  de  (3);  remplaçons  successivement  dans  (i) 
la  fonction  inconnue  par/,,/,,  ...,/,_,./.  On  a  ainsi  n  relations 
linéaires  et  homogènes  entre  les  fonctions  non  toutes  nulles  X), 
Xo,  ■ . .,  X„.  On  en  déduit  que  le  déterminant  correspondant  est  nul. 


V.         svsti:mi:s  i)iKFKin:Mii;i.s  kt  kqiations  i.im;.\iiu;.s. 
c  esl-à-dirc  (jiu;  1  ou  a 


O.r., 

()X„ 

0/,.-  i 

O/n     . 

O/n-X 

dr, 

O.r., 

OXn 

à/ 
0.r, 

Ou-., 

Ox„ 

(Connue  les  délerininanls  (roidrc  //  —  i  issus  des  //  —  i  premières 
lii;ncs  ne  sont  pas  lous  mils  |>ai'  Inpolhrse,  la  théorie  des  fonctions 
drpcudaiiles  iiioiilic  (pic  /  e>l  loiidion  Ac  /,,/■,,  ...,//,_)  (cj.  t.  1, 
n"  I  1.').  p.   1  uij  I. 

En  résumé,  Id  solution  générale  de  (3)  est  de  la  forme 
(s{/\,/-2'  ...,.///-i)'  °  étant  une  fonction  arbitraire  et  fi,  /2,  ..., 
f,i-\  étant  n  —  i  solutions  particulières  de  {?>)  formant  un  système 
de  fonctions  indépendantes. 

336.  Nous  allons  étudier  ce  rpie  deviennent,  |)ar  un  changement 
des  variables  indépendantes  a*,,  Xo,  . .  .,  .r,^  dune  part  le  système  (i), 
d'autre  part  l'écpialion  (3). 

Soit  le  changement  de  variables  déliui   par  les  relations 


(4) 


•^i  =  ?i(rH  •  •  -1  j'i): 


•■^/:=  9"(yu  •■■■.  Yn)- 


On  suppose  que  cette  subslitulion  est  réversible,  c'est-à-dire  que 
l'on  a 

D(  J7,,    T., X„\       , 


A  = 


DlJ'HjK-    ■■-,  Yn) 


l^irectuons  d'abord  le  changement  de  variables  défini  par  (4)  dans 
les  équations  (i).  Soit  À  la  valeur  commune  des  rapports  —-;  ces  équa- 


tions s  écrivent  : 

Partons  des  formules 


dxi  =  /  X/. 


dfx  =  -7-  dxx-^...-^  -T—  dx„, 
dx\  o.r,, 


'<y=t,''-'^--^t/^- 
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Kii  tcMiant  compte  de  (à  ),  elles  deviennenl 

clvx  =  K[\i- H  .  .  .  -r-  \„  -T— 

\       O.r,  (fjc,, 


dv„  =  A     \,  -i 1-  . . .  —  \„  - — 

(  )u  voit  donc  que  si  ion  pose 

I  ^  =  Al A 2 .  .  .  -h  \„ , 

OXi  OT2  OX/i 

le  svslèiiie  (')  se  transforme  en  un  système  qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme 

^'''  Y,    -    Y,        •••        Y„  ■ 

Effectuons  mainteiuml  le  même  changement  de  variables  dans 
l'équation  (o). 

Etant  donnée  une  luncliini  quelconque  /(xi,  x^,  ...,  x,,),  dési- 
gnons par  F(j',.  ->%.  ...^y,i)  ce  que  devient  cette  fonction  par  le 
changement  de  variables  considéré.  Nous  avons 

df__dY   dy\_       ^  ^    ,  ^F    dy,, 

OXi        dyi   dxi        dyi   Oxi       '  '     '    f)y^^   ^-j^^. 


Formons,  avec  ces  expressions,  la  combinaison 

A  1 1-  A2  -\ r  .  .  .  -H  A  „ , 

d/Tj  0X1  UX,i 

c'est-à-dire  le  premier  membre  de  (3).  On  reconnaît  que  le  cocffi- 

cient  de  -; —  est 

àyk 

X   ^    .   X   ^ -^       _i-X    ^, 

(JXi  ùx-i         '  '  '        ^   "  ÙX,i 

c'est-à-dire  Y/,. 

L'équation  (3)  se  transforme  donc  en  l'équation  suivante  : 

dyx  Oy^_  Oy„ 

Ainsi,  en  effectuant  le  même  changement  de  variables,  d'une  part 
sur  les   équations  (ij,   d'autre  part   sur  l'équation  (3),    on    obtient 
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les  équalions  (G)  et  (~),   In   rchilion  onfro  (6)  et  (-)  étant  la  môme 
qu'entre  (i)  et  (3). 

D'après  cela,  si  J  c>l  une  intégrale  de  (3),  la  fonction  F  transformée 
de  /  est  une  intégiale  de  (-),  et  réciprocjurmont.  Un  système  de  //  in- 
tégrales indépendantes  de  l'une  des  équations  (3)  ou  (y)  se  trans- 
forme en  un  système  de  h  intégrales  indépendantes  de   l'autre. 

'XM .  En  ce  qui  concerne  l'inti-gration  du  système  (i),  si  l'on  con- 
naît /i  —  I  intégrales  indépendantes  de  l'équation  (3\  soient  y,, 
fi'  •  •  •-  fn-.f)  en  les  égalant  à  des  constantes  C|,  Cj,  .  . .,  c„._, ,  on  a  (Jes 
équations  que  l'on  peut  résoudre  par  rapport  k  /i  — i  des  variables 
et  (pii  fournissent  la  solution  générale  du  système  (i);  on  peut  dis- 
poser des  constantes  pour  faire  correspondre  à  une  valeur  donnée  de 
JT,,  n  —  I  valeurs  données  pour  .r.j.  . .  .,  .r„. 

338.  Supposons  (pic  l'on  connaisse  p  (/>  <;  /?  —  i)  intégrales  pre- 
mières de  (i),  constituant  p  intégrales  indépendantes  de  (3).  Cher- 
clions  à  tirer  parti  de  la  connaissance  de  ces  intégrales  pour  faciliter 
la  résolution  du  problème. 

Soit  donc  /"i,  /.;,  ....  fp  un  système  de  />  intégrales  indépendantes 
de  (  3  ).  fj'un  au  moins  des  déterminants  fonctionnels  de  /"i,  f>,  ..., 
Jp    par   rapport  aux   x   est   différent  de   o.    Supposons  que   ce  soit 

^   •  "    ''  '  '   '  J ''    .  Faisons  un  clianfrement  de  variables  en  introdui- 
D(  j"i,  j-.>,   .  .    ,  X,,}  " 

saut  des  variables j'  di-linies  de  la  façon  sui\ante. 

Nous  posons 

/■|  (  r,.  .f.-.    .  .  .,  T„  \  =   i|  . 


///<  -Ti,  T..   .  .  .,  :r„  )  =  I-,,, 
(8) 


T  ,        —    V 


Ce  système  d  équations  peul  vUv.  nxilii  pai  rappoi't  aux  x.  Il  >uf(!t 
pour  cela  de  faire  linxersion  des  p  premières  relations  par  rapport 
à  y,,  X  ^ r  p,  ce  (pii  est  |)ossil)le  d'après  Ihypollièse 

\>{ T^.  r^_ j  ,  ). 

On  peut  donc  définir  le  cliaiigemeiit  de  \anables  par  des  équalions 
11.  -  II.  9 
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de  la  forme  siin aille  : 


<9) 


^11    —y'ii- 


Par  le  cliaugemenl  de  variables  (9),  le  sjslème  (1)  et  léqualion  (3) 
«e  transforment  respectivement  en  un  système  (6)  et  une  équation  (i;;). 
Cette  équation  (-)  doit  être  vérifiée  par  les  fonctions  F  qui  sont  les 
transformées  de  /',,  /o,  ...,  fp,  c'est-à-dire  par  les  fonctions  jKi, 
y..  ....Vp. 

Or,  pour  F  =  V,,  par  exemple,  on  a 

dF  _  ^  _  typ   _ 

Pour  que  (7)  soit  vérifiée  par  celle  fonction,  il  faut  que  Ton  ail 

On  reconnaît  de  même  que  l'on  doit  avoir  ■ 

de  sorte  que  l'équalion  (  - )  a  la  forme  suivante  : 

Le  système  (6)  est  le  suivant  : 

dy\  _  d)',  _        _  dy,,  _  ^/r,,+  i  _         _  dy„ 
o  o         '  ■  "  o  V/,_Hi  Y„ 

il  conduil  aux  équations 

dyi=  dy,  =  ...^  dy p  =  o 

et 

dyi,+  K  _        ^  dy„ 

^  /)-(-l  ï /; 

Des />  premières  équations  résulte 

JKi=c,,  72=  C2,  ...,         j/,=  C/,, 

c,,  Co?  '•  -i  Cp  étant  des  constantes  arbitraires.  Il  reste  à  intégrer  un 


1 
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système  conlenant  n  -  -  /'  v;ii-i;il)|ps  Vp^ y„  li('es  |)ar  n  — />  —  i 

rflalioiis  difli-renllelles. 

I*nili(HU'iiieiU,  on  [nul  ;i|i|ili([ii("r  ccHc  iik'iIkxIc  eu  iiicllaul  dans  les 

»''(|iiali(»ns  ((S),  à  la  place  de  ri  ,.)'2, JK/>,  des  eunslanli-s  c, ,  Co Cp. 

(  )n  peul  donc  énoncer  la  règle  pratique  suivante  : 

Si  l'on  connaît  />  intégrales  /jirnu'i'ies  indépendantes  de  (i), 

on  les  rgale  à  des  constantes  c,,  r. Cp,  on  résout  les  p  ér/ua- 

ttons  ainsi  obtenues  par  rapport  à  .r,,  .r-, r ^  fjiti  se  trouvent 

exprimées  en  fonction  de  Xp^,,  ...,  .r,,  et  de  c,,  r^,  Cp.  On 

porte  ces  fonctions  dans  le  système  (i),  cjui  se  réduit  alors  à  un 
système  d'équations  différentielles  comprenant  p  fonctions  et 
p  équations  de  moins. 

il  résulte  de  tout  lensenihle  de  la  théorie  ([ue  le  problème  de  la 
recherche  de  la  solution  générale  du  système  (i)  et  celui  de  l'intégra- 
tion de  (3)  sont  deux  problèmes  éc[ui\alents. 

^i39.    Donnons  quelques  applications  de  cette  théorie. 
Soit  le  système 

clx  dy  ,lz 

^  '  ^  -dt^  ':''  -  '''■       777  ^  '"-'  -  '•"'       777  =  'i''  "  ''y^ 

p,  </)  '■  étant  des  fonctions  données  de  /.  Formons  la  combinaison 

dr  dy     ,       dz      ,  ,  ,  •  i        • 

-"^  ~f7 '~' y  ,) t         '77'         second   memijre  est   identiquement  nul,  et. 

comme  le  |)remier  est  la  ditVérentielle  de  x- -r- y- -r-  3-,  on  en  déduit 
(i  )  J---+-  K-H-  z^-—  c. 

La  fonction  x- -h y- -r- z-  est  une  intégrale  première  du  système 
donné,  La  combinaison  que  Ton  a  formée  pour  l'obtenir  est  dite  une 
combinaison  intégrabte  des  équations  données. 

On  peut  de  la  relation  obtenue  tirer,  par  exemple,  :;  en  fonction 
de  X,  j',  c,  puis,  porter  dans  les  équations  (i)  qui  se  réduisent  alors 
à  deux.  On  a 

et  les  deux  équations 

'f'-  I :, 7 

—.=  ry  ~qs/c  —  J-'— K-, 

dv  , 

— ■  =  /)V  c       .,-•        ,  2-^  rx. 
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On  peut  vérifier  que  la   troisième   équation  est  satisfaite    d'elle- 
même.  On  a,  en  eflet,  d'après  l'équation  (2), 


ch  _  ~'''irt  '  '^'  dt 

TU    "      J,.  _    ri  Ti 


,  dx     .    d)-  ,  I 

ou,  en  remplaçant  -77  et  -^  par  leurs  valeurs, 


dz        {  Q  .r  —  pi)  i/c  —  x-  —  y''- 
"'  \/ c — j* — y- 

La  connaissance  d'une  intégrale  première  nous  permet  donc, 
comme  la  théorie  générale  nous  l'avait  appris,  de  diminuer  d'une 
unité  le  nombre  des  équations  et  des  fonctions  inconnues. 

340.   Soit  le  système 

dx  dv  dz 

777  ='>'^'        T77=^^""'        .//-  =  •'■■''• 

ou  encore,  en  supprimant  la  variable  /, 

,h^  _  dy  __  dz 
yz        zx        xj 

En  égalant  le  premier  et  le  second  x-apport.  puis  le  premier  et  le 
troisième,  on  a 

X  d.r  — y  dy  =  0,         x  df  —  z  dz  —  i), 
d'où 

j-  —  y-  :=  t'i,  x' —  z-  =  c,. 

On  a  ainsi  deux  intégrales  premières.  On  pourrait,  en  égalant  le 
second  et  le  troisième  rapport,  en  avoir  une  troisième  )"- —  z-  ~  r.,  ; 
mais  elle  n'est  pas  indépendante  des  deux  premières. 

On  déduit  des  deux  relations  précédentes 


y  —  )/'x' —  r-,,  ;  =  y/./--    -  c.,. 

On  a  ainsi  y  el  z  en  fonction  de  x.  Pour  avoir  x  en  fonction  de  /, 
portons  ces  valeurs  dans  la  première  équation.  On  a 

—  =  /(.y^   -  f,  )(./■■-— roj. 

Si  l'on  peut  intégrer  celle  équiilion.  on  aura  la  solution  du  système 
donné. 
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liil.  Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'étudier  une  équation 
linéaire  et  lioniogène  aux  dérivées  partielles.  Soit  l'équation 

D'après  la  lliéorie  générale,  on  doit  former  le  système  d'équations 
diirc'n'nliclles  auxiliaire 

rlx      _      r/v      _      </z 

.r  —  a         r  —  />         z  —  '■ 

En  égalant  le  premier  et  le  second  rapport,  puis  le  premier  et  le 
troisième,  on  obtient  des  équations  différentielles  dans  lesquelles  les 
variables  sont  séparées  et  d'où  l'on  lire,  en  intégrant, 

V       />  3                      Z  —  r 
■■ =  r,, —  c^. 


Donc  la  solution  générale  de  l'équation  donnée  est  la  fonction 

'  \x  —  a    X  —  a  ! 

o    étant  une   l'onction  arbitraire.   On   sait  qu'en  l'égalant  à  o,  on  a 
l'équation  générale  des  cônes  de  sommets  a.  h,  c. 

342.  Soit  à  intégrer  l'équation 

^f  of  àf 

Ox  -^  dy  -^      Oz 

Considérons  le  système  auxiliaire 

(ix  dy    _  '7- 


X'^  IXV  II-    •    .!■  z — S)-- 

En  prenant  les  deux  premiers  rapports,  on  obtient  1  intégrale  pre- 
mière 

x-^y  =  A. 

Pour  simplifier  l'étude  du  système,  lirons  de  celle  équation  j-  en 
fonction  de  /  et  de  x,  et  portons  cette  valeur  dans  le  troisième  rapport, 
que  nous  égalons  au  premier. 

Il  vient 

dx dz 

~X^    ~  NA-   \ 

-  -    (  -2  ./•-'-+-  .r  Z  -r-  — r 
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ou 

I  '.r-  -t   ./  j  ~. J-  j  ci.r  ■-'  X-  dz  =  o, 

DU.  en  d\\  isant  par  .r, 

l  ÀX  -^   Z  -h  -   )  ch-  -r-  T  (/Z    —  O. 

En  reniar(|uanl  que  z  dx  -\-  x  dz  esl  la  difTérenlielle  de  xz^  on 
voit  que  le  premier  meniljre  de  celle  relation  esl  une  dillérentielle 
exacte.  On  déduit  de  là 

X-—  X  Z :=    Ul. 

On  a  finalement  les  deux  intégrales  |)reuiièrcs 
x'-y  =  )..  x-  -+-  .r  z  —  ). y-  —  ;ji. 

Par  suite,  la  solution  générale  de  1  équation  aux  dérivées  partielles 

donnée  est 

o(  x'-y,  x-  -+-  xz  —  j.y'-  ). 

3i3.  Equations  aux  dérivées  partielles  linéaires  non  honiu- 
gènes.  —  Considérons  léqiiation 

z  étant  une  fonction  inconnue  des  \ariables  X),  x^-,  ....  x,,',  I*,. 
1^21  •••;  l^rtî  1^»^  étant  des  fonctions  analytiques  données  de  r,,  ..., 

Nous  poserons,  d'une  façon  générale, 

i)z 

L'équation  (i)  s'écrit  alors 
(i)  P,/j,-T-...-h  l'„/>„— R  =  o. 

Cherchons  à  délerminei"  une  fonction  ^   de  x,,  x-j, /■,/.  :;  telle 

que  l'équation 

(•2)  ^  (^\^    ^i -^'h,    Z)  =  O, 

résolue  par  raj)porl  à  :;.  définisse  pour  c  une  fonction  de  ^, ,  jT:.,  ...,x„ 
qui  soit  solution  de  (i).  Cherchons  à  quelles  conditions  doit  satis- 
faire V.  z  étant  défini  par  (o/).  dérivons  cette  équation  {•>.  \  })ar  rap- 
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l3> 


port  à  2'i;  on  a 
d'où 


(A'       dY 

1 Pi  =  O, 


Oz 


a 


En  portant  cette  valeur  de  pi  dans  rétpiation  (i),  celle-ci  prend  la 
forme 

riV 


(3) 


Pî 


P„ H  R  —  =  o. 

o.r,,  oz 


C'est,  par  rapport  à  la  fonction  inconnue, V,  une  équation  homogène 
à  /i  -f-  I  variables.  Si  l'on  a  une  solution  de  l'équation  (3),  en  égalant  à  o 
cette  solution,  on  définit  une^certaine  fonction  implicite  z  de  Xt,  .  .., 
x„  qui  vérifie  léquation  (i).  Mais  nous  ne  savons  pas  si  l'on  obtient 
par  ce  procédé  toutes  les  solutions  de  (i). 

3i4.  Supposons  qu'on  connaisse  la  solution  générale  de  (3),  ce 
qui  suppose  qu'on  a  déterminé /i  solutions  indépendantes  V,,  A  o,  ..., 
Vrt  de  cette  équation.  Toute  intégrale  de  (3)  est  de  la  forme 
0(\'i,  V^,  ....  ^„).  Nous  allons  chercher  si  toute  intégrale  de  (i) 
satisfait  à  une  relation  de  la  forme  fl'  =:  o. 

l^artons  dune  intégrale  (b'-lerminée  de  (i).  Dans  \,,  \  ■,,  ...,  A//, 
remplaçons  c  par  celle  fonrliou  et  |)osons  d'une  façon  générale 


lJ/(^i,^2,  ..  .,.r„)  =  \i(z,Ti,  .  .  .  .r„) 


,")■ 


Formons  le    déterminant   fonctionnel  A  des   U    par  rapport  aux   x. 
On  a 


OVi 

0\]^ 

0\}, 

O.r, 

O.r, 

o.r,, 

A  = 

oV„ 

o.r, 

01  „ 
O.r., 

0:r„ 

Or,  on  a 

OVi 

0\,-    Oz 

'A-, 

o.r/, 

OZ    O.r^. 

OTi, 

d'où 

'^V, 

0\\            dV, 

àVx 

0\\ 

0\\ 

Or, 

'       ozP'       0.r, 

-^    Oz  P-^ 

■  ■  ■       O.r,., 

^-   Oz^" 

A  = 

0 

'!li 

0\'„           0\'„ 

0\  „ 

y.. 

0\„ 

-J n,        

-^    l^P'- 

^   OzP" 

Oxi 

Oz    '  ' 

O.T-i 

■■■       à 

T„ 

l36  CIIAI'ITRK    V.   —    HQIATIONS    UIKFKRKNTIKLLES. 

En  iléconi]>us.aiil  ce  délerniinanl  par  la  méthode  liahiluclle,  on  ohlienl 
une  somme  de  2"  déleiniinanls  partiels.  Tout  délerniinanl  partiel  eon- 
lenaiil  deux  colonnes  renfermant  les  (pianUtés/>est  nul,  comme  avant 
deux  colonnes  proportionnelles.  A  est  donc  égal  au  déterminant  par- 

.,,,,.,  n(\ ,.  V., .  ..,v„) 

tiel  ne  contenant  aucune  quantité  /^  c  est-a-dire  a  t- — -^ 

plus  la  somme  de  />  déterminants  dans  chacun  desquels  une  colonne 
contient  en  facteur/?/.  On  a  donc 


(4) 


A  = 


I>.  \  ,.\',. 


l»(  /•,,  Xi.  .  .  .,  ./•„  ) 


P' 


1'        \     ;.     \ 


\    „ 


D^. 


/"-  1)  -^5  •'  i-\-\i 


..Xn) 


D'autre   pari,   les  A    étant  solutions  de  léquation  (3),  on  a  les  n 
relations  sui\anles  : 


,5,    P,^^,.,ïl:^...-.,>„:!Xî=_R'îXî 

ôxy  Oji  <)x„  dz 


(  f  =  I,  9,,  .  .  .,  n). 


Le  système  (5  ),  considéré  comme  un  système  déquations  linéaires 
homogènes  par  rapport  aux  quantités  P,,  Po,  ....  V„.  R,  les  définit 
à  un  facteur  de  j>ropoilioiinalité  près,  car,  si  Ion  pose 


D,,= 


\)(\\.\ 


D(  .r,,  x^ r,,  ) 


!>,= 


I'(  V,,V, V, 


h( 


,  ^n 


les  déterminants  D„.  D,,  ...,  IJ„  ne  sont   pas  tous  nuls,  du   fait  que 

\  I,  ^  o V„  sont  intégrales  indépendantes  de  (3). 

En  résohant  les  équations  (5)  par  la  règle  de  Cramer,  on  obtient, 
M  étant  un  certain  facteur, 


(6) 


P,  =  iM  D/, 


M  Do. 


Piemarquons  que,  les  D  n'étant  pas  tous  nuls,  on  peut,  d'une  au 
moins  des  relations  (6),  tirer  M,  qui  peut  donc  être  considéré 
comme  connu. 

Cela  posé,  léquation  (4)  s'écrit 

tl'où  Ion  déduit,  daprès  (6),  en  multipliant  par  M, 
.(7)  A.M  =ZP,/),-R. 

Or,  lorsque  z-   est  intégrale  de  (i),   le  second  membre  est    nul; 

donc  on  a  alors 

AM  =  o, 


ce  qui  exige  soit  A  =  o,  soit  M  =  o. 
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Si  A  ^  o,  ceslque  les  louclicnis  U  suiil  lices  pur  une  rel.ilioa 
'M  Ui,  Uj,  ...,  U„;  =  o, 

ee  qui  revient  à  dire  que:;,  consitlcré  couiinc  sululiun  de  (i),  sjlislail 

Il  1  équation 

1>,  N  ,,  \i,  ...,  \„)  =  o 

et  est  défini  par  celte  é(piali«»u.  iJuiic,  d.ms  le  cas  de  A  =  o,  la  solu- 
tion z  de  l'équation  [\)  est  lournie  par  la  méthode  indiquée. 

11  reste  coinine  intégrales  pouvant  n'être  pas  données   par  celle 
iiiélliode  celles  qui  satisfont  à  l'équation 

M  =  o. 

Ce  sont  des  intégrales  qu'on  peut  ;q)peler  intégrales  singulières; 
elles  annulent  i',,  l'a,  .  ..,  1'/,,  U,  et  ne  contiennent  ni  constantes,  ni 
fonctions  arbitraires. 

Si  l'on  clierclie  seuleii.ent  les  sululiunsde  (^ij  contenant  des  fonc- 
tions arbitraires,  on  a  la  règle  pr^lique  suivante  : 

Étant  donnée  L'équation  {i)^  pour  L'intégrer,  on  forme  le  sys- 
tème d'équations  dijj érentielles 

dxi  _  dx-i  _         _  d.r,i  _  dz 

~F  1  ~  t;  ""  ■  ■  ■    "^7  ~  77  ■ 

Supposons  qu  on  ait  la  solution  générale  de  ce  système,  c  est- 
à-dire  qu'on  en  connaisse  n  intégrales  premières  indépendantes, 

/l  =  Cl,  .  .  .,  J  n^^  Cn': 

on  établit  entre  ces  intégrales  premières  une  relation  arbitraire 

La  solution  générale  de  [i)  est  la  fonction  z  de  ^"i,  a^a,  ••  -,  JCn 
définie  par  cette  équation. 

3i5.   Donnons  des  exemples  d'application  de  cette  métliode.  Soit 

1  équation 

dz  dz  dz 

xi- h  a-2 i- . .  .  -f-  j-„  -—  =  />  5, 

t)Xi  (Jx-i  O.ffi 

OÙ  p  est  une  constante  donnée.  jNous  de\ons  considérer  le  système 
d  équations  diflérentielles  suivant  : 

di\        dx-i  dxn  dz 

Xi  Xi         '    '         x,t  pz 
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Cherchons  des  inléi^rales  premières  de  ce  système.  En  égalant  le 
premier  rapport  successivemenl  à  chacun  des  autres,  on  a  des  équa- 
tions que  l'on  peut  intégrer  et  qui  donnent 


—  =  c,. 


—  —  Cn-\i  — ;:  —  t'/i- 


D'ailleurs,  toutes  ces  intégrales  premières  sont  indépendantes.  La 
solution  générale  de  l'équation  donnée  s'obtient  en  établissant  une 
relation  arbitraire  entre  ces  fonctions,  soit 


Xx       ri. 


=  o» 


OU,  en  résolvant  par  rapport  à  c, 

(X-i      X-,  Xn\ 

•  v  X,     X,  x,  / 


On  voit  que  ;  est  une  fonction  homogène  et  de  degré/?  des  variables 


346.    Soit  récjuation 


dz         ,  àz 

^  />  -—  =  I . 

dx  oy 


a  et  b  étant  des  constantes,  ::;  une  fonction  inconnue  de  x,  y.  Le 
système  auxiliaire  est 

dx        dr        dz 
a  b  I 

d'où  les  intégrales  premières 

X  —  az  =  Ci,         y — b  z  =^  c-i. 

La  solution  générale  en  z  est  définie  par  l'équation 
v^{x  —  az,  y  —  bz)  =  o. 

C'est  l'équation   générale  des  cylindres  parallèles   à   la  direction  de 
paramètres  «,  6,  i . 

347.    Soit  l'équation 

bx  —  av  -^  (  bz  —  cv)  -r^  -\-  (ex  —  az)  ^—  =:■  o. 
■'  -^  '  dx  '  dy 
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Le  svslt'ine  auxiliaire  esl 

,//•  <lv  (Iz 


/j  z  --  r  ]■        rj-  —  a  z         a  y  —  hx 

Clierclions  à  furincr  des  roinbinaisons  inléj^rables  de  ces  éqiialions, 
c'csl-à-dire  des  combinaisons  doniianl  lien  à  diflércnlielles  exactes. 
Multiplions  les  doux  leiines  du  premier  raj);;ort  par  «,  les  deux 
termes  du  second  |>ar  b,  les  deux  termes  du  troisième  par  c,  et  ajou- 
tons.  Le  dénominateur  ohlenu  esl  identiquement  nul;  dnnc  on  doit 

a\  (»ir 

a  du-  —  h  dy  -~  c  dz  =^  o, 

doù  l'intégrale  première 

ax  -~-  h  y  —  cz  =:  c,. 

En  multipliant  de  même  par  .r,  r,  :■  et  ajoutant  terme  à   terme,  on 

obtient 

X  dx  -4-  Y  dy  -i-  z  dz  =  0, 

doù  l'intégrale  première 

X-  -^jy--+-  3-=  c-,. 

On  a  deux  intégrales  premières  qui  sont  d  ailleurs  indépendantes.  11 
en  résulte  que  la  solution  générale  de  l'équation  est  donnée  par 

(s(x--^y-  ^-  z-,  ax  -f-  by  -+-  cz )  =  o. 

C'est  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution  ayant  j)Our  axe 
la  droite  passant  par  l'origine  et  ayant  pour  paramètres  a,  b.   \ . 

348.  Interprélal.ion  géomririqiie  de  la  niclhode  d'intégration. 
—  Prenons  d'abord  le  cas  d'une  fonction  z  de  deux  variables  indé- 
pendantes x^y,  et  posons 

dz  dz 

P^Tx'  'i  =  ô-y- 

Considérons  l'équation  aux  dé-rivées  partielles 
(I)  FV-Q7  =  H. 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  données  de  x^  y.  z.  Il  s'agit  de  trouver 
une  fonction  z  =^  '-^(t,  y)  vérifiant  (i  ». 

Considérons  la  surface  représentée  en  cooi'donnéo  cai-tésiennes 


l4o  CHAPITRE    V.   —    EQIATIONS    DIFFKHKNTIEI.I.ES. 

rrclangulaircs  par  réqualion 

Nous  dirons  que  c^esl  une  sur/ace  intégra/e  pour  (^\).  Le  plan  tangent 
à  celte  snrl'ace  au  point  (a*,  y,  z)  a  pour  éc|uation 

(  3  )  p{\  —  .>■  )  -i-  (ji  \  —  y  )  —  (  Z  —  ^  )  ^  o . 

Convenons  de  faire  correspondre  à  tout  point  (^,  y,  z)  de  l'espace 
la  droite  D  avant  pour  équations 

(4) 


V{x.y.z)         (){.r.i\z}         \{(.r.j.z) 

D'après  cela,  et  en  \ertu  de  l'équation  (i),  si  z  =rz  '^(.r,  y)  est  une 
su/face  intégrale  pour  (\),  en  tout  point  {x,  j',  z)  de  cette  sur- 
face, le  plan  tangent  contient  la  droite  D  correspondante. 

Nous  appellerons  courbe  caractéristique  une  courbe  définie  par 
la  condition  d'être,  en  chacun  de  ses  points,  tangente  à  la  droite  D 
correspondant  à  ce  point.  Or.  on  sait  qu'en  un  point  :c,  j',  z  d'une 
courbe,  les  coefficients  directeurs  de  la  tangente  sont  proportionnels 
à  f/:r,  </r,  dz.  On  doit  donc  a\()ir  en  tout  point  d'une  courbe  caracté- 
ristique 

cix  _  cly  dz 


(5) 


V{x.y,z)         ^y.r,y,z)         R  (  .r,  _v,  c  j 


Réciproquement,  toute  courbe  vérifiant  ces  relations  est  une  courbe 
caractéristique. 

Ce  système  (5)  est  le  système  auxiliaire  que  nous  avons  introduit 
pour  intégrer  (i).  Soient 

(6)  (}/(.r,  j,  z)  = /,         -^xiT,  y,z)  =  \i 

deux  intégrales  premières  de  ce  système;  ce  seront  les  équations  des 
courbes  caractéristiques.  Elles  dépendent  de  deux  paramètres. 

D'autre  part,  la  solution  générale  de  (i)  est  obtenue  en  introdui- 
sant une  relation  arbitraire  entre  6  et  •!>,,  soit 

F(-^,-i-,)  =  o.     . 

D'après  la  théorie  de  la  génération  des  surfaces,  cette  équation  est 
1  équation  générale  des  surfaces  engendrées  par  une  courbe  de  la 
famille 
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se  déplaçant  en  foncllon  d'un  j)aramèlre.  Donc,  pour  obtenir  les  sur- 
faces înlégrates  de  (r),  on  considère  les  courbes  caraclérisiiqui-s 
dont  les  équations  (6)  s'obtiennent  en  intégrant  le  système  (5). 
On  assujettit  les  deux  para/nèi/  es  À,  u  do/it  dépendent  ces  courbes 
à  une  relation  FÇk^  a)  =  o.  hlles  varient  alors  en  fonction  d' un 
paramètre  et  en gendrc.nt  des  surfaces  qui  sont  surfaces  intégrales 
pour  (i). 

Dans  1  exemple  du  n"  346, 

<)z        .  ôz 

a- h6—  -=  I, 

Ox  ày 

les  courbes  caracl('Tislif|ucs  ont  pour  c-cpialions 
r  —  a  z  =  ).,         r  —  I)  z  ^  [x. 

Ce  ><)nl  des  droites  parallèles  à  la  direction  deîparamèlres  a,  b,  i. 
Les  surfaces  intégrales  sont  des  cylindres  ayant  ces  droites  pour  géné- 
ratrices. 

Dans  Texeniple  du  n'^  347,  les  caractéristicjues  ont  pour  équations 

a  .r  -t-  1)  y  -h  c  3  —  X,         x-^i-  y-  -+-  z-  =  iji. 
Ce  sont  des  cercles  ayant  pour  axe  la  droite  d'écpialions 


Les  surfaces  engendrées  par  ces  cercles,  c'est-à-dire  les  surfaces  inté- 
grales, sont  des  surfaces  de  révolution. 

On  sait  que  le  mouvement  d'une  courbe  dé[)endant  de  deux  para- 
mètres estdéfini  si  l'on  assujettit  cette  courbe  à  rencontrer  une  courbe 
lixe.  La  courbe  mobile  engendre  une  certaine  surface  qui  contient  la 
courbe  fixe.  En  applicpiant  ceci  aux  courbes  caractéristiques,  on  voit 
(ju'étant  donnée  une  courbe  fixe,  on  peut  trouver  une  surface  inté- 
irrale  contenant  cette  courbe  lixe. 

349.  Dans  le  cas  de  /i  \ari;d)les  indé[)cii(l.intcs  (  n  >  '>.),  on  |)eut 
interpréter  les  résultats  en  un  langage  géoiiK'tricpie  conventictniicl. 
\ous  dirons  (pi  une  relation 

-.  ^  C5(.rj..r2,  ...,  .r„) 

dc-finil  une  surface  dans  j'cspact^  à  //  -+-  i  dimensions,  et  fpriin  svslème 

de  relations  où  ,/•,.  ./•.. .'„.  3  sont  (onctions  de/  dédnit  une  courbe 

dans  cet  espace. 
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Cela  posé,  étant  donnés  l'équallon  aux  dérivées  partielles 
et  le  svstcine  auxiliaire  ([ui  lui  est  associé, 

si  la  solution  générale  <le  ce  système  est 

nous  dirons  encore  que  ces  équations  représentent  une  famille  de 
courbes  caractéristiques.  Ces  courbes  dépendent  de  n  paramètres; 
en  établissant  une  relation  arbitraire  entre  ces  paramètres,  c'est-à-dire 
en  faisant  varier  les  caractéristiques  en  fonction  de  n  —  i  paramètres, 
on  obtient  des  surfaces  intégrales. 

VI.  —  Équations  aux  différentielles  totales. 

330.   Considérons  la  relation  suivante  : 

(  I  )  dz  =  fi  dxi  -F  fi  r/,r  2  -H .  .  .  -H  /„  dxn , 

dans  laquelle  :;  est  une  fonction  inconnue  des  variables  .r,.  .r^,  . . .,  x„ 
et  y,,  /a?  ■••ifn  des  fonctions  données  de  z.^  x,,  a?2,  •••,  -x^/f  Nous 
nous  proposons  de  voir  si  l'on  peut  déterminer  une  fonction  :;  des 
variables  .T),  X2,  •  .  •■  -^n  telle  que  sa  dilférentielle  satisfasse  à  (1). 
Cette  équation  (i)  est  équivalente  au  système  de  n  équations 

(2)  -—  =  /,         (i  =  i,'i,  ...,  n). 

OXi 

Nous  sommes  ramenés  à  un  système  de  n  équations  aux  dérivées 
partielles.    S'il    existe   une   fonction  z   vérifiant   (vi),    nous    pouvons 

exprimer  une  dérivée  de  cette  fonction  telle  que  - — ^  de  deux  ma- 

nières  différentes,  en  dérivant  l'équation  (2)  de  rang  i  par  rapport 
à  Xh  et  l'équation  de  rang  k  par  rapport  à  xi.  En  égalant  les  deux 
expressions  obtenues,  on  a 

^    '  dxi,        az  ■'  '        i)xi        dz  -^ 

En  considérant  tous  les  différents  couples  de  nombres  f,  /r,  on  a 


VI.    —    ÉQIATIO.NS    AL\    DIKl-KKIi.N  Tl  KI.LKS    ToTAI.KS.  I-I'î 

relations  que  nous  appellerons  coiiditiims  d' inti'grabililc. 

Deux  cas  sont  à  distinguer  : 

i"  Les  équations  (3)  ne  sont  pas  toutes  \ériliées  identiquement, 
c'est-à-dire  quelles  que  soient  les  valeurs  données  à  Xj,  x-.-,  ■  ■  ■  J^n-,  3. 
Celles  qui  ne  le  sont  pas  constituent  des  équations  de  condition  aux- 
quelles doit  satisfaire  z.  11  y  a  lieu  de  voir  s'il  existe  une  fonction  :; 
satisfaisant  à  ces  conditions  et  à  la  relation  (i).  Les  fonctions  z  qu'on 
peut  obtenir  ainsi  sont  déterminées  et  ne  contiennent  pas  de  con- 
stantes arbitraires. 

2"  Les  équations  <  3)  se  réduisent  à  des  id(;ntités,  cest-à-dire  sont 
vérifiées,  quels  que  soient  Xt.  x-,,  ...,  x,i,  z.  Nous  allons  montrer 
que,  dans  ce  cas,  on  peut  trouver  une  fonction  ;;  dépendant  d'une 
constante  arbitraire  et  vérifiant  (i).  Nous  dirons  alors  que  Ircjua- 
lion(i  )  ou  le  système  (■a)  est  complètement  i/ité^/a/j/c. 

',]o[.    Parlons  de  la  première  des  équations  (2), 

- —  =yii^i)-^2, Z"/!: -j- 

Si  Ton  fixe  x-, r„,  cette  équation  est  une  équaliou  diUérenlielle 

ordinaire.  Elle  a  en  :;  une  intégrale  dépendant  dune  constante  ar-bi- 
traire  u\  dans  u,  x.,, c«  figurent  comme  paramètres.  Soit 

z-  =  o(  ./j,  ./•■,,  .  .  . .  X.,.  n  ) 

cette  intégrale,  l'out  levicnt  à  introduire  entre  x.^,  ....  x,t  et  //  (jui 
reste  arbitraire  des  relations  telles  que  cette  fonction  ^  =  'f  satisfasse 
aux  autres  relations  (2).  Portons  cette  valeur  de  z  dans  les  n  —  i 
équations  (2)  restantes;  elles  deviennent 

Oz,        do   du 

— : ■■ •- =   / /  (  <  =  V.,  .},    .  ...  Il  I. 

OXi  Ou    OXi 


On  lire  de  là 


du  ■"         or,  . 

'  OXi  Oj 

du 

Nous  avons  là  un  système  analogue  à  (2),  mais  ne  renfermant  plus 
que  n  —  i  équations.  Nous  allons  démontrer  que  dans  ce  système  (4  ): 

1"  Les  seconds  membres  des  équations  ne  contiennent  pas  x,  et 
par  suite  se  réduisent  à  des  fonctions  H-,-,  .  ■ .,  ^z,  •  • .,  ^«  de  x-,,  . . .,  .r„. 
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2"  Les  fonctions  0/  satisfont  aux  conditions  d'intcgrahilitc  du  sys- 
tème (4)- 

3o!2.    Pour  établir  le  premier  point,  nous  posons 

du 

et  nous  allons  montrer  que  -— ^  est  nul.  Calculons  d'une  façon  néué- 
raie  — '-•  On  a,  en  dérivant  (5), 

\àuj     dx/,         \()x/,  ~^  dz   d.i/c        dx,  dx/,- /  du         \  àx,  J  dutix,;- 

Faisons  maintenant  /{  ^=  i ,  il  vient 

/^  _  'j/>   à-o_  ^      d^ o     \  ^  _  /^  _  ^\     '^-'f 
\'X,         0  :■    i)x\         dxi  d.r'x  /  du         \  '        dx,  ,'  d/i  dx^ 

Oi-,  on  a 


[d'-^y-  ^ 


doù,  en  dérivant  par  rap|)ort  à  .//,   puis  par  rapport  à  ^/, 


ir^'ù  ()fi  dfx    ilo  d-o      _  dfi    Oo 

dx/(x,         dxj         iJz    dxi  dxydu         dz    du 

Remplaçons  '^—,    -■    |)ar  ces   valeurs   dans   l'équation   (-): 

'       '  dx; dx\      dxy  du    '  '  . >  /  ' 

remplaçons    aussi,    en    tenant    compte    des    relations    (3)    et    (8), 

df,  dfi   do  dfi  <'f\    r       x     ■       ,  V    ■         .  '^•- 

-: •- •-  par  — 1 — '—  fr.  il  \ieul,  en  dnisant  par  —, 

cy.r,  dz    dr,   •         dx,-  Oz-'  ^       du 

d^   <A  ^  <ij_j    _  ^  ,•  _  /^  ^  ^  ^  >         (f._  hS)  l/i   -  „ 
du  fixi         dx,-         dz  ■"        \dxi         dz    dx,  '         \'  '        or,   '  Oz 

C^est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

353.  Montrons  maintenant  que  les  fonctions  0/  satisfont  auv  condi- 
tion d'intégrabilité  relatives  au  système  (4)5  c'est-à-dire  (piétant 
donnés  deux  nombres  i  et  k  cboisis  parmi  les  nombres  2,  .'>,  ...,  //, 
on  a 

"'Il  ^ '^  i>  ^  'âl      '!!!±  ij . 

dx/,         du     '        (IX  i         Ou 
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Nous  iilluiis  «alcuUi-  riiiK"  (le  ces  expressions,  la  première  par 
exemple,  et  montrer  (pielle  se  Iransturnic  fii  fllt'-iii»''me  par  perniii- 
laliou  (le  /  el  /,-.  La   iclation  précédente  en  résulleri   iiiunécJiatement. 

Nous  a\ons  déjà  calculé  - — '  ■:  calculons  — '-•  On  a.  d  ain'ès  (5  ), 

^^''  \0u)     ou         \  Oz   Ou        ôxiiiuj  Ou        V"^'       'JXi/du^- 

Formons  l'expression  ( -^  )'(— ^  +  ^h — '•]■  t^He  est  éirale,  d'après 
^  \ou/    \ox/,  ou/  O      5        i 

(6)  et  (9),  à 


(10; 


(  (Ali  ^  ^ "^  _    ^'y  )  "H  _  i  f._  m  \  ^'? 

1  \dx/;~^  Oz    Oxi-        OXidxi;)  Ou        \  Oxi /  Ou  Ox/; 

\  ^  i^Jj.  'tL  _  _^!i_\  ^  0,-  (f-  ^\  ^  0,.. 

\  '    \  ôz    Ou        OxiOuJ  Ou    ''       \'  '       OXi)  Ou^ 


,  0-0         0'^  ■  ,       ■  .  ,  r 

l.e  terme  —  '■ —   -^^  (lui  est  symétrique  en  i  et  A",  se  transiorme 

OXi  oc/^  Ou      ^  ^  ^ 

en  lui-même  tjuand  on  permute  i  et  /.-.  nous  pouvons  le  supprimer; 

il  en  est  de  même  pour  le  terme  (  /', )-r-|^Ai  ciui  s'écrit  encore 

*■  \/  Oxi  J  Ou^  • 

/•._i?  W/-._  j;!L\'^'-? 

"       OxiJ  '-^  '        0x^1  du^ 
du 

T  I  /   r  à'Z>  \        O-'S'  0-'^       0'^  f,  p  .    !• 

Les  deux  termes     /, et '—  -^ik  se  transiorment  1  un 

*  ''  OXi  '  ou  OX/-  OXi  Ou    Ou 

dans  l'autre  quand  on  permute  i  elk.  leur  somme  ne  cliangepas;  par 
conséquent,  nous  pouvons  les  supprimer.  11  reste  l'expression 


\Oxi-         Oz    Ox/^J  Ou         OZ  \ou) 


0-:. 

expression  ^k—^  par  sa  \aleur  fk  — 
^  ou  ^  •' 

reste,  après  réduction, 


Pv.emplacons  dans  cette  expression  Oa—  par  sa  \aleur  A —  •  H  nous 

^     '  ^  ou^  -'         oxk 


du  \dxk        Oz  '    I 

expression  qui.  d'après  (3),  se  transforme  en  elle-même  par  permu- 
tation de  i  et  /. .  l^a  proposition  est  démontrée. 

3oi.   Le  système  (4)  satisfait  donc  aux  mêmes  conditions  (|ue  (2). 
B.  -  II.  10 
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On  opérera  sur  lui  comme  sur  le  système  (2)  et  l'on  aura  successive- 
lueiil  (  en  niellant  z,  au  lieu  de  u) 

Z  =  <p    (Xi,Xz,   ...,X,„Zt), 

-Si        =   ^l^'^-'"  ^3'    •  •  •  •  -^«5  -2), 


€  étant  une  constante  arbitraire,  z^„_^  étant  connu,  on  aura  successive- 
ment z„_2i  •  •  -1  'i  et  finalement  z  en  fonction  de  j?,,  X2,  . . .,  x,f 

Dans  la  pratique,  il  est  inutile  de  \  érifier  d'avance  si  les  conditions 
dinléi^rabilité  sont  remplies.  Si  .r,  disparaît  des  équations  analogues 
à  (4),  si  X2  disparait  des  équations  suivantes  et  ainsi  de  suite,  c'est 
que  le  problème  est  possible.  On  le  reconnaît  ainsi  en  même  temps 
qu'on  obtient  la  solution.  S'il  n'en  est  pas  ainsi,  c'est  que  les  condi- 
tions d'intégrabilité  ne  sont  pas  vérifiées.  Elles  donnent  lieu  à  cer- 
taines conditions  auxquelles  doit  satisfaire  z. 

3oo.   Prenons  comme  exemple  l'équation 

Il  —  y^ 
du  =  1XZ  dx  -i-  -ïy  dy  -\ —  dz. 


Cette  équation  est  équixalenle  au  système 
du  Ou 


-—    =  IXZ^ 
OX 


^>y 


=  -ly, 


du        u  —  y- 

Oz  ~         'z 


Considérons  dans  la  première  z  comme  un  paramètre;  on  a,  en  inté- 


grant. 


u  =  ZX^-i-  o, 


Ci   étant  une   fonction  inconnue  de  j',   z.   Calculons,   en  partant  de 

,  ,  Ou        Ou 

celte  valeur  de  u,  —  et  —  : 

'  Oy        Oz 

du        do  du  „       do 

dy        oy  Oz  dz 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  deux  autres  équations,   celles-ci 
deviennent 

d'-i         o  —  y- 

ôz  ~         z 


do 

oy  •^' 


J7  ayant  disparu  de  ces  équations,  nous  pouvons  continuer  l'applica- 
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lion  lie  la  inélliode.  On  di'-duit  de  la  première 

Nous  allons  déterminer  '^j(  z)  de  façon  que  '.2  satisfasse  à  la  dernière 

é(|uation  ;  on  a 

do        c)i^ 

d'où 

Ô-}^         'v  —  y"-         'i/ 1  c  I 
Uz  1        "      z 

et.  par  intégration, 

c  étant  une  constante  arhiti-,ure.  On  en  déduit 

et  finalement 

u  —  X- z  -!- y-^  cz. 

3o6.  Le  problème  de  l'intégration  d" une  difFérentielle  totale  peut  se 
poser  sous  une  forme  un  peu  différente,  d'une  façon  symétrique  par 
rapport  aux  variables  que  l'on  considère.  On  peut,  par  exemple, 
étant  donnée  l  équation 

P  dx-^Qdy^Rdz  =  0, 

cliercher  s'il  existe  entre  x,  y,  z  une  relation  qui  entraine  l'équation 
donnée.  Cela  revient  à  chercher  si  l'équation 

dz=-^dT--dy 

est  complètement  intégrable.  La  condition  d'intégrabilité  est,  pour 
cette  équation, 

dy         "^         dz  \       H/  Ox         ^  dz  \       R/ 

ou 

Oy  dy        \     (iz  dz  /  n 

Ox  dx         \      dz         ^  c>z  /  K 

ou,  après  réduction, 

\dy         dz  J        ^\dz         dx  J  \dx         dy  j 
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VII.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  du  premier  ordre. 
337.    Métliode  des  cdruclcristiqiies.  —  Soit  une  cqualudi 

(l)  i'\-,  J"l ^u,Pl,  .  .  •,/•/()  =  o, 

;  (.tant  une  fonction  inconnue  de  J"i,  ....  X/,,  />/  étant  égal  à  — ^  et  F 

étant  une  fonction  ilonnée  de  toutes  ces  cjuantilés.  Nous  allons 
d'abord  étendre  à  celte  équation  la  notion  de  caracié/isliques  que 
nous  avons  introduite  dans  l'élude  des  éc{uations  aux  dérivées  par- 
tielles linéaires.  Posons 

Pi.k  —  - — ; —  ; 

F,  en  tant  que  fonction  des  iii  -\-  \  variables  ^,  x  et/?,  a,  par  rapport 
à  ces  variables,  des  dérivées  partielles;  nous  poserons 

?£  =  Z,  ^  =  X„  «^  =  P,. 

dz  ôXi  (Jpi 

Remarquons  que,  lorsque  F  est  linéaire  par  rapport  aux  p,  — -  n'est 

autre  que  le  coefficient  de  />/  dans  l'équation  donnée,  coefficient  que 
nous  a\ons  désigné  par  P/  dans  l'élude  de  ces  é(] nations.  Nous  avons 
été  conduits  à  un  système  conqjrenant  les  équations  dillérenlielles 

-p-  =  • .  ■  =  -p-  • 

Supposons  qu'on  connaisse  une  intégrale  de  (i),  soit 

(■2)  Z  =  0(  Xi,    .  .  .,JC„J. 

La  valeur  correspondante  de  pi  est 

fêlant  une  variable  auxiliaire,  considérons  le  système 

d.r  I  dx„ 

(3)  dt=--=...=  -^, 

'  1  *^« 

en    supposant    que,    dans    les    fonctions    P/,    on     remplace    ;    par 

do     ,, 
ci(U),  . . .,  x„  )  et  Pi  par  — ^  •  11  va,  pour  j^i,  .r^,  . .  .,  x„,   un  système 

de  fonctions  de  t  dont  les  dillérenlielles  satisfont  à  (3).   Imaginons 
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que  (hiiis  (a)  et  (a  bis)  ou  remplace  ^i,  X-^,  .  ..,  .r„  par  ces  fonrlions; 
c  el  lt'>  /'  ile\  iciiiieiit  des  loaelKtus  de  /:  calculdiis  lein>  dilh-rea- 
lielles.  .Nous  a\  uns 

dz  =   y   —^  dxi=   7  p,  d.r,  —  dl  7   '*//'/, 

dpi  =  pi\  dXi-h.  .  .  -^  p,\n  dXn=  dH  l*|/>,.i  —  .  .  . -f-  P„ />,-,„). 

Dérivons  [)ar  rapport  à  .//  I  (-(piatioii  (  i  ),  3  ('tant  supposé  rem- 
placé par  'S  (i  />i  par  — î^j  j;',,  .r^,  .  .  .,  .r„  étant  les  vanaiiles  indépen- 
dantes. On  a.  1''  étant  constamment  nul, 

Zpi-r-  X/-r-  Pl/?1,/-T-  l'2/>-2,/-i--  ■  •  "<-  ?«/'«,/=  O  (  t  =  I,   2,    .  .  .,  H); 

ces  relations,  qui  ont  lieu.  les  x  étant  variahles  indépendantes,  oui 
encore  lieu  si  les  x  sont  considérés  comme  fonctions  dune  nouvelle 
variable.  On  déduit  des  deux  dernières  équations 

dpi  =  ~  di(Xi-^Z Pi). 

11  en  résulte  que,  quand  x,,  x^^,  ...,  x,i  sont  fonctions  de  t  satis- 
faisant à  (3),  z  étant  défini  par  (2)  et  ses  dérivées  partielles  par 
(2  bis),  les  2/1  -h  I  fonctions  x,,  .  . .,  x,i,  -3,  />),  . . .,  p„  de  t  vérifient 
le  système 

,  ,         dTj_  _        _  dxn   _       dz       _  _         dpx         _        ^  _         dp,, 

(4)     at-    ^^    _...-    ^^^^    _^^^^    _       Xi+Z/.,  X„+Z/?,/ 

Remarquons  que  ce  système  (4)  peut  être  écrit,  a  priori,  sans  con- 
naître la  fonction  es,  qui  n'y  entre  pas  d'une  manière  explicite. 

Cela  posé,  soit  (^;, ,  ;j.  . .  .  ,  ;„  )  un  système  de  valeurs  attribuées 
aux  variables  X,,  Xo,  ...,  Xn\  soient  '^  la  \aleur  qui  en  résulte  pour 

;  =  -^  (  ,/■, r„  ),  et  TT,  la  valeur  qui  en  résulte  pour  />,  =:  -y-  •  Nous 

dirons,  d  une  façon  générale,  qu'un  tel  ensemble  de  valeurs  ç, ,  . .  . ,  ç„, 
^,  7T,,  . . . ,  ?:„  constitue  un  élément  de  V intégrale  cp. 

Partons  du  svstè'ine  (3)  dans  lequel  :;  serait  remplacé,  comme  pré- 
cédemment, par  c;,  el/><  |)ar  ~f  •  Il  y  a  un  système  bien  déterminé  de 

'  OX  j 

fonctions  j;,,  Xo, /«  de  ^  satisfaisant  à  (3)  et  prenant  pour  ^  =  o 

les  valeurs  ç,,  Ço?  •  •  •  •  i«  ('ceci  en  sup|)Osant  rein[)lies  certaines  con- 
ditions |)récisées  dans  les  lb<'orèm(,'S  dexistence). 

D'autre  part,  partons  du  système  (4),  considéré  indépendamment 
de  son  origine,  c'est-à-dire  les  dillerenles  fonctions  X,  P,  Z  étant 
fonctions  des  in-\-\  variables  indépendantes  >c/,  z^  pi.  11  y  a,  pour 
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ces  variables,  un  système  de  fonctions  de  /  satisfaisant  à  (4)  et  pre- 
nant pour  /  =  o  les  valeurs  Ç| .  . . . ,  ç„,  v.  -, ,  ....-„. 

Ov.  du  système  (3),  aucjuel  on  adjoint  (2)  et  (2  bis),  nous  avons 
pu    déduire    le    système    [^).     De    plus,    au    système    initial    ^  =  o , 

.r,  =  Çi «^/z  =  ?«  corresj)ondent  pour  c,  /><,  ....  /)„  les  valeurs  "Ç, 

-, -„.  Donc  la  solution  de  (4)  déterminée  par  le  système  ini- 
tial t  =  o,  Xi=  ç,,  z  ^Z.  /'/  =  "/  t'st  identique  à  la  solution  de  (3) 
partant  du  système  initial  ç,,  . .  . ,  l,i  pour  /  :=  o,  à  laquelle  on  adjoint 
les  équations  (2)  et  (2  bis). 

Or,  le  système  (4)  est,  comme  nous  Payons  vu,  indépendant  de  o. 
Cela  montre  que  deux  intégrales  ::;  =  o.  difl'érentes,  mais  contenant 
le  même  élément  (;,,...,  ç„,  w,  ?:,,...,  7t«),  contiennent,  par  cela 
même,  tous  les  éléments  :r, ,...,  ^„,  s,  /?,,...,  /»„  constitués  par  les 
fonctions  de  t  qui  sont  solutions  de  (4)  et  partent  de  ç,,  ..  .,  Ç/^,  ^, 
7z,,  ,..,  7î/,  pour  i  =  o. 

On  appelle  caractéristique  toute  suite  d'éléments  Xi,  2,  pi  qui 
sont  des  fonctions  de  t  satisfaisant  à  (4).  On  voit  quu/ie  caracté- 
ristique est  déterminée  par  un  seul  élément  et  ç\uune  intégrale 
de  (i),  dès  quelle  contient  un  certain  élément,  contient  par  cela 
même  tous  les  éléments  de  la  caractéristique  déterminée  par  cet 
élément. 

358.  Donnons  une  forme  géométrique  à  ces  considérations,  en 
prenant  d'ahord  le  cas  de  deux  \ariahles  indépendantes  :r,  y.  Soient 
p  eX.  q  les  dérivées  partielles  de  :;  par  rapport  à  x  et  à  y.  Un  système 
de  fonctions  Xy  r,  z-  d'un  paramètre  t  définit  une  courbe.  En  chaque 
point  de  cette  courbe,  considérons  le  plan  d'équation 

p{X  —  x)^  q{\  —y)  —  (Z  —  z)  =  o. 

Une  intégrale  z  ^^  o{x,y)  de  l'équation  donnée  est  représentée 
par  une  surface  dont  le  plan  tangent  au  point  (x,y,z)  est  le  plan 
précédent.  Les  résultats  obtenus  dans  le  cas  général  s'interprètent 
ainsi  : 

Une  sur/ace  intégrale  qui  renferme  l'élément  (^,  r;,  î^,  tt,  y) 
contient  par  cela  même  tous  les  éléments  de  la  caractéristique 
définie  par  ce  point,  c'est-à-dire  qu'elle  contient  tous  les  points 
de  la  courbe  caractéristique  et  est  tangente  en  chacun  de  ces 
[joints  à  un  certain  plan  dont  la  pjosilion  ne  dépend  que  de 
l'équation  aux  dérivées  partielles  données. 
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Ea  adoplaul  le  même  langage  géomélriquc  pour  n  variables,  nous 
dirons  que,  dans  Tespacc  à  n  -\-  \  dimensions,  une  caracléristiquo  est 
consliluée  par  une  courbe  décrite  par  le  point  (a:,,  . . . ,  .r,,,  z)  dont 
les  coordonnées  sont  fonctions  d'un  paramètre  <,  un  certain  plan 
étant  attaché,  en  outre,  à  chaque  point  de  la  courbe,  à  savoir  :  le 
plan  d'c(|ualion 

/?,(Xi  — ^,)-4-..  .-h/»„(X„  — .r,;)  — (Z  —  ^)  =  o. 

\M\'Ù.  Cela  étant,  toute  inl rurale  de  (i)  est  constituée  par  un  sys- 
tème de  caractéristiques.  Or,  dans  l'intégrale,  il  y  a  n  variables  indé- 
pendantes, tandis  que  dans  une  caractéristique  il  n'y  a  qu'une 
\ariablc  indépendante.  On  doit  donc,  pour  former  une  intégrale, 
chercher  à  faire  varier  une  caracttiristique  en  fonction  de  /i  —  i  para- 
mètres. 

Une  caractéristique  est  déterminée  par  un  de  ses  éléments,  soit 
ç/,  X^,  TZi.  Prenons  pour  ^/,  ^,  tt/  des  fonctions  de  n — i  para- 
mètres M,,  Wo,  ...,  u„_i^  et  désignons  par  j:,,  z^  /j>,  les  intégrales  du 
système  (4)  qui  j^artent  de  l'élément  initial 

t  =  O,  Xi  =  \i,  z  =  1,  pi=  71,-. 

Xi,  z,  Pi  sont,  dans  ces  conditions,  des  fonctions  de  n  variables  indé- 
pendantes, savoir  :  /,  w,,  112,  •••,  iin^\- 

Pour  que  ces  in-\-\  fonctions  a:,,  :;,  pi  constituent  une  solution 
de  (1),  il  faut  et  il  suffit  que,  si  l'on  change  de  variables  indépen- 
dantes en  remplaçant  t,  «,,  . . , ,  Un-\  par  les  x,  z  devienne  une  fonc- 
tion des  X  qui  satisfasse  à  l'équation  (1)  et  dont  la  dérivée  partielle 
par  rapport  à  .r/  soit  /?/.  On  peut  exprimer  ces  deux  conditions  sans 
faire  le  changement  de  variables,  en  exprimant  que  : 

i"  Les  fonctions  de  t,  a,,  ...,  u,i-\  obtenues  pour  .r/,  2, /?/ satis- 
font à  (1); 

2"  Les  différentielles  de  ces  fonctions  sont  liées  par  la  relation 

dz  —  pi  dxi  — ...  —  p„  dx„  =  o. 

Cette  relation  exprime  bien,  en  effet,  que  :;  a  pour  dérivée  />/  par 
rapport  à  Xi. 

360.  Occupons-nous  d'abord  de  la  piemière  condition.  Remar- 
quons que  le  premier  membre  de  (1),  en  tant  que  fonction  des 
•in-{-i  variables  indépendantes  Xi,  z,  pi,  constitue  une  intégrale 
première  du  système  (4).  i-a  dillerentielle  de  celte  fonction  est,  en 
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Zdz-r-I.\,  dXi-h  S  P/  (/p, 


OU,  en  remplaçant  dz,   dd'i^  dpi  par  des  quanlilés  propoiliunnelles 
tirées  de  (4), 

Z S P,7>.-  +  Z  \,  P,-  S  P,( X,+  Z/,,), 

cesl-à-dire   o.    I^ar  conséquent,   F  reste  constant  lorsque  o"/,    :;,  pt 
varient  en  satisfaisant  à  (4V  On  a,  en  particulier, 

F(5,:r,-./>,)  =  F(^,ï/,7i,). 

Pour  que  la  première  condition  soit  vérifiée,  il  est  donc  nécessaire 
et  suffisant  de  prendre  pour  ^.  ;/.  -,  des  fondions  de  ^/|,  ...,  ««_i 
satisfaisant  à  l'équation 

361.  Cherchons  maintenant  à  réaliser  la  deuxième  condition,  c'est- 
à-dire  à  vérifier  la  relation 

dz  —  S/?,  dxi=^  o, 

les  variables  indépendantes  étant  «,,  u..^  ....  W/,_|,  t. 

Si  l'on  exprime  ces  différentielles  dz  et  dxi  en  fonction  de  l  et 
des  \iy  on  devra  annuler,  dans  le  premier  membre,  les  coefficients 
de  dt^  dUi,   ...,  dit„_t,  ce  qui  donne  d'abord  la  relation 


dz 
'dt 


(  D  )  7   Pi =  o. 

'  dt        ^^      Ot 

puis  {n  —  1)  relations  de  la  forme 

dz        '^       àx,- 

où  II  est  remplacé  par  u, ,  M^r  •  •  •  '  "«-)• 

L'équation  (5)  est  vérifiée,  car  on  a,  d'après  (4), 

dt  --''Z'"         o(   ^''• 

Pour  chacune  des  autres  équations,  posons 

dz        v^       dx, 


dz        'V'       ('^i 

A  = 7  Pi  —  ; 

an        ^i^        On 
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A  (loil  ('Ire  mil.  ( -.ihuloiis  —  : 

£>.\  l>'-  Z  \^  <Jpi    ^'■'  V"  ^^'^i 

"07   ~    Ou  01    ~  jm^  ~Ôt     'ÔÛ  Mmk  ^''  Ou  Ot  ' 

Eli  ilt'-ii\aMl  (  .')  ).  on  a 

du  Ot  ~  ^'dïï  ~ôt'  ^  2U^'  OuOt  ' 


,,  ,  .       0- z      ,  0\. 

hn  porlaul  celte  valeur  «le  dans  — ,  on  a 

'  Ou  ot  01 


Ueiu|ila(;ons  — ^  \m\v  \\  ci  -y  par  — (X^+Z/?/);  il  \ienl 


of    '  ot 


ot  m^  L         '^"  ^^  J 


Dérivons  par  rapport  à  ii  l'écpiation  (i)  que  l'on  suppose  \érifiée 
(n"  lUîO);  nous  avons 

ou       jt^       Ou       ^à       Ou 
de  sorte  que  nous  pouvons  mettre  --  sous  la  forme 

dl  *         Ou       Ai^'     Ou 


Cela  montre  que  l'on  a 


ât 


\Lv\  intégrant  celte  équation  difiV-rentielle,   t  étant  la  seule  \arial)le 
(les  u  recevant  des  valeurs  constantes),  on  obtient 

?L{t)  =  k{o)e  , 

de  sorte  que,  poiii-  (pie  A  soit  nul  (piel  que  soit  ^,  il  faut  et  il  suffit 
que  A(o)  soit  nul.  (  )r,  pour  /  =  o,  xi,  z,  pi  |)rennent  les  valeurs  ;/. 
"t,  —<;  par  conséquent,  on  devra  choisir  pour  ç,,  ^,  -/  des  fondions 
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de  //, u,i_{   satisfaisant  aux  /t  —  i  relations 

>  t:,  —  =  o. 

ou        ^^      Ou 

En  résumé,  5/  l'on  cons fruit  les  courbes  caractéristiques  de  (4)-, 
on  aura  une  intégrale  de  (i)  en  prenant  pour  élément  initial 
d'une  caractéristique  des  fonctions  ç/,  '^,  -/  de  n  —  i  variables  m,, 
u-i.  . . . ,  u,i-{  vérifiant  les  n  relations 


i  F(::,£, $„,-,....,-„) 


\  du/,       jLi      Ouu  '  ' 

La  solution  de  (4)  qui  part  du  système  initial  c,,  ^,  -,  constitue 
une  solution  de  (1). 

36!2.  Indiquons  deux  solutions  particulières  du  système  (6).  Sup- 
posons en  premier  lieu  qu'on  demande  de  trouver  une  intégrale 
de  (i)  qui,  pour  J7,  =  ç, ,  se  réduise  à  une  fonction  donnée  des  autres 
variables,  soit '1(^72,  ...,  j;„);  cette  question  Qons\.\\.\xe\e  problème  de 
Caucliy.  Il  faut  que  l'on  ait 

Cherchons  à  satisfaire  aux  équations  (6)  en  faisant  jouer  le  rôle 
de  M,,  ...,  Un-\  à  Co,  ...,  ç,f.  La  première  équation  ne  change  pas  de 
forme;  les  n  —  i  autres  deviennent 


O'I 

fJ'A 

0, 

5^ 

" 

OU 

" 

àl 

^:i 

<>h 

~ 

'>h 

~3 

0 

f^^ 

ôzi 

^n 

'^." 

~n 

0 

Xous  satisferons  à  ces  équations  en  prenant 
;,  =const.,  ;  =  'W;2,  ...,  t,),         -2=-^'  •••'  -«=-r' 

Oz-2  OZti 

et  en  considérant  -,  comme  étant  la  ibnction  définie  par  léquation 

F(^.!    ;i,    ••  -,  Ç/i,    -I,    .  .  .,  TT^j  =  o, 
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équalion  qui  pcul  iHre  résolue  par  rappoil  à  — ,,  pourvu  que  I*,  sinl 
durèrent  de  o. 

Dans  ces  conditions,  le  svslème  (4  ^définit  pour  jt/,  z,  pi  des  fonc- 
tions de;o, "iw  l  satisfaisant  à  Téq nation (  i  ).  l'our  /  =  o,  on  a  :r,  =^  ;,, 

^r^  =  ç^,  ...,  .t'rt  =  ;«.  z=^'^.  de  sorte  ([ue  pour  j",  =  ^,  on  a  Ijien 

^  =  6(.r2,  ....  Xu). 

Dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes  jr,  k,  le  problème  se 
pose  ainsi  :  Déterminer  une  surface  intégrale  en  l'assujettissant  à 
passer  par  une  courbe  donnée,  située  dans  un  plan  parallèle  au 
plan  des  \  z.  Soient 

les  équations  de  cette  courbe.  En  désignant  les  valeurs  initiales 
de  x.j)',  z,  p,  (/  par  ç,  •/],  ^.  z,  y,  et  considérant  r^  comme  un  para- 
mètre, les  équations  à  xérifier  sont  ici 

F(Ç,  i.r„   -,  /J=o, 
''^        _  c/f  _      _ 
dr^         "  Or,        ''  ~~ 

Nous   prendrons  comme   solution    de   ces  équations  :    ç  constant, 

d'il 
^=  'i'('/,  \  y  =  —•  ,  T.  étant  défini  par  la  première  équation. 

363.   On  a  une  solution  des  équations  (6)  en  prenant  ç,,  Ço ç„.  i^ 

constants;-,,  ....  t:,^  seront  liés  par  F  ^o;  on  prendra  n  —  i  de  ces 
dernières  variables  comme  paramètres.  La  solution  que  Ton  obtient 
ainsi  contient  n -\-  i  constantes  arbitraires. 

soi.   Notion  d'intégrale  complète.  —  Soit  une  équation 

(i)  V(z,  Xi,  . .  .,  x„,  a,,  .  . .,  a„)  =  o, 

z  étant  une  fonction  des  .r  définie  par  celte  équation,  les  a  étant  des 
paramètres  en  nombre  égal  au  nombre  des  variables  ^.  Dérivons  cette 
équation  par  rapport  à  chacune  des  variables;  nous  avons,  avec  les 
notations  habituelles,  les  n  relations 

(2) h    — /J/=0  (i  =  1,2,   ...,  rt). 

dxi        dz 
Si  l'on  élimine  «, ,  r/..,  ...,  a„  entre  les  /i  +  i  équations  (i)  et  (2  ),  on 
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ol»lionl  (Ml  L;riu''ral  nue  éi|ualion.  soil 

(3  t  1"  (,  -.  .?i J„,  /'i ,  p„)  =  o. 

Celle  ('-qualion  (3)  conslilue  une  éqiialidii  aux  dérivées  parlielles 
du  premier  ordre  à  laquelle  satisfait  la  ionclion  z  délinie  par  (  i).  On 
dil  que  celle  Ionclion  ;  est  une  intégrale  complète  de  1  équalionaux 
dérivées  parlielles  (3).  D'une  façon  générale,  nous  appellerons  inté- 
grale complète  d'une  équation  aux  dérivées  partielles  du  premier 
ordre  toute  intégrale  qui  contient  autant  de  paramètres  qu'il  y  a  de 
variables  indépendantes. 

Nous  allons  montrer  que,  si  Ton  connaît  une  intégrale  complète  de 
léqualion  (3),  on  peut  lrou\er  toutes  les  intégrales  de  (3)  par  des 
opérations  de  dérivation  et  d  éliniinalion.  Inlégrer  (3),  qui  est  le 
résultat  de  l'élimination  de  «,,  ...,  a„  entre  (^i)  et  (2),  revient  à  trouver 
des  fonctions  z^  a,,  «2?  •••?  <^n  de  ^T),  Xo,  ...,  Xn  vérifiant  les  équa- 
tions (1)  et  (2).  Or,  les  x  étant  variables  indépendantes  el  :;,  a^,...^  a,i 
étant  supposés  remplacés  par  leurs  valeurs  en  fonclion  des  J7,  on 
déduit  de  (0  par  ditlerentiation 


(4) 


—  dz  H dx, 

dz  dXi 


0\     ^  r)V     ,  dW 

. -h  - —  dx,, -^  - —  rfrt,  — .  .  . -1-  - — 
ax,i  oui  oUfi 


ci  a-, 


En   tenant   compte   de  la   valeur  de  dz  et  des  relations  (2),  cette 
équation  se  réduit  à 


(5) 


dai 


dui 


- —  aa„  =  o. 


L'équation  (5)  est  équi\alente  à  ^4)  quand  (  i)  et  (2)  sont  vérifiées; 
(5)  peut  l'être  de  diflerentes  manières  ; 
i"   En  prenant 


da. 


=  o, 


dW 


—  o, 


Ces  équations  jointes  à  (1)  et  (2)  forment  un  système  de  in -\-  1 
équations  qu'on  peut  résoudre  par  rapport  à  ;:,  «,,...,  a,^,  />,,  .,.,yD„. 
On  a  ainsi  une  fonction  ::  de  :c,,  ...,  ^„  dont  les  dérivées  sont  égales 
aux  /_;,  d'après  (2),  et  qui  constitue  une  solution  ne  renfermant  rien 
d  arbitraire  :  c'estce  qu'on  appelle  une  solution sino altère  àç.  l'équa- 
tion (3). 

2"  Si  les  dérivées  —  ne  sont  pas  toutes  nulles,  To)  est  une  relation 
dai 

différentielle   proprement   dite.   11   faut,   pour   qu'elle    soit    vérifiée, 
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(jiie  (I, '/„  sdifiil  lio  par  uir'  iclatiuiiaii  iiKtins.  Sii|)j>o.son.s.  il  une 

laroii  ^(•lierait',  (|ii  il  v  ait.  fiilif  les  d.  /:  rclaliuus  (•-/''_/*),  soient 

""  I ■ 

Elles  eiilraincul  le?  /,■  relatiijiis  ilillércnliillcà 


»7) 


an  1  ^ .  .  .  -r- </«„  =  o, 

Oa 1  Ou „ 


0/1.    ,  '-'/■/.     , 

Oa I  Oa „ 


(5)  doit  en  être  une  conséquence,  ce  qui  exige  (jue  le  premier 
membre  de  (j  i  soit  une  combinaison  linéaire  des  premiers  membres 
de  ces  équations.  Donc,   il  existe  des  coelticienls  À,,  ...,  /.^  tels  que 


(«) 


/ 


0(1,  Oa,  '  oa. 


Oa„  Oa„  Oa„ 


Nous  obtiendrons  une  soin  lion  de  la  manière  suivante.  .Nous  choi- 
sirons arbitrairement  1  entier  /.',  puis  les  tondions  /,,  ...,//;.  Cela 
étant,  récjualion  (  i  ).  les  équations  (^2  ;.  les  équations  (6)  et  les  équa- 
tions   (8)  forment  un   svstème  de   1  11  ^r- k -\-  1   relations  f[ui   déter- 

mnient  les  lonctions  z.  pi p,,^  " ^ <i/i-  ^11 ^-a-  Eu  éliininanL 

les  a  et  les  a  entre  ces  équations,  itn  a  en  z  une  intégrale  qui 
dépend  des  fonctions  arbitraires  /,,  —  //,. 

Remarquons  quon  peut  prendre  /r  =/i.  ce  (jui  revient  à  attribuer 
aux  a  des  valeurs  constantes;  on  retrou\e  comme  intégrale  lintégrale 
complète  dont  on  est  [)arti. 

3(jo.  Examinons  en  particulier  le  cas  de  deux  variables  indépen- 
dantes. Soit  Itquation  * 

(i)  y  (  -,  T,  y.  a,  ù  )  =  o. 

«,  tétant  deux  paramètres  arl)itraires.  A\  ec  les  notations  habituelles, 
les  équations  (  a  i  sont 

../\  «^V  o\'  OV 

(■J.)  !- p  —     =0,  -r-  7 =  O. 

^    ^  Ox       '   Oz  oy        ^  oz 
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Soit 

(.3)  F(a7,  y,  z,  p,  q)=o 

le  rt'siillat  de  rcliniinalion  de  a  et  b  entre  (i)  et  (i).  On  dit  que  (i) 

définit  pour  ;  une  intégrale  con)[)lète  de  (3).  Dire  que  (o)  est  vérifiée 

revient  à  dire  qu'il  existe  pour  c.  <7,  /;  des  fonelions  de  x.,  y  vérifiant 

(^i)  et  (2).  Ces  fonctions   satisfont   à  l'équation  obtenue  en  différen- 

tianl  (i)  : 

dW    ,        dV  ^         d\    ,         d\   ,         d\   „ 

-—  az-i dx  -h  —  ay-\ — —  aa  ^  -j-  do  =  o. 

az  âx  Oy  ùa  au 

Va\  tenant  compte  de  (2),  cette  équation  se  réduit  à 

(  4  )  -^  da do  =  o. 

^  àa  (Jb 

On  peut  satisfaire  à  celle-ci  en  prenant 

dV  _  û\[  _ 

da  ^  db  ' 

En  joignant  ces  deux  équations  à  (  i)  et  en  éliminant  a  el  b  entre 
les  trois  équations  obtenues,  on  a  une  intégrale  singulière  de  l'équa- 
tion (3). 

Si  y-  et  -rr-  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  la  relation  (4)  montre  qu'il 

existe  une  relation  au  moins  entre  a  et  b.  Si  l'on  se  donne  deux  rela- 
tions entre  a  et  b,  cela  revient  à  prendre  a  et  b  constants.  On 
retrouve,  comme  intégrale  de  (3),  l'intégrale  complète  définie  par 
V  =  o. 

Si  l'on  se  donne  une  relation  seulement  entre  a  et  b,  soit 

b  —  o{a), 

l'application  de  la  méthode  générale  montre  que,  pour  avoir  une  inté- 
grale, on  doit  éliminer  a  el  b  entre  les  trois  équations 

\{z,  X,  y.  a.  b  )  ~  o, 
b  =  o(a), 
d\        à\    ,, 
da         db^  ^     ' 

L'intégrale  qu'on  obtient  ainsi  dépend  de  la  relation  arbitraire 
introduite  entre  a  et  b. 
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;  360.  Eu  rrsiiiné.  la  connaissance  (rniic  intégrale  complète  d'une 
équation  aux  dérivées  [jarticlles  |)erm(L  (rohtcnir  les  intéj^i'ales  de 
cette  ('quation.  Nous  sommes  donc  conduits  à  la  recherche  des  inté- 
grales complètes.  Remarquons  que  la  méthode  des  caractéristiques 
permet  de  trouver  des  intégrales  complètes,  en  prenant  la  solution 
indiquée  au  n"  363,  p.  i55. 

(  )n  peut  dans  certains  cas,  étant  donnée  une  écjuation,  en  aperce- 
voir directement  une  intégrale  complète.  Prenons,!  par  exemple, 
r(''(|Uiition  de  Clairaut  gé-néralisée,  (jui  est] 

y  étant  une  fonction  donnée.  La  fonction 

satisfait  à  cette  équation;  c'est  une  intégrale  complète,  car  elle 
dépend  de  n  paramètres  «i,  «oi  •  •    ■)  (^f-w 

Considérons  de  même,  dans  le  cas  de  deux  variables  .r,  y^  l'équa- 
tion 

La  fonction  z  =  ax  +  !'/(«)  -\-  b,  où.  a  el  b  sont  deux  constantes 
arbitraires,  est  une  intégrale  complète.  On  a,  en  effet,  pour  cette 
fonction,  p  =  a,  q  =zf(^a)  z=f{p). 

367.  Nous  allons  indicjuer,  en  nous  bornant  au  cas  de  deux 
variables  indépendantes  x,  y,  une  méthode  pour  la  recherche  d'une 
intégrale  complète. 

Supposons  d  abord  léqualion  donnée  résolue  par  rapport  à  l'une 
des  dérivées  partielles,  soit 

(0  g  =/(^,y,  ^,  p)-\ 

Supposons  qu'on  puisse  trouver  pour  p  une  fonction  •i/(.r,j^,  :;) 
dépendant  dune  constante  arbitraire  a  et  telle  que  l'équation  aux 
dillérentieiles  totales 

dz  =  (j/  d.v  -+-/(x,  y,  z,  '})  fl^K 

soit  complètement  inlégrable.  En  ellectuant  cette  intégration,  on 
introduit  une  nouvelle  constante  arbitraire  et  l'on  obtient  une  fonc- 
tion :;  de  .r,  y  renfermant  deux  constantes  arbitraires  et  satisfaisant 
à  (i)  :  c'est  une  intégrale  complète  de  (i). 
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Donnons  un  exemple  de  cas  où  l'on  peut  apcrce\oir  direcleinent 
la  fonction  •}  ;  soil  l'équalion 

q  =JKP^  y)- 

l'osons />  =  a,  il  en  résulte  q  ^^  f\a,  y)\  récjuation 
dz  =  a  dx  -i-  f^a^  y  )  dy 

est  inlégrable  et  donne 

z  =  ax^  I  f(a,  y)  dy-i-  b. 

On  a  là  une  fonction  dépendant  de  deux  paramètres  a,  b  et  satisfai- 
sant à  l'équation  donnée.  C'est  donc  une  intégrale  complète  de  cette 
équation. 

368.   Revenons  maintenant  au  cas  de  léijuation  générale 
(i)  F(-^,  r-  ^:  /''  'n  =  O' 

el  cherchons  à  appliquer  la  méthode  précédente.  Pour  cela,  nous 
cliercherons  à  adjoindre  à  cette  équation  une  équation  de  la  forme 

(2)  ^K^\y,  -,  p-  q^  =  «> 

telle  qu'en  résolvant  ces  deux  équations  par  rapport  à  p  et  ^,  on 
trouve,  pour/>  et  q^  deux  fonctions  de  x^y^  z  rendant  complètement 
intégrable  l'équation 

(  3  )  dz  —  {j  dx  -7-  q  dy. 

Il  faut  el  il  suffit  pour  cela  (n"  350,  p.  142)  que  l'on  ait 

ôp        dp  Oq        Oq 

(4)  — -H—  7 '-  p  =  o. 

^^'  Oy        dz  ■'        dx        Uz  ' 

Dérivons  les  équations  (1)  et  (2),  les  variables  indépendantes  étant 
x,y,  s,  tandis  que  p.,  q  sont  les  fonctions  de  ces  variables  définies 
par  ces  équations  (i  )  et  (2;.  Soient  X,  Y.  Z.  P,  Q  les  dérivées  de  F 
I)ar  rapport  à  x,  y,  z,  p,  q;Xi,  \\,  Z,,  P,,  Q,  les  dérivées  de  <I>  par 
rapport  à  x^  y,  :;,  p.  q. 

Nous  avons,  en  dérivant  (1)  et  (2)  par  rapport  à  :;, 

Z^P   ^-^Q   ^=0, 
ôz  oz 

dz  dz 
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d'où 

on  uhliciil  tie  niôine 

Q,  Y  -  Q  Y,  +  (  PQ,  -  Q  I',  1  ^  =  o, 

On  \oil  (|iiL'  la  relation  (4)  se  Iraustornic  en 
Q,  Y  -  QY,  -H  ry  (  Q,  Z  -  QZ,  )  +  (P,  X  -  P  \,  )  -H/>(  P,  /  -  P  Z,  )  =  o 

(en  supposant  PQi  —  QP,  ^  o). 

En  groupant  les  ternies  en  X,,  \,,  Z,,  P,,  Q,,  cette  équation 
s'écrit 

Pour  trou\er  une  intégrale  de  cette  é(|uation  linéaii-e,  on  est  con- 
duit, d'après  la  méthode  générale,  à  considérer  le  système  dilîérentiel 
suivant  : 

dx        dy  dz  dp  dq 

"F  ^  "q"  "^  Vp-^Klq  ^  ~  X  -^jjZ  ^  ~  TTTfZ ' 

C'est  précisément  le  système  auquel  on  est  conduit  par  la  méthode 
des  caractéristiques,  mais  on  l'utilise  ditleremment.  On  en  connaît 
une  intégrale  première,  savoir  :  F;  on  cherche  à  en  obtenir  une 
seconde  intégrale  première  <I>,  telle  que  le  système 

F  =  o,         <P  =  a 
puisse  être  résolu  par  rapport  à  p  et  </,  soit 

/>  =  'i^ix,  y,  z),         g  ^'\,i{x,r,  z). 

L'é(piati(jn 

dz  =  '\i  dx  -+-  'l  I  dy 

peut  être  complèteuient  intégrée  et  donne  pour  z  une  fonction  de 
JC,  y  renlermant  deux  constantes  arbitraires  et  qui  constitue  pour 
l'équation  donnée  une  intégrale  complète. 

U.  -  II.  II 
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3(>9.   Tiaitons  un  exemple.  Soit  rt''(|iialion 

pc[—z  =  o. 

Le  système  différentiel  auxiliaire  est  le  suivant  : 

dr        fly  dz  dp         dq 

q     ~    p    ~   ?.pq   ~    P     ~    q 

En  égalant  le  deuxième  et  le  quatrième  rapport,  on  a 
dy  =  dp.         d'où         p  =  j'  -!-  «. 

A  cette  intégrale  première,  résolue  par  ra])port  à  /?,  joignons  l'équa- 
tion donnée,  résolue  par  ra|iporl  à  «y,  soit 


P       y^a 
Nous  avons  à  intégrer  l'équation  différentielle  totale 


y-^a 


dz  =  {y  -t-  rt  )  dx  -\- 

ce  qui  revient  à  intégrer  le  système 

àz  _      ^  dz  _       z 

ôx       ~     '       '  dy        )  -i-  rt 

On  déduit  de  la  première  équation,  où  l'on  considère  y  comme  un 
paramètre, 


x{y^a)^'^{y), 


d'où 


Oy 


^-^^'(y)- 


La  fonction  -j  doit  donc  satisfaire  à  l'équation 

x{  V  —  a)  ^  '^(y) 


<p'(r) 


d'où 


'r(y)  =  ^(y  -^<^)^ 

b  étant  une  nouvelle  constante  arbitraire.  La  fonction 

z^{X'rb){y-\-a) 

est  une  intégrale  complète  de  l'équation  donnée.  Pour  avoir  la  solu- 
tion générale,  nous  introduirons,  entre  a  et  ^,  une  relation  arbitraire, 


I 
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soil 

b  —  'f^ia), 

cl  nous  éliiiuneroiis  d  cl  h  ciilrc  les  trois  (''t|iiaUons 

Z  —  (j-  -4-  6  )(_/  -H  /■/  )   =   O, 

b  —  ■iji  a), 
ce  (jui  i('\ifui  il  (''limiiier  a  oiilic  les  deux  c(jii;ilions 

z  —  [a--H'^(«)](^-r-a)  =  o,         <l'{a)(  y  -\-  a)  -^  T  ^  ^h(  a)  =  o. 

'MO.  Si  1  ou  veut,  pour  la  jnèuie  L'(|u.ilioii,  employer  la  méthode 
des  caractéristiques,  il  faut  intégrer  complètement  le  système  dillé- 
rentiel  précédcul.  On  cii  di'duil  d  abord 

q  =  X  -i-  b,  p  =  y  -\-  a.  '-  =  c. 

Mettons  en  évidence  un  système  de  valeurs  initiales  Xo>  ,>^o?  -O)  /'oj 
</o.  Ces  trois  équations  s'écrivent 

(ij  x  —  x^^q  —  q^,      y  —y^  =  p—p^,       f-=:f' 

p»       qo 
D'ailleurs,  des  trois  derniers  rapports,  on  déduit 
dz  q  dp  -f-  p  dq 


d'où 


■xpq  ipq 

dz  =  q  dp  -\-  p  dq , 


doù,  en  intégrant, 

(■•*)  z  —  Zo  =  pq  —  p^qç,. 

En  joignant  cette  relation  aux  trois  autres,  nous  avons  une  solution 
du  système  diflerentiel  auxiliaire,  et  les  quatre  ('quations  obtenues 
|)euvent  être  considérées  comme  définissant  une  courbe  caractéris- 
tique pour  l'équation  donnée. 

(^ela  étant,  résolvons  le  problème  de  Caucliy,  c'est-à-dire  cherchons 
une  intégrale  qui  se  réduise,  pour  x  =  x^,  à  la  fonction  z  =  o(y). 
D'après  la  nn'thode  générale  (n  "  302,  303,  p.  i55),  il  faut  prendre 
pour  .Zo,  )„,  ^0;  Po^  ^0  des  fonctions  d'un  |)aramètr('  u  vérifiant  les 
é(jualions  suivantes  : 

àz„  ()x„  (iKii 

Ou  Ou         ■'     ()u 
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Prenons  }o  comme  paramèlre  //  ci  Xq  (l^c;   la   seconde    équation 
se  réduit  à 

9-0=0. 

du 

Or.  on  doit  avoir 

-=0=  ?(j'o)  =  o{u), 
d'où 

-r-  =  <f  I  «)• 
ou 

Nous  prendrons  donc  ^o=^'('^);  Po  sera  donné  par  la  première 
équation,  c'est-à-dire  que  l'on  aura 


_  £o  _  o  (  u) 

En  résumé,  on  prend 

-''«)  -/    . 

^"0=00051.,  yo=  u,  Zo  =  o(u),  po=  ^v '  5'o=«'("); 

X,  y,  z-,  /?,  ç-  sont  donnés  parles  quatre  équations  (i),  (2)  en  fonction 
de  l'un  d'entre  eux  et  de  ^c  J'o-  -o'/^o-'  <Jo,  c'est-à-dire  de  u. 

VIII.  —  Équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre  supérieur. 

371.  Il  résulte  de  létude  des  équations  du  premier  ordre  que  la 
recherche  de  l'intégrale  générale  peut  toujours  se  ramener  à  l'inté- 
gration d'un  système  d'équations  difierentielles  ordinaires.  Il  n'en  est 
plus  de  même  pour  les  équations  aux  dérivées  partielles  d'ordre 
supérieur  ou  égal  à  2.  Dans  ce  cas,  c'e.^t  par  exception  que  l'on  peut 
résoudre  le  problème.  Nous  a\ons  \u  quelcjues  exemples  d'équations 
aux  dérivées  partielles  particulièrement  simj)les  que  nous  avons  pu 
intégrer  soit  directement,  soit  par  un  changement  de  variables  (t.  I, 
p.  i3d). 

Le  plus  souvent,  on  doit  renoncer  à  chercher  la  solution  générale 
d'une  équation  donnée  et  se  borner  à  résoudre  certains  problèmes 
particuliers.  On  adjoint  par  exenq)le  à  l'équation  donnée  certaines 
conditions  et  Ion  cherche  une  intégrale  qui  satisfasse  à  ces  conditions. 

Citons,  dans  cet  ordre  d'idées,  le  problème  de  Dirichlet  :  on  se  donne 
dans  le  plan  une  aire  A  ayant  pour  frontière  une  courbe  (>,  on 
se  donne  en  outre  sur  C  une  succession  de  valeurs  formant  une  fonc- 
tion continue,  et  l'on  se  propose  de  trouver  une  fonction  J  de  deux 
variables  réelles  x,  y  définie  en  tous  les  points  de  A,  y  compris  le 
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coiiloiii-,  se  réJuisaal  sur  le  coaLour  à  la  fonction  donnée  et  satisfaisant 
eu  louL  [)itiaL  mlcneur  à  A  à  1  cNjUiilioa  de  L;i|)l;ice 

0\f        0\f 


Ox- 


oy^ 


372.  Munirons  |)  ir  un  exemple  coinuieal  on  peut  trouver  une 
fonction  assujettie  à  satisfaire  à  une  équation  aux  dérivées  partielles 
et  à  certaines  conditions  supplémentaires.  On  étudie,  en  Acoustique, 
la  question  suivante  :  on  a  un  tuv-iu  cylindrique  rempli  dair,  fermé 
à  une  extrémité  et  considéré  comme  indélini  dans  un  sens  {Jig.  29); 
ou  imagine  que  Ion  imprime  à  la  tranche  d'air  AB,  au  moyen  de  la 
paroi,  un  certain  mouvement,  et  Ton  cherche  la  modification  qui  en 
résulte  pour  la  colonne  d'air  contenue  dans  le  tube. 

Des  considérations  physiques  conduisent  au  résultat  suivant  :  soient 
MN  une  tranche  d'air  située  à  la  distance  J?  de  AB,  ;^son  déplacement 
à  l'instante,  compté  positivement  dans  le  sens  AM;  u  est  fonction  des 

Fig.  29. 


deux  variables  l,  x  et  satisfait  à  l'équation 


<') 


ô-  u 


d-  u 


ôf^  dx'^ 


a  étant  une  certaine  constante  positive. 

Les  conditions  initiales,  qui  constituent  les  relations  supplémen- 
taires auxquelles  doit  satisfaire  la  fonction  u  cherchée,  sont  les 
suivantes  : 

i"  A  l'instant  origine  ^  =  o,  la  paroi  et  la  colonne  d'air  sont  au 
repos,  c'est-à-dire  que  l'on  a 


(■^) 


a  =:  u 
du 


pour  ^  =  o,  x^  o. 


1"   On  imprime  à  la  paroi  ou  à  la  tranche  initiale,  au  moyen   d'un 
piston,  un  mouvement  dont  la  loi  est  donnée,  c'est-à-dii'e  que  l'on  a 


(3) 


u=J\t)         [tour  X  =  o,  tdo, 
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/{t)  étant  une  fonction  ilonnôo  satlstaisanl  aux  comlilions 

/(0)=/(0)  =  0. 

Cela  posé,  il  résulte  de  l'équation  aux  dérivées  partielles  [\)  (pie  u 
est  de  la  forme  [cf.  t.  I,  p.  i3G) 

(4)  u  = -fix -h  at)-^  Oi(x  —  ai). 

Nous  allons  déterminer  les  fonctions  es  et  j,  au  moven  des  condi- 
tions initiales  (2)  et  (3).  On  a 

(j)  —  =^  a'i  (x  -T-  at) — ao.{x  —  at). 

Pour  /  =  o,  les  équations  (/j)  et  (5)  donnent 

u  =  '^(x)-~  Oi(x),  —  =  ((■j,'(x)—ao\(x), 

d'où,  en  tenant  compte  des  conditions  (2), 

O  (j7)-f-    C?l(iP)  =  O    ) 
f'(x)  —  '.D\{x)=-0    ) 

La  première  relation  donne,  par  dérivation, 

o'(x  )  -h  o',  {X)  =  o, 

d'où,  en  comparant  a\ec  la  seconde, 

o'( X  )  =  o\(x')  =  o. 

On  déduit  de  là,  en  désignant  par  c  une  certaine  constante,  les  valeurs 
de  'j.  et  '^,  pour  des  valeurs  positives  de  l'argument  : 

(6)  o(arj  =  c,         Gi(\r)  =  —  c         (x'^o). 

Pour  X  =  o,  on  a,  daprès  (4  ), 

u  =  cp  (rt<;  -i-  9i( —  at), 
d'où,  en  tenant  compte  de  la  condition  (3), 

<f(at)-^^j(—at)=f(t)         (tào), 
et,  en  tenant  compte  de  la  première  équation  (6), 

Nous  pouvons  en  déduire  la  valeur  de  la  fonction  cp,  cjuand  largu- 
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ment  est  uéirutlf.  Pusons  —  at  =  c,  il  Mciit 


(/ 


?i(-)  =/(—-)  -«•>  |).nir  :;:.). 


ISous   sommes  à  présent  en  mesure  de  rt'soiidre  le  problème.    I..a 
solution  est  la  suivante  : 

Consiflérons  la  tiainli('  MN  d  aliseisse  .r.  distinguons  deux  cas: 
I"   On  a 


t'^~         ou         X  —  af  -  o. 


Les  arjj;unienls  de  ^  et  de  '.2,  sont  tous  deux  positifs.  On  a 


d  où 


La  tranche  MN  est  en  repos. 
2"  On  a 


/  >  -  on  J"  —  nt  <Co. 

a 


On  a  toujours  -^  =  c;  mais,  l'argument  de  z>i  étant  négatif,  on  a 


d'où 


„=c^,/(._ï)-.=/„-f). 


On  voit  que,  si  l'on  considère  une  Iranclie  d('-terininée  d'abscisse  ^, 

tant  que  f^  -  ^  celte  tranche  reste  immobile:  (luand  (  >>  ->  son  dépla- 
^  ~  a  ^  a  ^ 

cément  esl  / {  t )•   Cela  correspond  à   ce  fait  physique   que   le 

déplacement  imprimé  à  la  tranche  initiale  se  transmet  intégralement 
aux  tranches  suivantes  avec  une  vitesse  égale  à  a. 


CHAPITRE  YI. 

APPLICATIONS  GÉOMÉTHIQUES. 


I.  —  Enveloppes  des  courtes  et  surfaces. 

373.   Dans  un   système  de  coorclonnées  cartésiennes  .r,  y,  g,  un 
système  de  trois  équations  de  la  forme 

où  t  est  un  paramètre,  définit  une  courbe. 
Une  équation  entre  x^  y,  z  de  la  forme 

f(T.y.z)  =  o 
représente  une  .su/face.  Ln  système  de  trois  relations  de  la  forme 

où  n,  V  sont  deux  paramètres,  représente  aussi  une  surface. 
On  sait  que  la  tangente  à  la  courbe 

au  point  de  paramètre  t,  a  pour  équations 

X-/(n  _  \—-^{t)  _  Z  — -MQ 
f\t)      ~      '^(O       ~      6'(0      ' 

en  supposant  que  f ,  'z,\  'V  ne  sont  pas  nuls  tous  trois.  On  doit  exa- 
miner à  part  le  cas  de  y'=  cp'=i:  J/'=  o.  Il  peut  y  avoir  en  un  tel 
point,  suivant  les  cas.  une  tangente  déterminée  ou  non. 
Les  équations  de  la  tangente  s'écrivent  encore 

X  —  X  _  V  —  y  _  Z  —  z 


dx  dy  dz 


car  dx.  dy,  dz  sont  proportionnels  ^^'{t),  o'(t),  ^'{l). 

Le  p/cfn  normal  à  la  courbe  au  point  de  paramètre  t  a  pour  équa- 


1 


I.    —    ENVELOPPES    DES    COURBKS    ET    SURFACES.  1^9 

lif)ii,  si  les  coordonnées  sont  rectangulaires, 

(X  -  .r  j/'(  n -- (  Y  —  j')(p'(/) -4- (  Z  —  ^;<{/'{  O  =  o 
ou 

(  X  —  ,r)dT-\-(\  — j)  dy  -^[1.  —  z)  iJz  =  c 

Considérons  nKiiiit<Mi;uil  une  surface  ayant  pour  é(|uali<tn 

f{x,  y,  z)  =  o 

et  une  courbe  tracée  sur  cette  surface.  Les  coordonnées  .î",J)',  ^  d  un 

point  de  cette  courbe  varient  en  satisfaisant  toujours  à  l'équation  de 

la  surface.  Leurs  dillerentielles,  si  elles  existent,  sont  donc  liées  par  la 

relation 

f'x  dx  -4-/;.  dy  ^f'.dz^  o. 

Cela  montre  que  la  tangente  à  la  courbe  en  un  point  est  toujours 
située  dans  le  plan  d'équation 

(X-.r,)/l.+  (Y  -  j)/;+  (Z  -  z)fl^o. 

• 

C'est  \e plan  tangent  à  la  surface  en  ce  point. 

Dans  le  cas  où  yj'.,  J'  f,  sont  nuls,  on  a,  en  général,  un  point 
singuliei'. 

La  normale  à  la  surface  en  un  point  est  (en  coordonnées  rectan- 
gulaires) la  droite  d'équations 

X  —  X        Y  —  y        Z  —  z 


Jx  J  y  Jz 

Dans  le  cas  particulier  où  léquation  de  la  surface  est  résolue  par 
rapport  à  l'une  des  variables,  soit 

z  =  o{x,y), 

l'équation  du  plan  tangent  prend  la  fornie 

(X-^)cp:,,+  (Y-j^)cp',-(Z-z)  =  o. 

Si   l'on    considère   une    couri)e   plane   d'équation  /(^,  y^  =  o,   la 
tangente  au  point  x.y  a  pour  équation 

(X-rr)/i-4-(Y-^)/,:=o. 

Ces  diflerents  points  étant  raj)pelés,  nous  allons  étudier  la  théorie 
des  envclopj)es. 

374.   Enveloppe  d'une  couibe  plane.  —  Considérons  une  famille 
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de  courbes  planes  dcpeiidanl  ilun  paramt-lre  a,  ayant  pour  iMpiation 
(i)  /{x,  y,a)  =  o. 

Prenons   deux   courbes   de   celte    famille   correspondant   aux    va- 
leurs (I  et  a  -^  l(f  du  paramètre  : 

Elles  peuvent  avoir  des  points  communs  dont  les  coordonnées  sa- 
tisfont alors  aux  équations  (2)  et,  par  suite,  à  l'équation 

,0.  /(  j\  K,  «  —  A  «  )  —  f{  r ,  y,  a  )  _ 

qui  est  une  combinaison  des  étpialions  (2). 

D'après  la  formule  des  accroissements  finis,  celte  équation  (3) 
s'écrit 

■^(x,  y,  affila  )  =  o, 

6  étant  variable  avec  x,  y,  a,  mais  toujours  compris  entre  o  et  i  ;  et, 
d'après  la  théorie  des  fonctions  im|)licites,  si  \a  varie  d'une  manière 
continue,  les  coordonnées  x,  y  d  un  point  commun  aux  deux  courbes 
varieront  d'une  manière  continue,  ceci  sous  certaines  conditions 
précisées  dans  la  théorie  des  fonctions  implicites.  Quand  A  a  tend 
vers  o,  les  points  communs  tendent  vers  les  points  communs  aux 
deux  courbes 

i  f  ix,y,a)  =  0, 

\  —  (j:.  K,  a)  =  o; 

ceux-ci  sont  dits  points  liniilcs  pour  la  courbe  (1).  Quand  a  varie, 
ils  ont  un  lieu  géométrique  dont  1  équation  s  obtient  en  éliminant  a 
entre  les  équations  (4  )•  Ce  lieu  s'appelle  {'enveloppe  de  la  famille 
de  courbes  donnée. 
Soient 

son  équation,  et  (.Tq,  >'o)  un  de  ses  points. 

Les  équations  (4),  où  l'on  remplace  x^  y  par  Xo,  .l'o,  ont  au  moins 
une  racine  commune  en  a,  soit  a^.  Il  y  a  pour  x  el  y  des  fonctions 
continues  de  a  satisfaisant  à  (4)  et  se  réduisant  à  Xq^  y^  quand  a 
se  réduit  à  Uq.  Si  l'on  suppose  que  ion  remplace  x,  y  par  ces  font- 
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lions  <lans  (i),  le  premier  membre  sera  i(lenli(|iiemeiil  nul,  ainsi  ijiic 
loiilcs  ses  dérivées,  c'est-à-dire  (jiie  l'on  aura 

df  dx       ô£dY    .    <^  _ 
O.r  (la        Oy  ila        Oa 

ce  (|ni  donne,  d'aigres  (4), 

dx  da        dy  da 

Si.  pour  le  point  considéré,  -r-  et  -f^  ne  sont  pas  tous  deux  nuls, 
Il  ^  ôx        dy  ^ 

celte  équation  montre  que   la   tangente  au   lieu   décrit  |)ar  x,   y,  de 

coefficients  -r- >  -i->  est  identiiiue  à  la  tangente  à   la  courhe  (\)  qui 
da     da  '  ^ 

passe  par  ce  point.  Le  fait  n'a  plus  lieu  si  (jCq,  y»)  est  un  |)oint  sin- 
gulier pour  la  courbe  (i)  de  paramètre  «o- 

375.  Cherchons  directement  si,  étant  donnée  la  famille  de  cour- 
bes (i ),  il  existe  une  courbe  tangente  à  toutes  les  courbes  de  cette  fa- 
mille, le  point  de  contact  variant  d'une  manière  continue  avec  a. 

Soient  X,  y  les  coordonnc'-es  de  ce  point  de  contact  inconnu.   La 

tangente  au  lieu  de  ce  point  a  })oiir  coefficients  -j->  -j-  et,  comme 

elle  doit  coïncider  avec  la  tangente  à  la  courbe  (i)  en  ce  point,  on 

doit  a\oir 

Of  dx        df  dy 

-r -, ^ r-  =  o- 

dx  da        dy  da 

De  plus,  x^  y.  fonctions  de  a,  vérifient  l'équation  (i)  ;  on  en  déduit 

en  dérivant 

df  dx        df  dy         of 
dx  da        dy  da        da 

En  coni|)arant  ces  deux  équations,  on  trouve 

da         ' 

de  sorte  que,  si  le  problème  est  possible,  tout  [)oint  du  lieu  satisfait 
à  l'équation  R(a:,jK)^o  obtenue  en  éliminant  a  entre  les  équa- 
tions (4)- 

370.  Remarquons  que,  s'il  y  a  uw  point  singulier  dans  chaque 
courbe  de  la  famille  (i),  le  lieu  de  ce  point  fait  partie  de  l'enveloppe. 
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En  etTet,  ses  coordonnées  salisfonl  aux  équations 

'^="-  Tr-""^  0^=^^' 

el  par  suite  aussi  à  1  ét|iialion 

^  =  o 
da 

Prenons  comme  exemple  la  courbe  avant  pour  équation 

f{x^  y,  a)  =  y*  —  y'^-\-  (x  —  a )-  =  o, 

a  étant  un  paramètre  variable.  On  a 

L'élimination  de  a  donne  l'équation 

^^(r^  — 0  =  o. 
qui  se  décompose  en 

j,-2=o.         y  =  ±\. 

Or,  la  courbe  mobile  est  une  courbe  se  déplaçant  parallèlement  à 
Taxe  des  x  et  ayant  pour  point  double  le  point  :r  =  «,  y  ^  o. 

Laxe  des  x  est  donc  un  lieu  de  points  singuliers,  de  sorte  que  l'en- 
\  eloppe  proprement  dite  se  compose  simplement  des  droites  jk  =  —  i  • 

377.    Supposons  maintenant  que  les  courbes  variables  aient  pour 

équation 

f{x^  j',  a,  è)  =  o, 

a  et  b  étant  deux  paramètres  liés  par  la  relation 

o(«,  b )  =  o. 

Considérons  b  comme  une  fonction  de  a  définie  par  celte  relation 
el  dérivons  par  rapport  à  «  la  première  équation.  Il  \ient 

ôf       af  db  _ 
da        ob  da 

Dailleurs,  de  la  relation  entre  a  et  b  on  déduit 

0'^        à-:,    db  _ 
Oa        ob  da 


il 
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On  peut  tirer  de  là  la  \aleur  de  -r--   En  ixjrlarit  cette  valeur  <lans  la 

'  (lu  ' 

relation  |)r«'ccdente,  celle-ci  se  met  ï.ous  la  l'orme 


<^f 

^/ 

iJa 

db 

d^ 

0-^ 

fia 

Où 

On  doit,   |)Oiir  avoir  réquation  de  lenNcloppe,  éliminer  a  et  b  entre 
celle  relation  el  les  ('quations 


/{x,  y,a,  ù) 


'i(  rt.  6  j  =  o. 


378.  Be/narques.  —  i"  Etant  donnée  une  famille  de  courbes  dé- 
pendant d  un  paramètre,  si  celui-ci  entre  linéairement  dans  1  équation 
des  courbes,  il  ny  a  pas  d'enveloppe.  En  eilet,  l'équation  de  ces 
courbes  est  de  la  lorme 

/i  — «/2=o. 

Deux  quelconques  de  ces  courbes  se  coupent  en  des  points  fixes,  com- 
muns à  toutes  les  courbes  de  la  famille;  le  lieu  des  points  limites  se 
réduit  à  ces  points  eux-mêmes. 

2"  Si  le  paramètre  entre  algébriquement  dans  l'équation  des 
courbes,  c'est-à-dire  si  celle-ci  est  de  la  forme 


/u«"'^/ia'"-' 


fm  =  O, 


pour  trouver  lenveloppe,  on  reconnaît  quelon  est  ramené  à  éliminera 
entre  les  dérivées  de  cette  équation  par  rapport  à  a  el  par  rapport  à 

une  variable  dhomogénéilé  ù  obtenue  en  remplaçant  a  par  -.-  et  mul- 

tipiianl  ensuite  les  deux  membres  de  1  équation  par  6'". 

379.   Enveloppe  d'une  sur/ace  dépendant  d'un  paranièt re .  — 
Soit  une  surface  dépendant  d  un  paramètre  a  el  ayant  pour  équation 


(U 


/(^,  J,-s,  «J  =  o. 


Deux  surfaces  de  cette  famille  correspondant  aux  valeurs  «  et  a  -j-  Aa 
du  paramètre  ont  en  commun  une  courbe  qui  varie  quand  Aa  tend 
vers  o.  On  peut  prendre  pour  équations  de  celle  courbe 


l'{j\   y .  c.  a  -i-  Aa)  —  f^J'.   y.  c,  n  i 
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(^)uand  la  tend  vers  o,  cette  coiirl)e  tend  vers  une  courbe  limite  qui  a 
pour  équations 

(i)  /(x,  y,z,a)  =  o, 

(2)  ^(x,y,z,a)  =  o. 

C'est  la  courbe  caracté/istiquc  de  la  surface  considérée,  et  son  lieu, 
quand  a  varie,  est  dit  Vcnveloppe  de  cette  surface.  En  éliminant  a 
entre  les  équations  (i)  et  (  :i),  on  a  son  é(|uatiun: 

R(a?.  7,  z)  =  o. 

Si  un  point  (^x^  y,  z)se  déplace  en  restant  sur  l'enveloppe,  à  chaque 
svstènie  de  valeurs  de  j?,  j',  z  on  peut  associer  une  valeur  de  a  telle 
que  le  système  x^y^  z,  a  satisfasse  aux  équations  (i)  et  (2),  par  suite 
à  l'équation  obtenue  en  ditlérenliant  (i),  c'est-à-dire  à 

4-dx  ^  -  -  dy-^-  —dz^  -^  da  =  o. 
ox  oy  Oz  aa 

En  tenant  compte  de  (2).  cette  équation  se  réduit  à 

df  j  àf  ,         àf  ^ 

(3)  ^dx-^  ^  dr-i- ■~-dz  =  o. 
ox  dy    "         ôz 

Celte  équation  montre  que  le  plan  tangent  à  l'enveloppe  au  point 
{x^y^  z)  est  le  même  que  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface  (i). 

380.  Réciproquement,  étant  donnée  la  famille  de  surfaces  (1),  cher- 
chons s'il  existe  une  surface  tangente  à  chaque  surface  (1),  les  coor- 
données (.r,  y^  z)  d'un  point  de  contact  étant  fonctions  de  deux  para- 
mètres dont  l'un  sera  a.  A  tout  système  de  coordonnées  (.r,  y^  z) 
d'un  tel  point  correspondra  un  nombre  a  tel  que  le  système  x,  y,  2,  a 
vérifie  l'équation  (i)  et  qu'en  outre  le  plan  tangent  au  lieu  du  point 
(or,  y,  z)  soit  confondu  avec  le  plan  tangent  à  (jj.  Cela  exige  que 
l'on  ait 

df  ^  df   1  df   , 

-^  dx  -\-  ^-  dv  -><r  -;-  a^  =  o . 

àx  oy  oz 

D'autre  part,  on  déduit  de  (i) 

^f  1         df   ,         of   .         àf   , 

-^  dx-\ — ^  dv -\ — —  dz  -\ — ^  da  =  o. 

ôx  ôy    -^         Oz  ùa 
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d  OÙ.  j>.ii'  LX)iii|)iiiaiS()n  Je  ces  deux  relations, 

■IL  =  o. 

ôa 

\.^  siiilare  cliercliée,  si  elle  existe,  ne  |»eut  donc  être  cjiic  I  enve- 
lo|)|)e  des  suriaces  (  i  i. 

Les  résultats  du  n"  377  s  applicjucnt  au  cas  des  surfaces  dépendant 
de  deux  paramètres  liés  par  une  relation. 

3<SJ .  I\  iiKeloppc  (V  une  surface  dépendant  de  deux  paramètres. 
—  Soit 

(I  )  /"(  X,  r,  z.  a.  /y  )  =  o 

l'équation  d  une  surface  dépendant  de  deux,  paramètres  indépen- 
dants «,  b.  Considérons  deux  surfaces  de  cette  famille  correspondant, 
l'une  à  a.  h.  lautre  aux  \aleurs  <7  +  Art,  b  ^  \h  des  paramètres;  la 
seconde  a  pour  équation 

{•!)  f{x,  y.  z,  a -i- :^a.  h -^  \h)  r=  o. 

Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  une  certaine  courbe;  si  A<7 
et  Ib  tendent  vers  o  d'une  manière  quelconque,  parmi  les  points  de 
cette  courbe,  il  y  en  a  ciui  tendent  vers  des  positions  limites  bien 
déterminées  qui  sont  les  points  d'intersection  des  trois  surfaces 

f(x,y,z,a,  b)  =  o, 
,3)  '   ^(x,r.z.a,bj  =  o, 

-^cr,  ^,  5,  rt,  b)  =  o. 

Ces  points  s'appellent  les  points  limites,  et  leur  lieu,  lorsque  a  et  b 
varient,  est  encore  dit  Venveloppe  des  surfaces  (\). 

V  n  point  limite  (x,  y,  z)  a  des  coordonnées  variant  dune  façon 
Continue  avec  a,  b;  l'équation  (  i  ),  qui  est  identiquement  vériliée  par 
ce  système  de  valeurs  de  j:*,  j)',  z-,  donne  par  dillerentiation 

(  4  »  -^  dx  -^  ^  dy  -^  —  dz  -^  -^  da  ^  -^  db  =  o, 

ox  dy    -^        ôz  Oa  ob 

d  où  résulte,  en  tenant  compte  de  {S  ),  la  relation 

:-  dx  ^  ^-  dy  -^^ — -  dz  =  o, 

dx  Oy    ''        dz 
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qui  inonlre  que  le  plan  tangent  à  l'enveloppe  au  point  (x,  r,  z)  est 
le  même  que  le  plan  lani;ent  en  ce  point  à  la  surface  variable. 

382.  Réciproquement,  étant  donnée  la  famille  de  surfaces  (i), 
cherclions  s'il  existe  une  surface  tangente  à  toutes  les  surfaces  de  cette 
famille.  Si  cela  est,  les  coordonnées  x,  y^  z  d'un  point  de  contact 
seront  des  fonctions  de  a,  b  telles  que  l'on  aura 

df  ,        df   ,         df  , 

-^  dx  -+-  --  dy  -\-  —  dz  —  o. 

ôx  oy    ^        Oz 

Or,  de  (i)  on  déduit  encore  par  diilérentiation  la  relation  (4  j.  U  en 
résulte,  par  comparaison  avec  la  relation  précédente, 

-f-  da  -h     ,-  du  —  o. 
oa  ôb 

Ceci,  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  a  et  6,  exige 

-f-  =  o,  -y  =  o. 

oa  Ob 

La  surface  cherchée,  si  elle  existe,  coïncide  donc  avec  l'enveloppe. 

Nous  nous  sommes  placés  dans  le  cas  général;  il  peut  arriver  que 
les  points  limites  soient  fixes,  ou  encore  qiPe  le  lieu  des  points  limites 
soit  une  courbe. 

383.  Enveloppes  des  courbes  gauches.  —  Considérons  une  courbe 
gauche  C  définie  comme  intersection  de  deux  surfaces  dépendant 
d  un  paramètre  a 

\f{x,y,  z,  a  )  .--  o, 

(0  \     / 

Cherchons  s'il  existe  une  courbe  F  tangente  à  toutes  les  courbes  C,  le 
point  de  contact  variant  d'une  manière  continue  avec  a. 

Les  coordonnées  x,  "K,  :;  du  point  de  contact  d'une  telle  courbe,  si 
elle  existe,  seront  fonctions  continues  de  a,  satisferont  aux  équa- 
tions (ij  et  par  suite  à 


(2) 


—  clx  H — —  Cl  y  H — —  az  -h  -^  eut  =  o, 
ax  ay  dz  Oa 

0'^  Oo  c/cp  Oo 

—^  ax  H dy  H dz  -h  —^  da  =  o. 

Ox  Oy  Oz  Oa 
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Pour  que  V  et  C  soient  tanj;entes,  il  faut  et  il  ^ulTit  fjuc  Ton  ait 
0/  dx        df  dy        Of  dz 

(3) 


ox 

da 

-r- 

ùy 

da 

-+- 

Oz 

da 

=  o. 

'ôx 

dx 
da 

-H 

do 

dy 
da 

-(- 

Ci 

oz 

dz 
da 

=  0, 

d'fn'i.  par  ((Uiiparaixiii  avec  (2), 

(4  >  =0,-^=0. 

^  da  da 

L  II  point  (x,  r,  z)  fie  Tenveloppc  F.  si  elle  existe,  satisfait  donc 
aux  équations 

(5)  .  df  d'j 

i  -r-  =  «5  -^  =  o. 

f  âa  da 

Il  faut  que  ces  quatre  équations  définissent  des  fonctions  x.,  y.  ^  de  <7  ; 
celte  condition,  qui  est  nécessaire  pour  que  F  existe,  est  d'ailleurs 
suffisante,  car  le  point  de  coordonnées  x,  y,  :■  que  l'on  déduit  de  ces 
relations  satisfait  à  (2)  et  par  suite  à  (3),  donc  décrit  une  courbe  tan- 
gente à  C.  Mais,  en  général,  ces  quatre  équations  ne  sont  pas  compa- 
tibles, de  sorte  qu'en  général  une  courbe  gauche  n'a  pas  d'en- 
veloppe. 

384.  Remarques.  —  Si  l'une  des  équations  (  i)  ne  dépend  pas  de  a, 
c'est-à-dire  si  Tune  des  surfaces  qui  définissent  la  courbe  est  fixe,  les 
équations  (4)  se  réduisent  à  une;  on  n'a  plus  que  trois  équations  qui 
définissent  en  général  x,  y,  z  en  fonction  de  a.  La  courbe  variable  a 
une  en\elop|)e. 

385.  Revenons  à  la  courbe  avant  pour  écjualions 


Quand  a  varie,  elle  décrit  une  surface  dont  on  trouve  réquation  en 
éliminant  a  cntie  (1),  soit 

R{x^  T,  5)  =  o. 

D'après  la  remarcjue  précédente,  la  courbe  avant  pour  t'-quations 

\\{x^  y,  z  )  :=  o, 


J{x,y,  z,a)^o 
II. 
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a  une  enveloppe.  Cette  contradirtion  appai-enle  tient  à  ce  fait  que  le 
système  (i)  n'est  pas  complètement  équivalent  au  système  (2);  la 
courbe  (2)  contient  en  j^énéral  la  courbe  (j)  plus  d'autres  courbes. 

38(5.   Considérons  une  surface  dé|)endant  d'un  paramètre 

/^  j-,  r,  5 ,  a  )  =  o. 

Mlle  a  une  enxeloppe  définie  comme  lieu  de  la  caractéristique 

/{x,  r,  -.«1  =  0, 

Cette  caractérisi icjue  est  une  courbe  qui  a  une  enveloppe.  En  effet, 
en  appliquant  la  théorie,  on  doit  prendre  les  quatre  équations 

j(x,  y,  z.  a  )  —  o,  -^  (  X,  jj^,  2,  a  )  =  o, 

On  \oit  qu'elles  se  réduisent  à  trois  et  ])ar  suite  quelles  définissent  A", 
y,  z  en  fonction  de  a. 

387.  Enveloppe  de  plans  à  un  paramètre.  —  Considérons  un 
plan  variable 

(i)  k.x  -f-  BjK  -H  Gz  -^  D  =  o, 

A,  B,  C,  D  étant  fonctions  d'un  paramètre.  Lorsque  ce  paramètre 
varie,  le  plan  a  une  enveloppe.  Sa  caractéristique  est  définie  par 
l'équation  (1)  et  par 

(2)  A'a^ -i- B'^ -i- C's -I- D' =  o, 

A',  B',  C,  D'  étant  les  dérivées  de  A,  B,  C,  D  jjar  rapport  au  para- 
mètre. 

D'après  le  n"  386,  cette  droite,  en  tant  que  caractéristique,  a  une 
enveloppe  qui  est  le  lieu  du  point  dont  les  coordonnées  sont  définies 
par  les  équations  (1),  (2)  et  l'équation 

<3)  A'a;-*- B"jK-HG"5-f- D'=  o. 

La    surface   engendrée  par  la   droite,  c'est-à-dire    l'enveloppe  du 
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plan,  esl(Jil<;  surface  déveAopnubh.  Li;  lien  du  |)i>inl  dt;  contact  de;  la 
caractéristiijue  avec  son  enveloppe  est  dit  \ arête  de  rebrousseinent 
de  la  déxeloppable  (^'). 


II.  —  Courbure  et  torsion  des  courbes  gauches. 
;WS.    Plan  osculateiir.  —  Considérons  une  courbe  irauche  ayant 


ajî 


pciiii'  t'qiiations 


Considérons  la  tau;;ente  MT  au   poml  M( \r,  r,  z)  de  paramètre  t  : 

\^x _^  —y  _L  —  z 

Soit  M'  un  point  voisin  de  M,  correspondant  à  la  valeur  t  -\-  It  da 
paramètre.  Menons  par  M  la  parallèle  MB  à  la  tangente  en  M'  ;  léqua- 
lion  du  plan  déliai  par  MT,  M^  est 

\  —  x  Y  — K  Z  — - 

fit)  'o'(t)  'Vit) 

f'{t-^\t)      o'(t-^M)      'Yit-r-M) 


X  —  x  Y— jK  Z-z 

f  (  t  )  o'  (  t)  'V  (  /  ) 


\t 


\t 


A/ 


Si  A/  tend  vers  o,  les  éléments  de  la  dernière  ligne  de  ce  déterminant 

tendent  vers 

fit)     o"(t)     •b'(t), 

de  sorte  que  le  plan  TMO  varie  en  tendant  vers  une  position  limite 
déterminée  qui  a  pour  équation 

X  —  ^     Y  — jK     Z  —  z 

fit)     io'(t)     'Y(t) 

fit)      fit)      '!^"it) 

Ce  plan  est  dit  le  /)/an  osciilatPiii-  à  la  cnurhe  en  M.  Son  équation 
s  écrit 

(  1  )     C.>''-" — z'  y"  )i  \  —  .r  )  -k-  i  z  x"  —  .r'  z"  )i  \  ~  y  )  ^  {  x'  y — y'  x"  )i7.  —z)=o. 


(  ')  Ces  déiHjmiiialiiJUS  scionl  juslilit-cs  jiliis  loin  (voir  Section  \ 


l8n 
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^^ou^  poserons 

A  =  yz'—z'v", 


B  r= 


TV  —y 


Le  plan  est  délerininé  tant  que  \.  B.  C  ne  sont  pas  nuls  tous  les 
trois. 

Ce  plan  dépend  du  paranièlre  t,  il  a  dune  une  enseloppe.  Je  dis 
(|ue  la  caractéristique  du  plan  osculateur  à  une  courbe  en  un 
point  est  la  tangente  à  cette  courbe.  En  efT'et,  pour  définir  cette 
caractéristic|ue.  nous  devons  adjoindre  à  l'éf|ualion  (  i)  l'équation 
dérivée  par  rapport  à  t,  qui  est.  toutes  réductions  laites, 


{■i) 


\  <■/-'"— -'.r"')<x  -.r) 

\         .^iz'x"'-x'z"){\  -y) 


(Jc' y'"  — y x'" )(  Z  —  s)  =  o: 


c'est  une  droite  passant  par  M.  De  plus,  si  Ton  remplace  dans  ses 
équations  X  —  x.\  —  JK?^  —  -^  P^r  ^' ■^  y' •  ^'  9'"  sont  les  coefficients 
de  la  tangente,  elles  sont  vérifiées.  C'est  donc  la  tangente  en  M. 

On  voit  que  le  lieu  des  tangentes  à  une  courbe  gauche  C  est  une 
surface  enveloppe  d'un  certain  plan  à  un  paramètre,  par  conséquent, 
d'après  le  n"  387.  une  surface  clévetoppable. 

Toute  droite  menée  par  M  dans  le  plan  normal  est  une  normale  à 
la  courbe.  On  appelle  normale  prinilpah'  la  normale  située  dans  le 
plan  osculateur;  on  aj)pelle  binormale  la  normale  perpendiculaire 
au  plan  osculateur. 

389.  Considérons  une  courbe  rapportée  à  trois  axes  rectan<ru- 
laires  O a\  y.  z.  D'après  la  définition  de  la  longueur  d'un  arc  de 
courbe  (l.  I.  p.  \^'o)i  on  a,  s  étant  l'arc  compté  positivement  dans  le 
sens  des  t  croissants, 


Considérons  en  M  (Jig-  3o)  le  plan  normal  à  la  courbe.  Il  divise 
au  voisinage  de  M  la  courbe  en  deux  parties,  situées  de  part  et  dautre 
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par  rapport  à  lui,  et  la  tang;enl<'  en  deux  rlemi-droiles.  Considérons  la 
deini-lan^ente  qui  est  du  luèine  c«)lé  par  rapport  au  plan  normal  <jiie 
Tare  de  coiiilx'  piirhiiil  de  M  dans  le  sens  des  /  croissants.  Nous 
dirons  (pie  c'est  la  deini-ldixi^enlo  dirigée  dans  le  sens  positif  ou  la 
demi-tangente positiK^e.  Soient  a,  |i,  v  ses  cosinus  directeurs,  on  a 

L-1    _l_-4-    ' --^1. 


Su|)|H)sons  |)ar  exemple  .r'>>  o.  cela  veul  dire  que  x  croît  avec  t. 
Si  nous  menons  pai- M  If  plan  paiidlrlc  ;iu  plan  vO  ;,  la  (lemi-tanji;ente 
dirii^ée  dans  le  sens  (Jes  t  croissants  est  donc  pur  rap|)ort  à  ce  plan  du 
même  côté  que  la  partie  positive  <le  1  axe  Ox\  1  angle  de  cette  demi- 
tangente  avec  Ox  est  donc  aigu,  par  suite  a  est  positif.  Cela  montre 
que  devant  le  dernier  rap|)ort  il  fiiut  j)rendre  le  signe  -h,  de  sorte 
que  l'on  a 

^- L -  1  - i 
x'  ~  y  ^  z'  ~  s' 

ou 

x'  _  dx  ^  _  y  _  dy  z         dz 

s'         ds  ^         s'         ds  '        s         ds 

390.  Courbure.  —  Soient  M  un  point  de  la  courbe.  M'  un  point 
voisin,  to  l'angle  des  tangentes  à  la  courbe  en  M  et  M',  la  détermi- 
nation choisie  pour  cet  angle  étant  celle  qui  tend  vers  o  quand  M' 
tend  vers  xM,  son  évaluation  étant  faite  en  parties  de  la  circonférence 

de  ravon  i.  Considérons  le  rapport tttt,'  nous  allons  montrer  que, 

*  '  a  rc  M  M  t      ' 

quand  M'  tend  vers  M,  ce  rapport  tend  vers  une  limite  déterminée 
qu'on  appelle  la  courbure  en  M.  L'inverse  est  dit  le  rayon  de  cour- 
bure en  M. 

Par  l'origine  des  coordonnées,  menons  (fig.  3o)  un  segment  Ou  de 
longueur  i  parallèle  à  la  demi-tangente  positive  en  M  ;  cela  revient  à 
considérer  le  point  u.  de  coordonnées  a,  [3.  y.  Lorsque  M  décrit  la 
courbe  donnée  C,  jj.  décrit  sur  la  sphère  de  rayon  i  et  de  centre  O 
une  certaine  courbe  qu'on  appelle  V indicatrice  sphérique.  Soit  a-  la 
longueur  de  l'arc  de  courbe  décrit  par  le  point  jji  à  partir  d'une  ori- 
gine quelconque,  compté  positivement  dans  le  sens  où  u  décrit  l'in- 
dicatrice lorsque  5  croît.  Soit  't!  le  point  de  lindicatrice  correspon- 
dant à  M',  on  a 

tu  =  ;jLOa'=:  arc  «le  f;r;in<l  cercle  ;jlijl'. 

Or,  cet  arc  de  grand  cercle  u.|j.'  est  un  infiniment  petit  équivalent  à 
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la  corde  uu'  et  par  suite  à  lare  d'indicatrice  au.'.  Nous  sommes  donc 
ramonés  à  étudier  la  limite  du  rapj^ort 

aicua'  A(T  A/ 


arc  MM'        A5         A.? 


C^uand  li  tend  vers  o,  ce  rapport  a  une  limite  qui  est 

—      ou       -p, 
Sf  as 

de  sorte  que  la  courbure  en  M  est  -r-?  le  rayon  de  courbure -y--  Cal- 

'  CIS  •  (1(7 

culons  ces  quantités    en    fonction    des    éléments   qui    définissent    la 
courbe. 
On  a 


(7  2  —  a  2  _,_  ji  2  _^_  Y 


De  y.  =  "—  on  déduit 
s 


d'où 


ou 


T    s  X  s 


!.(  x"  s'  —  .t'  s"  }- 


ou,  en  développant  le  second  membre, 

,,  _  s'-  (  x"-  ^-  y"-  —  z"-  I  H-  s"-  (  ,r'2  —  y'i  —  z'-  )  —  ■>.$' s"i  x' x"  -4-  y' y"  -•-  z'  z"  ) 


Dérivons  la  relation 
on  obtient 


■y 


s  s  =  X  x"  -t-y  y  -\-  z'  z  , 

de  sorte  que  nous  pouvons  éciire  après  simplification 

,,  _  (x'^-\-y'^-+-  z'^  )  (a-"-  — y  2 -h-  z"-)  —  {x'x"-hy'y"^  z'i 
a-  — 

ou.  d'après  l'identité  de  Lagrange, 

C  v'-s" —  z'  y"  )2  —  (  z' x" —  x' z"  )2  -4-  (x  v" —  y' x"  i^ 

J  2  —    _; ^ : ::: _  . 


En  posant,  comme  précédemment, 

A=jk'.s" — ^'y,         B  =  z'x"  —  x'z'\         Q  ^=  x' y"  —  y  ^" -, 
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nous  aurons 

\2  _H  B2  -(-  C* 

d'où   l'expression  du    rayon  de   courbure   (([uanlllé    essentiellement 
positive)  : 

e'  C  3 

R  =  -,  = 


391.  Revenons  à  ["indicatrice  splicricpie.  I.e  plan  'J-O'x'  a  pour 
position  limite,  quand  it.'  tend  vers  u,  le  plan  mené  par  O  parallè- 
lement au  plan  osculateur  en  M,  de  sorte  que  la  tangente  en  a  à 
l'indicatrice  sphérique  est  en  même  temps  perpendiculaire  à  0|j.  et 
parallèle  au  plan  osculateur  en  M.  Elle  est  donc  parallèle  à  la  normale 
principale  en  M.  Choisissons  sur  elle  et  par  suite  sur  la  normale  prin- 
cipale, comme  direction  positive,  celle  de  la  demi-tangente  à  l'indi- 
catrice sphérique  dirigée  dans  le  sens  des  arcs  7  croissants. 

Remarquons  que  si  l'on  change  le  sens  de  parcours  sur  la  courbe 
donnée,  ce  qui  a  pour  effet  de  changer  le  sens  de  la  direction  posi- 
tive de  la  tangente,  chaque  point  a  est  remplacé  par  son  symétrique 
par  rapport  à  O  ;  l'indicatrice  est  remplacée  par  la  courbe  symétrique 
par  rapport  à  O.  Comme  on  change  aussi  le  sens  de  parcours  sur 
cette  courbe,  on  voit  que  la  direction  positive  sur  la  normale  princi- 
pale reste  la  même.  Donc,  sur  la  normale  principale,  la  direction 
positive  est  indépendante  du  sens  de  parcours  choisi  sur  la  courbe 
donnée  et,  par  suite,  de  la  représentation  paramétrique. 

Soient  a,,  3,,  v,  les  cosinus  des  angles  que  fait  cette  direction 
avec  les  axes  Oxyz.  En  appliquant  à  l'indicatrice  sphérique  les  for- 
mules générales  a  =  —,  •  •  •?  nous  avons 

a'        d-x.  -  S'        d^  ■(•        dy 

cr  c/a  "^  a  rf(T  '  a  d<s 

d'où,  en  remplaçant  di  par  -^-j 

di.        a,  «^^P  _   r*i  <^l'i  _  ïi 

rfF^ÏT'  57  ~   R"'  ^"R* 

Ces    formules    constituent    le   pren\ier  groupe    de   formules    de 
F  rené  t. 

Cherchons  à  évaluer  a,,  ^j,,  -'i  en  fonctions  de  x.,  y,  z  et  de  leurs 
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dérivées.  On  a.  en  rcmplnçanl  a'  et  3-'  par  leurs  valeurs, 


.7-    5 

a,  =  


P.= 


s  -7 

fs'—y's" 


.r  s 

—  X 

s 

) 

V/A^- 

\r- 

-G- 

7i  = 

z" 

•v'  — 

z 

s" 

y/A2-|-  B2  4-C2  '         \/A-^  —  B2  ^  G'^ 


392.   Enveloppe  du  plan  normal  à  la  courbe.  —  Soit  P  le  plan 
normal  à  la  courhe  au  j^olnt  M  :  il  a  pour  équation 

(1)  a(  X  —  T)  —  '^(  V  —y)  -i-  Y(  Z  —  ^  )  =  o. 

Quand  M  décrit  la  courbe,  ce   |>lan  a   une   enveloppe.   Sa   caracté- 
ristique est  définie  par  l'équation  (i)  jointe  à  l'équation  dérivée 

(2)  aVX  — J-)-H  ^'(  Y  — ^)-|- y'(Z  —  2)  —  (aa^'-H  ^JK'-I-  y-')  =  o. 

Or,  de  X  =  —  7  •  •  •  on  déduit 
s 

x'- -\-  y'--'-  z- 
'xx'-i-^j'-^'(z'  =  —, — ' =  s'. 


L'équation  (o-)  s'écrit  donc 

a'(X-.r)+^'(Y— y)  +  Y'(Z-s)-5'=o, 
)      .    ■      1-  a'  a, 

c  est-a-dire,  comme  —  =  — ,  •  •  •, 

(  Q  )  a,  (X  —  :r)  +  Ji,  (  Y  —  j')  ^  Ti  '  Z  —  s)  —  R  =  o. 

Le  plan  Q,  que  représente  cette  équation,  est,  comme  on  voit,  per- 
pendiculaire à  la  normale  principale.  Soient  X,  \ ,  Z  les  coordon- 
nées du  point  où  il  la  coupe.  Posons 

X  =  X-hXip,  \  =  y-+-^,p,  Z  =  ;;-+- Y,  p. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  Q,  on  trouve 

p  =  R. 

Le  plan  ()  est  donc  le  plan  perpendiculaire  à  la  normale  principale 
mené  par  le  point  C  situé,  sur  la  partie  positive  de  cette  droite,  à  la 
distance  II  du  point  M  i/ig-  3i). 

La  caractéristique  D  du  plan  normal,  qui  est  l'intersection  des 
plans  P  et  Q,  est  donc  la  droite  menée  par  C  perpendiculairement 
au  plan  osculateur.  D  est  dite  la  droite  polaire  et  C  le  centre  de 
courbure. 

Le  lieu  de  D  est  la  surface  polaire. 


II.    —    COrilRlRE    ET    TORSION    DES    COUBBES   GAITHKS.  iRÎ 

On    peut   calculer    les    coonloniK'cs    fie    C:    en    nous    servant    de 
X  ^  j*  4-  a,  K,  il  vicnl 


X  =  a?  -I- 


A2. 


-tt:, —  (  ^  s  —  X  s  )  =  X 


s'-(  x" s'-  —  x' s' s") 

\I  _,_    \V2  _-   (Jî 


On  reconnaît,  en  avant  é^sinl  aux  valeurs  de  s'-  et  s' s"  (n"  390),  que 
ces  coordonnées  s'expriment  rtiiionncllenienL  en  fonction  des 
dérivées  premières  et  secondes  de  x,  j\  z. 

393.  Etudions  la  position  de  la  couii)e  par  rapport  aux  éléments 
qui  ont  été  tléfinis.  Transportons  l'origine  au  point  M  :  prenons  pour 
axe  des  X  la  demi-tangente  positive  en  M.  pour  axe  des  ^  la  nor- 
male jirincipale  (/'ff.  3i).  .r,  j,  z  s'expriment  en  fonctions  linéaires 

Fig.  3i. 


de  X,  Y,  Z,  J:',y\  z'  en  fonctions  linéaires  de  X',  Y',  Z',  et  x",  y", 
z'  en  fonctions  linéaires  de  X",  Y",  Z". 

On  doit  avoir,  dans  le  nouveau  sjslème,  • 


d  où 


V  =  o, 


.V)m>o,         (  V  ;„  =  (Z'jM=  o,         a  =  (  y  Z"— Z'Y'')m=  o. 


Pour  que  le  plan  \>n    soit  le   |)lan  osculalcur.  il  faut  de  plus  que 
1  on  ait 

\'>  =  (  Z'  X  —  X  Z"  )M  =  o,       G  =  (  X'  Y"  —  Y'  X" )m  7^  o, 

ce  qui  entraîne,  d  api-ès  les  conditions  précédentes, 

(  Z"  ))i  =  o,        '  Y"  )>i  ,:=  o. 

iJaus    ces    conditions,    un    a,    la    normale    principale    étant    M\  , 


i86  rnvpiTUK  vi. 

a,  ::=  V,  =  O,  d'où 
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D'inlleuis  on  a  (n"  391),  comme  A  et  B  sonl  nuls, 

Y"5'—  Ys"        \"s' 


fi 


CI 


C| 


5'  étant  positif,  ^,  a  le  si^ne  de  \".  Si  l'on  prend  pour  axe  MY  la 
normale  principale  dirigée  dans  le  sens  positif,  on  doit  donc  avoir 
(Y")m  >  o. 

Cela  étant,  étudions  la  pcjsition  de  la  courbe  par  rajiport  au 
plan  ZM\,  mené  par  la  tangente  perpendiculairement  au  plan  oscu- 
lateur.  Au  point  M,  on  a  Y  =  l '^  o,  Y">>  o;  donc  Y^  a  constamment 
le  signe  +  au  voisinage  de  M.  Donc  la  courbe,  au  voisinage  de  M, 
est,  par  rapport  au  plan  ZMX,  tout  entière  du  côté  du  centre  de 
courbure. 

Examinons  maintenant  sa  position  par  rapport  au  plan  oscula- 
teur  XM\  .  (Z')j,  et  (  Z" )j,  sont  nuls;  Z"  est  différent  de  o  en  M  en 
général.  Donc,  au  point  M,  Z  change  de  signe  en  s'annulaut;  cela 
montre  quen  général  le  plan  osculaleur  traverse  la  courbe. 

Imaginons  un  obserxateur  dirigé  suivant  la  droite  polaire  D  et 
regardant  le  point  M.  11  voit  la  courbe  au  voisinage  de  M  aller  de 
gauche  à  droite  en  montant,  ou  de  droite  à  gauche  en  montant,  le  fait 
étant  indépendant  de  la  direction  de  l'observateur  sur  cette  droite 
polaire.  Il  y  a  ainsi  pour  une  courbe  deux  dispositions  différentes  qui 
sont  dites  dispositions  dextrorsuni  et  sinistrorsum. 

394.  Torsion.  —  De  même  que  nous  avons  étudié  l'angle  de  deux 
tangentes  infiniment  voisines,  nous  allons  étudier  l'angle  de  deux 
plans  osculateurs  infiniment  voisins,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
l'angle  de  deux  binormales  infiniment  voisines. 

Choisissons  comme  sens  positif  sur  la  binormale  la  direction  telle 
que  le  trièdre  formé  par  les  directions  positives  de  la  tangente,  de  la 
normale  j)rincipale  et  de  la  binormale  soit  direct,  c'est-à-dire  de 
même  sens  que  le  trièdre  des  coordonnées.  On  sait  que  dans  ces  con- 
ditions, si  l'on  appelle  7.2,  ^2:  "(2  les  cosinus  directeurs  de  la  direction 
positive  sur  la  binormale,  on  a 

a       ^      Y 

a,     p,     Yi      =  ' 

^2         p2        Y2 
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et 

d'où 

_  y  *  ^"  s' — z' s"  )  —  z'iv"s' — v'.s")_     .\ 

de  même,  on  a 

s'-i'         '  '     s'-  y 

Quand  M  j)arcuuil  lit  coiirhe  donnée,  le  point  v  de  coordonnées  ao, 
jâo.  "'2  décrit  une  certaine  courbe  sur  la  sphère  de  centre  O  et  de 
ravon  i.  On  reconnaît,  comme  [)récédeinment  (n"  390),  que  l'élé- 
ment de  lare  de  cette  courbe  est  un  infiniment  petit  équivalent  à 
Tangle  de  deux  plans  osculateurs  infiniment  voisins. 

De  plus,  la  tangente  an  lien  décrit  par  v  est  parallèle  à  la 
normale  principale  en  M.  Il  suffit,  pour  le  montrer,  de  prouver 
que  cette  direction,  dont  les  paramètres  directeurs  sont  proportion- 
nels à  ch..2,  d'^2,  d'/-,'  ^^^  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  tangente  MT 
et  à  la  binormale  en  M,  cest-à-dire  (jue  Ton  a 

£  a  doio  =  o,  1  ao  dxo  =  o. 

La  seconde  relation  est  une  conséquence  immédiate  de 

^■2   ~   ?■•   ^    .2    —  '■ 

Pour  démontrer  la  première,  partons  de  la  relation  2aa2=o;   nous 
en  déduisons  par  ditlérentiation 

2  2  d'JL-2  -^  -  ^2  dy.  =  o. 
Remplaçons,  dans  liao  dy.,  dx  par  -^j-^  »  il  vient 

^■x-i  d-x  =  —  ^  a,  ao  =  o, 

d'où 

s  a  f/ao  =  o. 

Cela  étant,  nous  prendrons  comme  sens  positif  de  parcours  sur  la 
courbe  décrite  par  v  le  sens  correspondant  à  la  direction  positive  de 
la  normale  principale,  t  étant  l'are  de  cette  courbe  compté  à  partir 
dune  origine  quelconque,    on  a,  d'après  cette  définition, 

■x'.,         (It-i  ,  <li>  '/*;■> 

T  (1-:  d-  '  ax 


iS8 
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On  appelle  tors  on  ali^^ébriqiic  le  rapport  aliiéhiiquc  ~  ou  —  » 
et  /un  nn  de  torsion  T  l'inverse  de  celte  quanlilé. 

Clierchons  à  évaluer  T  en  fonction  de  .r,  )  .  :;  et  de  leurs  dérivées. 
Tout  revient  à  calculer  -' .  Ecrivons 


a., 


1  a  I  a ., 


ia,a',. 


^1  Pi         Vi 

De  la  relation  ïa,  a.,^  o  on  déduil 

Sa',  a.>  -^  S  a  I  a',  =  o , 


d'où 


-    :=  2-  a  ,  7o. 


et,  en  remplaçant  a.,,  ^So.  "j  par  leurs  valeurs, 

s  -7 
et  par  suite 


1        —  I 


lAa',. 


Pour  avoir  a,,  écrivons 
d'où 

Calculons  a".  On  a 


a ,  =  a  -  ^  a   (  -,  1 

"  1  / 


X    —  .r    —  -^  .r       — 
i  5  / 


Z   —  X    -, 
s 


les  termes  qui  suivent  le  premier  contenant  en  facteur  soit  x' ^  soit  x". 
Rappelons  que  nous  a\  ons 


et,  par  suite, 


2Aa=:o,         SAa'=o. 


On  peut  donc  écrire 


S  A  a  ;  =  -  :i  A  a"  =  — ^  1  A  x'", 

7  S   (J 


par  suite 


XAx" 


—  SA:r'" 


II.  —  fuuMium:  KT  T()U>n»\  iii;s  coi  unies  gvlciies. 
D  ailleurs  -Ax"    csl  c"al  uti  ilfU-riiiiiiaul 
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et  1  on  a  rinaleinoiit 


A  r-. 


T  =  — 


.1"     y"      z 
x"'    y'"     z 


On  \()it  que  T  esl  un  nombre  alt^ébrifiup  qui  a  le  signe  opposé 
à  celui  (le  A. 

Portons  r()ri|;ine  au  point  M  considéré  el  prenons  pour  axes  les 
axes  MX,  MY,  MZ  définis  précédeunnent.  Nous  avons  vu  (n"  393j  que 
l'on  avait  pour  l'ori^^ine 

Y'  =  Z'  =  Z"  =  o, 

doù  résulte,  pour  la  valeur  de  A  en  ce  point, 

A  =  X'Y"Z"'. 

D'ailleurs  X'  el  Y"  sont  positifs,  T  a  donc  le  si<i;ne  contraire  à  celui 
de  Z'".  Si  T  <  o,  on  a  Z'">  o.  Z"  croît  au  voisinai;e  de  M,  donc  il  est 
d'abord  négatif,  puis  positif".  Z'  est  constamment  positif,  donc  Z  est 
d'abord  négatif,  puis  positif. 

Dans  le  cas  de  T  >■  o,  les  conclusions  sont  renversées. 

On  \oit  que  la  position  dexlrorsuni  ou  sinislrorsutn  dépend  du 
signe  de  T. 

39o.  Formules  de  Frenet.  —  Les  formules  de  Frenet  donnent  les 
dérivées  des  neuf  cosinus  directeurs  du  trièdre  MXYZ  attaché  à 
chaque  point  de  la  courbe.  Nous  avons  déjà  obtenu  les  formules  sui- 
vantes : 

d'x         a,  c?3    _  3]  d'i    _  Yi 

Is    ^  'k'         ^~R'  ~ds    ~  'K' 

d^_^  ^_^  d-i,  ^  Y, 

ds    ~   T  '  ds    "  T  '  û^5    "  T  ' 

le  second  groupe  résuilaul  de  la  (h'Iinilion  de  T  (n"  394).  La  relation 

a-  -H  -Jtjl  -i-  a^  =  1 , 

dilIV-rentiée,  donne 


c/ot] 


d-x. 


ds  fis  ds 


c  esl-à-dire 


7,  c/a, 


«2^    =0, 
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d"()ù  nous  tirons 


~d7  ~~~  R 


Mous  aurons  de  même 


(}s    ~       R         r  '  ds   ~       R        T  ■ 

C'est  le  troisième  groupe  de  formules  de  Frenel. 

39().  Courbes  planes.  —  Considérons  le  cas  particulier  des  courbes 
planes:  tous  les  résultats  généraux  que  nous  avons  démontrés  s'ap- 
pliquent. 11  suffit  de  faire,  par  exemple,  Z  =  o  dans  les  formules 
obtenues;  il  en  résulte  A  =  o.  B  =:  o;  C  conserve  la  même  va- 
leur x'y — y  x" .  L'expression  du  ravon  de  courbure  devient 


xy  —yx 


Étant  donnée  une  courbe  plane,  si  l'on  cherche  l'enveloppe  de  la 
normale  à  cette  courbe,  le  point  de  contact  de  cette  normale  avec  son 
en\eloj)pe  est  le  centre  de  courbure,  car  (n"  392),  deux  plans  nor- 
maux quelconques  se  coupant  suivant  une  perpendiculaire  au  plan 
de  la  courbe,  la  droite  polaire  est  ici  la  perpendiculaire  au  plan  de 
la  courbe  menée  par  le  centre  de  courbure. 

Pour  une  courbe  plane,  la  torsion  est  nulle  en  tout  ])oint. 

397.  Cas  singuliers.  —  Etant  donnée  une  courbe  définie  par  les 
coordonnées  .27,  j',  z  d'un  de  ses  points  en  fonction  d'un  paramètre  /, 
la  tangente  en  un  point  est  déterminée  tant  que  les  dérivées  x\  y' .,  z' 
ne  sont  pas  toutes  trois  nulles  pour  ce  point.  Si  l'on  a  x' ^^ y' ^=  2'=  o, 
les  équations  de  la  tangente  se  présentent  sous  forme  indéterminée. 
Cependant,  il  se  peut  qu'il  y  ait  en  ce  point  une  tangente  déterminée. 
11  faudra,  dans  chaque  cas,  faire  une  étude  particulière  de  la  courbe 
en  ce  point. 

De  même,  si  A,  B,  C  ne  sont  pas  tous  trois  nuls  en  un  point,  le 
plan  osculateur  est  déterminé.  Si  l'on  a  A  =  B  =  C  =^  o,  il  faut  faire 
une  étude  particulière,  en  revenant  à  la  définition  du  plan  oscula- 
teur, pour  voir  s'il  y  a  ou  non  un  pian  osculateur  déterminé.  De  plus, 
en  un  tel  point,  le  rayon  de  courbure  R  est  infini.  Si  l'on  prend  x 
comme  variable  indépendante,  on  a  .r'^  1,  .r"=  o,  d'où 

A  =  y  z"  —  zy",      B  =  -  s",      c  =  y. 


III.    —    CONTACT    DliS    («Il  IUti:s    ET    SL  lll  ACKS.  I9I 

l^>^^^  qu  «m  ;iil  A=  lî  =:  C  =  o.  il  laiil  y"r=z"^=o.  Cela  indicjue 
que  les  projeclitjns  de  la  coiitlic  --iir  le  |)laii  des  ./r  ou  des  xz  pré- 
senleiil  au  poinl  cunsidcrc  une  luIlcMdu. 

I-^n  tout  point  d  une  droite,  le  lavon  de  courbure  U  est  inlini. 

Clierclions  si  1  on  peut  avoir  en  un  point  d'une  courbe  R  =  o.  En 
supposant  que  les  dérivi-es  premières  et  secondes  restent  finies,  il  faut 
<jue  Ion  ail  0"'^=  ^  '  =  ;'=  o.  Mais  alors  R  se  présente  sous  forme 
indéterminée,  il  v  a  lieu  à  discussion,  l^renons,  par  exemple,  la 
courbe  plane  définie  par  les  é(juations 

on  constate  que  R,  pour  t  ^o,  est  de  l'ordre  de  i;randeur  de  t,  donc 
sannulc  avec  (.  L'origine  est  pour  celte  courbe  un  poinl  de  rebrous- 
sement  à  rayon  de  courbure  nul. 

Cherchons  si  en  un  poinl  d'une  courbe  T  peut  être  inlini.  c  est- 
à-dire  si  la  torsion  peut  être  nulle.  En  général,  il  y  a  un  nombre  fini 
de  points  de  la  courbe  jouissant  de  celte  proj)riété  :  ce  sont  les  points 
pour  lesquels  on  a  A  =  o.  On  les  appelle  points  stationnaires.  Avec 
les  axes  particuliers  MXYZ  déjà  choisis,  nous  avons  ^u  que  1  on 
a  A  ^  X'Y"Z'",  de  sorte  que  A  ^  o  entraîne  Z'"  =  o.  En  un  tel  point, 
si  l'on  suppose  en  outre  Z'^^^o,  le  plan  oscillateur  ne  traverse  pas 
la  ctjurbe.  car  on  reconnaît  que  Z  garde  un  signe  constant  au  voisi- 
nage de  M. 

398.    L/ie  courbe  dont  la  torsion  est  nulle  en  tout  point  est  une 

courbe  plane.  —  En  eflel,  les  formules  ~  ^  T'  '  '  '  "lo^^^i'^nt  que 

pour  une  telle  courbe  ao,  jjo,  fj  sont  constants.  Le  plan  osculaleur  a 
donc  une  direction  fixe  et  les  tangentes  à  la  courbe,  qui  restent  paral- 
lèles à  celte  direction  de  plan,  sont,  par  suite,  perpendiculaires  à  une 
direction  de  droite  fixe.  En  prenant  l'axe  des  Z  parallèle  à  celte  der- 
nière direction,  on  aura,  en  tout  point,  y  =  o,  d'où  Z'=  o,  Z  =  consl. 
La  courbe  est  donc  dans  un  plan. 


III.  —  Contact  des  courbes  et  surfaces. 

3*.>0.  Considérons  deux  courbes  C  et  C(  tangentes  en  un  point  .\. 
Choisissons  des  axes  de  coordonnées  tels  que  la  langenle  commune 
en  A  ne  soit  pas  parallèle  au  plan  des  j'C  (,.A^-  32). 

Dans  ces  conditions,  pour  chaque  courbe,  .r,  au  voisinage  de   A, 
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varie  dans  un  sens  déterminé.  On  peuL  donc,  pour  chaque  courbe, 
prendre  x  comme   Nariable  Indépendanle,  c"est-à-dire   supposer  les 


Fie.  32. 


deux  courbes  définies  par  des  équations  de  la  forme 


G, 


z  =  ^{x). 


Soit  j^o  l'abscisse  de  A.  Pour  que  les  deux  courbes  soient  tanj;entes 
en  ce  point,  il  faut  et  il  suffit  que  1  on  ait 

/'(.ro)  =  F'(a^o),  o'(:ro)  =  <ï>'(.r„). 

Supposons  d'une  manière  générale  que  Ion  ail  avec  ces  relations 

j  /"  (  -ï-o  )     =  F"  (  ^0  ) ,  ®" (  ^0  j     =  *"  (  -ro  ), 

(I)  '  ' 

f  /('"(-ro)  ==  F"'V:r„),         cp'"'(.ro)  =  ^'"'(a;,,), 

et  que  l'on  nait  pas  simultanément 

/«-+-"(  aroj  =  F'"+"(.ro),  ci(«  +  "Croj  =  <ï>'"-^-"(^o)- 

Coupons  les  deux  courbes  C,  C,  par  un  plan  parallèle  au  plan 
des  yz  et  dabscisse  x  =  Xi)-\-/i.  On  obtient  ainsi  sur  C  un 
point  i\I(  j:,  y,  z),  sur  C|  un  |)oint  M,  [x,  ;'|,  ^i  );  étudions  les  dillé- 
rences  j',  — y,  z,  —  :;.  On  a 

jKi— JK  =  F(Xo^  /i)  -/(xa-^  h). 

Les  fonctions  F  et  /"  sont  développables  par  la  formule  de  Tajlor 
arrêtée  au  /i  +  i'*^""'  terme;  en  les  remplaçant  par  leurs  développe- 
ments, on  a 


7i  —  r  = 


-[F(«+i)(^o+fiA)-/"^'H^o-r  07i;], 
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el  de  iiH-mc 

;</,+i 


(n-^  1)1 


|1'l"^"(  J-o^^  0,A  ,  -  'i  '"'  ,a-„-:^o;//)]. 


Par  li\  |>(»iIk>c.  (|Uiiii(l  //  Iciitl  \cr>  o,  les  tliUVMêuecs  entre  erochels 
ne  Icndcnl  pas  t(»ult>  deux  vers  o.  I/une  au  moins  des  deu\  quanll- 
lés  1',  — y-  'i  —  ^  '"^l  donc  inlniinient  pellle  d'ordre  n  -+-  i  seulement 
par  lappdii  à  A.  l'autre  pouvant  être  d'ordre  supérieur  ou  égal  à 
n  -\-  i .  La  dislaïKT  MM,  c>[  par  Miite.  de  toute  façon,  infiniment  pe- 
tite d'ordre  n  -\~  i  par  rapport  à  h.  D'ailleurs,  la  distance  AM  est  un 
inlininiciit  petit  de  l'ordre  de  A,  de  sorte  que  MM,  est,  par  ra|)port 
à  AM,  un  iiilinimeiil  pdit  d  ordre  /<  -i-  i  . 

Je  dis  (pie  ce  résultat  est  iiid('pendant  des  a^es  de  coordonnées 
choisis.  |.oiir\n  que  la  tangente  en  V  reste  non  parallèle  au  plan  i'^.  En 
eflet,  eilecluoiis  un  cliangement  de  coordonnées  en  j)assant  du  sys- 
tème .r,  )■,  z  à  un  autre  système  X,  ^  .  /.  On  sait  que  t^,  :;^.  sont 
fonctions  des  nou\ elles  dérivées  Y^,  Z^.  que  i^,,  z].,  sont  fonctions 
de  Y^,  Z'j^.  ^  x'7  ^x'r  etc.,  de  sorte  que,  si  pour  les  deux  courbes  C 
et  Cl  les  dérivées  de  y  et  c-  j)ar  raj)port  à  x  sont  identiques  jusqu'à 
l'ordre  />,  il  en  est  de  même  des  déri\ées  de  ^  ,  /  par  rap[)ort  à  X  ; 
eu  d'aulies  termes,  les  relations  (i)  se  transforment  en  des  relations 
de  même  foime.  La  |)ropriété  géonKliiqiH'  à  laquelle  on  [)ar\ienl.  à 
sa^oir  :  que  la  dislance  MM,  est  un  infiniment  petit  d'ordre  /* -t-  i 
par  rapjiort  à  la  distance  AM,  est  donc  indépendante  du  choix  des 
axes  de  coordonnées;  cela  revient  à  dire  que  l'on  peut,  pour  obtenir 
les  I  «tinls  M  et  M,,  eoiiitêi'  les  deux  courhes  C  et  C,  par  un  plan  I* 
paralhle  à  une  direction  de  plan  arbitraire  mais  fixe.  l>ors(pie  le 
|ilaii  P  \ariera  en  se  rapprochant  du  point  \.  la  dislance  MM,  sera 
un  iiilimiiienl  petit  d  ordre  n  -+-  i   jiar  rapport  à  la  distance  AM. 

Par  d<  (inilion,  on  dit  (pi  /'/  r  r/  r/n  poiiil  \  un  conUicl  il'nrdrt'  n 
onde  li's  ilrii.r  ronrhps. 

400.  INous  ailou-'  ehercher  à  exprimer  les  eondilKUis  d  un  eoiilael 
d'ordre  n  entre  deiiA  emirhes  dont  I  une  C  est  (h'-liiiie  par  h's  ('qu.i- 
lions 

Jm^îJ) -=;  =  f'-        <\'ijc,  y,  Z)  =  o, 

et  dont   I  .iiilre  (-,   e^t    deduie  eii   Iniiclion  d  un   pa  laiiièli  c  /. 

Soit  Mo(  ^d.  J)'ii.  c-o  I  un    point  ediiiiiiuu  aux    deux   courbes,   la    I. in- 
génie  à    (  liaciine   d'elles   en    ce    |)oinl    n  étant    |)as   parallèle  au    plan 
des  r^.  Soient  .M(./.   r.  z\   un    point  de  C^,  M ,  (.r,  r,,  5,  )  un  j>oiiil 
15.  -  II.  i3 
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de  C,,  M  el  M,  élaiit  tous  deux,  voisins  de  Mq  et  oorrespoudiint  à  h» 
même  abscisse.  Posons  yt  — y  =  u,  -,  —  z  =  v.  Il  faut,  pour  qu'il  y 
ait  un  contact  d'ordre  /?,  que  //  et  v  soient  infiniment  petits  d'ordre 
n  +  I  p-dv  rapport  à  x  — x^.  Remplaçons,  dans  les  fonctions  F  et  <ï>, 
X,  y,  z  par  les  coordonnées  x,  y,,  r,  du  point  M,  exprimées  en 
fonction  de  t.  On  a 

=  F(.r,  y,  3  )  -H  u  j-(x,  v  -4-0//,  c  h-  Op) 

-h  i>  ^—  (x,  y  -t-  0//,  .;  -f-  (\i>). 
az 

Comme  F(j7,  t',  z)  =  o,  on  peut  écrire 
(i)  F(ar,  jKi,5i)  =  A«+ hc, 

A  et  B  ayant  pour  limites,  quand  le  point  M  varie  et  tend  vers  le 
point  commun  (Xo-  Voi  -o)<  les  nombres  - — >  - — 
De  même,  on  a 


(2) 


*  ( .r,  jKi ,  - 1  )  =  G  /<  -f-  D  r, 


C  et  D  avant  pour  limites,  dans  les  mêmes  conditions,  les  nombres. 

àyu'  dzo 

Le  déterminant 

ày,)     Ozo 

àVu      àzu 

de  ces  quantités  est  différent  de  o,  du  fait  que  la  tano;ente  en  A  à  C 
est  supposée  non  parallèle  au  plan  des  y.:.  On  peut  donc  résoudre, 
au  voisinage  de  Mq,  les  équations  (i)  et  (2)  par  rapport  à  u,  r,  et  ob- 
tenir pour  a,  V  des  expressions  linéaires  en  ¥(x,  y,,  z^),  <I>(a:,y,  z,  ). 
Pour  que  u  et  v  soient  tous  deux  infinimeut  petits  d'ordre  n  -f-  1 
par  rapport  à  x  —  Xq,  il  faut  et  il  suffit  que  ¥(x,  yt,  z,)  et 
<I>(x,^,,  Zi)  le  soient,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  F(.r,  yt,  .3,  ) 
et  4>(a:,  y,,  ^1  )  soient  infiniment  petits  d'ordre  /i -f- i  en  ^  —  to,  t^ 
étant  la  valeur  du  paramètre  pour  le  point  Mo-  Ou  peut  donc  énoncer 
la  règle  pratique  suivante  : 

On  remplace,  dans  F  et  <I>,  x^  r,  z  par  leurs  valeurs  en  fonction 
de  t^  et  l'on  exprime  que  les  fondions  de  l  ainsi  obtenues,  G(^) 
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et  Gi(/),  sont  toutes  deux  infiniment  petites  d'ordre  n -\r  \  par 
rapport  à  t  —  /o- 

On  soit  (juc  dans  ce  ré>iillal  il  ne  resle  pus  trace  de  l'iijpothèse 
faite  sur  la  dirtNilon  do  la  tangente,  de  sorte  (|ne  la  règle  est  valable 
sans  celle  resiriclion. 

Pour  exprimer  que  G(^)  el  G,(^)  sont  des  infiniment  [)elits 
d'ordre  n  -+-  i  par  rapport  à  t  —  /„,  il  suffit  d'exprimer  que  chacune 
de  ces  fondions  s'annule,  ainsi  ([ue  ses  /i  j)reinières  dérivées,  pour 
t  =  t„:  0:1  a  ainsi  2 /<  -(- 2  conditions. 

iOl.  Cas  des  courbes  /)lanes.  —  Tous  ces  résultats  s'appiicjuent 
en  particulier  au  cas  des  courbes  planes.  l*our  exprimer  par  exemple 
qu'il  V  a  un  contact  d'ordre  n  entre  une  courbe  G  ayant  pour  équa- 
tion 

et  une  courbe  G|  définie  en  fonction  d  un  paramètre  ^,  on  devra 
écrire  ([ue  F(x,  j'),  où  l'on  remplace  x,  y  par  les  fonctions  de  /  qui 
définissent  G|,  est  un  infiniment  petit  d'ordre  n  +1  par  rapporta 
/  —  /o-  On  aura  ici  n  +  i   conditions. 

402.  (Jourbes  osculatrices.  —  Considérons  une  courbe  déter- 
minée G  et  un  point  A.  de  cette  courbe.  Soit,  d'autre  part,  une 
famille  de  courbes  dépendant  d'un  certain  noml)re  de  paramètres. 
On  peut  chercher  à  disposer  de  ces  paramètres  de  façon  à  obtenir 
une  courbe  de  la  famille  ayant  en  A,  avec  la  courbe  G,  un  contact 
d'un  certain  ordre. 

On  appelle  courbe  osculatrice  en  un  point  A  de  G  une  courbe 
de  la  famille  considérée  ayant  en  A  avec  G  un  contact  d'ordre 
maximum  par  rap[)ort  aux  autres  courbes  de  la  famille. 

403.  Gonsidérons  par  exemple  la  famille  formée  de  toutes  les 
droites  de  l'espace.  Une  droite  dépend  de  quatre  paramètres.  Un 
contact  d'ordre  n  exigeant  2/i-|-2  conditions,  nous  pouvons  donc 
avoir  /i  =  1 . 

Prenons  les  équations  de  la  droite  sous  la  forme 

X  —  a  z  —  p  =  o^         y  —  b  z    -  q  z=.  o^ 

et  remplaçons  dans  ces  équations  x,  y,  z  par  les  fonctions  de  t  qui 
définissent  la  courbe   donnée.   Les  équations  obtenues  doivent  être 
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\érilit'OS.  ainsi  que  celles  (|ii"()ii  ohlieiit  eu  les  dérisanl  j>ar  rapport 

à  /,  savoir  : 

,r'  —  a  z'  =  o,         y'  —  b  z'  —  o. 

On  dédnil  ile  là 


a=L^,  brr. 


y 


Cela  nionlre  que  a,  b,  i  sont  les  coefficients  de  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  considéré.  D'ailleurs,  les  deux  premières  rela- 
tions, qui  déterminent  p  et  ç,  montrent  que  la  droite  passe  par  co 
point.  C'est  donc  la  tangente  en  ce  point,  de  sorte  que,  parmi  les 
tlroites  de  1  espace,  celle  qui  a  le  contact  maximum  avec  une  courbe 
quelconque  en  un  j>oint  donné  est  la  tangente  à  la  courbe  en  ce 
point. ^ 

404.  Ln  cercle  dans  l'espace  est  une  courbe  dépendant  de  six 
]>.iramètres.  On  peut  en  disposer  de  façon  à  obtenir  un  cercle  qui  ait, 
en  un  j)oinl  donné,  avec  une  courbe  donnée,  un  contact  du  second 
ordre.  Ecrivons  les  équations  d'un  cercle  sous  la  forme 

(ij  A{x  —  a)  —  B(y  —  b)-i-C{z  —  c)     =  o, 

{■>.)  (  X  —  a  )-^  -h  {  y  —  b  j"^  ^  (z  —  cy  —  p"-  ^  o, 

en  mettant  ainsi  en  évidence  son  centre  (a,  b,  c).  son  rayon  z  et  les 
coefiicienls  A,  B,  C  de  son  jilan. 

Une  courbe  étant  donnée  par  les  coordonnées  d'un  de  ses  points 
on  fonction  d'un  j)aramètre  /,  remplaçons  x,  y,  z  par  ces  fonctions 
<le  /  dans  les  équations  (i)  et  (2),  puis  annulons  les  dérivées  pre- 
mières et  secondes  des  premiers  membres  de  (1)  et  (2).  On  a  les 
<jtiatre  nouvelles  équations 

(3)  \x'  -i-By  -h  Cz'  =  o, 

(  i  )  kx"  -T-  h  y  -i-  c  -"  =  o, 

(  ■■)  )  (  j-  —  a).r'-^{y  —  bjj-^-iz  —  c  )  z'  =0, 

(())  ( X  —  a  )x"  —  (y  —  b)y" ^  ( z  —  c  >z" -h  x'--T-y''^-T-  z'^  =  o. 

Ces  quatre  équations,  jointes  aux  deux  premières,  permettent  de 
déterminer  a,  6,  c,  p,  A,  B,  G.  Les  équations  (3)  et  (4)  montrent 
<pie  A,  B,  C  sont  les  coefficients  du  plan  osculaleur  à  la  courbe  au 
point  considéré,  de  sorte  que  le  plan  du  cercle  cherclié  est  le  plan 
osculateur  à  la  courbe. 

Dans  les  équations  (5)  et  (6),  considérons  a,  b,  c  comme  les 
coordonnées  courantes.   (5)    représente  alors    le    plan   normal  à    la 


( 
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courI)e  ati  point  considirt-,  et  récjualioii  [(])  est  celle  qu'on  obtient  en 
dérivant  (5)  par  rapport  à  t.  L'enseinhle  de  ces  deux  équations  repré- 
sente donc  la  caractéristique  du  plan  normal  quand  le  point  (■'",  J',  :;) 
varie  sur  la  courhe  donnée,  c'esl-à-dire  la  dioitc  polaire. 

De  plus,  Técpialion  (i)  exprime  (pie  (<t,  0,  c)  est  dans  le  plan  oseu- 
lateur.  F.c  point  (/^  f>,  c)  est  donc  à  l'intersection  de  la  droite  polaire 
avec  le  plan  osculalcur,  c'esl-à-diie  au  cenlre  de  coiuhiire. 

Enfin,  l'équation  (j.)  montre  que  p,  le  rayon  du  cercle,  est  égal  à 
la  distance  du  point  {J^t  y,  z)  de  la  courhe  au  centre  de  cour- 
bure {a,  b,  c). 

En  résumé,  le  cercle  osculalcur  est  le  cercle  qui  a  pour  (-enlre  le 
centre  de  courbure  et  pour  rayon  le  rayon  de  courbure.  On  l'appelle 
aussi  cercle  de  courbure,  parce  qu'il  a  au  point  (x,  j',  s)  même 
courbure  (pie  la  courbe  donnée. 

iO.").  Contact  (V une  courbe  et  d' une  surfuce.  —  Etant  doniu'es 
une  courbe  C  et  une  surface  S  tangentes  en  un  point  A,  on  dit  (pi  il 
y  a  en  A,  pour  C  et  S,  un  contact  d'ordre  //,  s'il  existe  sur  S  une 
courbe  F  passant  par  A  et  ayant  avec  C  en  ce  point  un  contact 
d'ordre  n.  Soit 

l'équation  de  S.  F  sera  définie  par  l'intersection  de  S  avec  une  cer- 
taine surface.  Une  première  condition  est  donc  que  F,  si  l'on  y  rem- 
place .r,y,  :;  par  les  fonctions  de  /  qui  définissent  la  courbe  C,  soit 
infiniment  petit  d'ordre  n  -h  i  par  rapport  à  t  —  t^,  t^  étant  le  |)ara- 
mclre  correspondant  au  point  A. 

Je  dis  que  cette  condition  est  suffisante.  En  elî'et,  supposons-la 
remplie  et  prenons  des  axes  tels  que  la  tangente  à  C  en  A  ne  soit  pas 
paralh'-le  au  plan  des  j'3  {fig.  33).  Nous  savons  que,  dans  ces  condi- 
tions, nous  pouvons  prendre,  pour  définir  la  (•ourl)e  C,  x  comme 
variable  ind('-peiulaiite.  Soit 

y  ^f(^) 

r  équation  du  cylindre  projetant  (]   paralb-lemenl   à   Oz  sur  le  plan 
des  xy.  Nous  allons  montrer  (pie  la  courbe  F,  intersection  de  S  avec 
ce  cylindre,  a  avec  C  un  contact  d'ordre  //  en  A. 
En  eflet,  F  a  pour  équations 

r  =  <>,  y  —/{JT)  =  <). 

Quand  on  remplace  dans  les  premiers  membres  de  ces  deux  équa- 
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lions  jr,  j\  z  par  les  fondions  de  t  c|ui  délînissenl  la  courbe  C,  la 
fonction  )• — /i-^)  t^*f  idcnliquenienl  nulle,  donc  salisfail  à  loulcs 

Fig.  33. 


les  conditions  imposées;  par  hypothèse,  la  fonction  F  satisfait  aussi 
à  ces  conditions.  Donc  T  a,  avec  C  en  A,  un  contact  d'ordre  n. 

iOG.  D'après  cela,  étant  donnée  une  courbe  C,  si  l'on  considère 
une  famille  de  surfaces  dépendant  de  /?  H-  i  |)araniètres.  on  peut  dis- 
poser de  ces  paramètres  de  manière  à  obtenir  en  un  point  M,  entre  la 
courbe  et  une  surface,  un  contact  d'ordre  /?.  Parmi  les  surfaces  d'une 
famille,  on  appelle  siuface  osculalricc  à  une  courbe  donnée  en  M 
celle  qui  a  en  ce  point,  avec  la  courbe,  le  contact  d'ordre  maximum. 

Cherchons,  par  exemple,  le  plan  qui  a  le  contact  d'ordre  maximum 
a\ec  une  courbe  définie  en  fonction  d'un  paramètre.  Comme  un  plan 
dépend  de  3  paramètres,  cet  ordre  sera  égal  à  •>..  Soit 

A  a-  -4-  M  y  -r-  C  z  -H  D  =  o 

l'équation  du  pbm.  Remplaçons  dans  cette  équation  x^  j)',  ;;  par  les 
fonctions  de  t  qui  définissent  la  courbe.  Nous  devrons  a^oir,  outre 
l'équation  précédente, 

A  x'  -f-  B  v'  -i-  C  .3'  =  o,         .\  x"  -H  Bj'"  -i-  C  z"  =  o. 

On  trouve  ainsi  pour  A,  B,  C  les  coeflicienls  du  plan  que  nous  avons 
appelé  plan  oscidaleur  dans  Fétude  des  courbes  gauches. 
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407.  Développées  des  courbes  planes.  —  Considérons  dans  le 
plan  des  xy  une  courbe  C.  On  appelle  développée  de  cette  courbe 
l'enveloppe  de  sa  normale. 
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Si  la  comhc  C  esl  une  droite,  la  normale  reste  parallèle  à  une 
direelion  fixe:  elle  n"a  pas  d'enveloppe. 

Si  C  esl  un  cercle  la  normale  passe  pas  un  point  lixe  ;  on  peut  dire 
•qu'elle  a  pour  en\eloj)pe  ce  point. 

Réei|)roquenienl,  si  pour  une  courhe  la  normale  a  une  direction 
fixe,  la  tangente  a  aussi  une  direelion  fixe;  ses  coefficients  a,  [i  sont 
constants.  Si  Ion  j)iend  des  axes  tels  que  fi  =  o,  on  en  déduit 
y  =  consl.  ;  donc  la  courbe  esl  une  droite. 

Si  la  normale  passe  par  nn  point  fixe,  prenons  ce  point  pour  ori- 
j;ine  el  écrivons  It^piation  de  la  normale 

(\  —  x)  dx  -Jr  (Y  — y)  dy  =  o. 

Puisqu'elle  j)asse  ])ar  l'origine,  c'est  que  l'on  a 

.r  dx  -i-y  dy  =  o, 
d'où,  en  intégrant, 

.r^  -\-  y^  =  const., 

ce  qui  montre  que  la  courbe  est  un  cercle  ayant  pour  centre  l'origine. 
Ces  deux  cas  mis  à  part,  la  normale  varie  en  direction  sans  passer 
par  un  point  fixe;  il  existe  sur  cette  droite  un  point  limite  qui  est  le 
centre  de  courbure  (n°  396).  Lorsque  le  pied  de  la  normale  prend 
toutes  les  positions  sur  la  courbe  C,  ce  point  décrit  une  courbe  qui 
<*st  la  développée  de  C. 

i08.  Dans  le  cas  dune  courbe  plane,  les  formules  de  Frenel  de- 
viennent, en  conservant  les  notations  précédentes, 

doL  aj 

^    ^       R' 
f/a,  a 

'dT  ^~  fî' 

Soit  C5  l'angle  de  la  demi-tangenle  dirigée  dans  le  sens  positif  avec  Ox; 

on  a 

a  =  coscp,  p  =  siiio. 

Le  centre  de  courbure  (^i,  J'i)  a  pour  coordonnées 
<i)  Xi  =  x-^  xiR,        j>',  =^-i- p,R. 

On  a,  en  diflérenlianl  les  formules  (i), 

dxi  =  dx  -h  0.1  dW  -+-  R  dai, 


ds 

Q 

R 

ds 

R 
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t'esl-à-dire 

d.ri  =  j.  ds  —  -Xi  dl\  —  a  t/s  =  a,  r/R, 

(le  même 

dy,  =  3,  d\{. 

SiMl  .V,  l'arc  de  la  développée  coniplé  à  |)aillr  d'une  C(M-lalne  origine; 

on  a 

dsj  =  d.r\  —dy\  -=  dWK 

Il  en  résulte  que  si,  pour  un  eerlain  an-  de  la  eourhe  donnée,  le  rayon 
de  courbure  varie  toujours  dans  le  mènie  sens,  la  valeur  absolue  de 
l'accroissement  de  s^  est  égale  à  raccroissenienl  de  R,  de  sorte  que 
la  loDgiieur  de  lare  fie  iléveloppée  correspondant  est  é^iale  à  la 
'Ittantité  dont  a  augmenté  ou  diminué  le  rayon  de  courbure. 

H  résulte  aussi  de  là  que  si,  pour  une  courbe,  R  est  constant,  t/.v, 
'est  nul,  :c,,  y^  sont  constants,  le  centre  de  courbure  est  fixe;  c'est  le 
cas  du  cercle.  Le  cercle  est  donc  la  seule  courbe  plane  à  rayon  de 
courbure  constant. 

Les  formules  dx^  =^  a,  dR.  .  .  .  montrent  encore  que.  si  pour  une 
courbe  plane  quelconcpie  R  passe  par  un  maximum,  on  a.  pour  le 
point  (j-,.  ri)  correspondant. 

d.ri  —  dy\  ~  o. 

Cela  indique  en  général,  comme  l'on  sait,  que  (xi,  yt)  est  pour  la 
développée  un  point  de  rebroussement.  C  est,  en  effet,  ce  que  l'on 
trouve  en  construisant  la  développée  d'une  ellipse,  d'une  byperbole 
ou  d'une  parabole. 

409.  Développantes.  —  Considérons  une  courbe  et  sa  développée  ; 
la  première  est  dite  la  développante  de  la  seconde. 

i-ig.  34. 


Etant  _^donnée  une  courbe,  cherchons  si  elle  a  une  développante, 
c  est-à-dire  une  courbe  qui  admette  comme  normales  les  tangentes  à 
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la  prt'inirre.  D'après  ce  ([ui  précède,  raceroUseinenl  de  longueur  de 
la  iionuale  {fig.  3^  >  (eu  enleudaul  par  longddiir  de  la  normale  l.i 
<lislaace  du  poiut  diucideucc  Mail  poiiil  liniile  V)  d<Ml  èlre  égal  à 
l'accroissement  de  l'arc  de  la  (tourbe  donnée. 

Soient  ;,  '/i  les  coordonnées  An  point  V  f[ui  décrit  la  courbe  donnée, 
7  laïc  de  cette  courbe  compté  à  partir  d'une  certaine  origine.  T^es 
cosinus  direcleur-i  de  la  direction  posili\e  de  la  tangente  sont 

%  —   —7-  y  ^    —    -j-  • 

Portons  sur  cette  direction,  à  partir  du  point  (  ;,  yj),  un  segment  \M 
ayant  pour  valeur  algébri(|ue  /  ^  t,  /  étant  une  constante  arbitraiiv?. 
.le  dis  que  le  jtoint  M  (.r,  y)  ainsi  obtenu  décrit  une  courbe  nor- 
male à  la  fif/i génie  en  A. 
Kn  ellet,  nous  avons 

d  où,  en  diHércul  laiil, 

d.r  =  d-  —  %  di  -k-  (  l  —  7  I  ^/a  =  (  /  —  7  i  dji, 

de  même 

dy  =  {/-i!)di. 

Pour  vérifier  c|ue  le  lieu  de  M  est  normal  à   VM,  il  suflit  de  v(''iilier 

a  dx  -+-  ^  dj^  =  o. 
Or,  on  a 

oi  dx  -h  2)  dy  =  (  t  —  T)  (oL  dr  -h  ^  di  )  =  o. 

On  obtient  ainsi  comme  lieu  de  M  une  dé\eloppante  de  la  courbe 
donnée;  elle  dépend  d'un  paramétre  arbitraire  /.  [/ne  courbe  adonr' 
une  infinité  de  dé'^eloppantea,  deux  quelconques  d  entre  elles 
étant  des  courbes  parallèles.  On  dit  ({ue  la  famille  de  développantes 
coupe  à  angle  droit  toutes  les  tangentes  à  la  courbe  donnée,  ou 
encore  que  chaque  développante  est  une  trajectoire  orthogonale  de 
ces  tangentes. 

110.  Trajectoires  orthogonales.  —  D'une  manière  générale, 
étant  donnée  une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre,  on 
peut  trouver  une  seconde  famille  de  C(jurbe3  telle  que  deuv  courbes 
quelconques,  prises  l'une  dans  la  première  famille,  l'autre  dans  1 1 
seconde,  soient  orthogonales  en  l'un  de   leurs  points  d'intersection. 
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Soit 


/(  .r.  )-,  a  )  =  o 


réqualion  de  la  famille  de  courbes  donnée.  Formons  ré(|uation  dif- 
férenlielle  de  ces  courbes,  soit 

En  un  point  commun  à  deux  courbes  des  deux  familles,  les  tangentes 
■à  ces  deux  courbes  doi\cnl  être  rectangulaires.  Donc  le  coefficient 

an:;ulaire  de  la  lan^enlc  à  la  seconde  est :•   On  en  déduit  que  la 

seconde  famille,  si  elle  existe,  a  jiour  écjuation  diOérentielle 

F  (..„,., -^^.)=„. 

En  intégrant  cette  équation,   on   aura   l'équation    d'une    famille    de 
courbes  orthogonales  aux  courbes  données. 

On  peut  rattachera  cette  théorie  certaines  propriétés  des  fonctions 
harmoniques.  On  sait  que,  étant  donnée  une  fonction  f{z)  d'une 
variable  complexe  z  =  ce  -{-  iy,  elle  se  met  sous  la  forme 

I*  et  Q  étant  des  fonctions  harmoniques;  on  a 


dx 


On  déduit  de  là  que  les  deux  familles  de  courbes  ayant  pour  équa- 
ions 

y{x,y)  —  a=  o, 

Q.{^,y)  —  b  =  o, 

a  et  b  étant  des  paramètres  arbitraires,  sont  orthogonales.  En  efl'et, 
soit  (x,  y)  un  point  du  plan;  considérons  les  deux  courbes  qui 
passent  par  ce  point.  Les  coefficients  de  la  tangente  à  la  première 
sont 

dx        ôy' 

ceux  de  la  tangente  à  la  seconde  sont 

dx        ôy 
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Ces  doux  ilr<)ilc>  soiil  ro<i;inf;ulaiies,  car  on  a,  (i'a[>rès  (i), 

dx  Ox        ()y    ôy 

411.  Développées  des  combes  gauches.  —  Etanl  donnée  une 
courbe  gauche  C,  cherchons  s'il  est  possible  de  trouver  une  droite 
variable  la  rencontrant  en  un  point  M,  normale  à  C  en  M,  et  en 
même  temps  tangente  à  une  autre  couibc,  qui  sera  dite  une  déve- 
loppée de  C. 

Si  cela  a  lieu,  soient  x.  j^,  z  les  coordonnées  (rectangulaires)  de  M; 

soit  1  le  point  de  contact  de  la  droite  avec  son  enveloj)pe,  soient  a 

et  b  les  valeurs  algébriques  des  projections  de  Ml  sur  la  normale 

principale  et  la  binormale;  les  coordonnées  X),  j^o  -^«   ^*^  A  sont, 

"d'après  cela, 

Xi  =  .r -H  «ai -t- 6a2,         y^=  y ->,- a'^i-\- b'p^_,         zi—  z  -i-  a-(i-r-  b-^o. 

Pour  que  Ml  satisfasse  aux  conditions  du  problème,   il  faut  et  il 
suffit  que  le  déplacement  du  point  X|.j)'i,  z-{  ait  lieu  tangentiellement 
à  MI.  Or,  les  cosinus  directeurs  de  Ml  sont  proportionnels  à  Xt  —  x, 
J'i — JK?  ^1  —  ^-  ^-^w  <^^oJt  donc  avoir 

f/j-j  dyi  dzy 


xx  —  x       y\—y      -1— - 

Soit  A  la  valeur  commune  de  ces  trois  rapports.  On  en  déduit  trois 
relations  telles  que 

dxi  =  À  (  o  ai  -H  b'Xi). 

D  ailleurs,  on  a 

dxx  =  dx  -^  a  c/ai  t-  b  dj-o  -H  Xj  f/a  -t-  as  db, 

<<!  où  la  relation 

dx  -~  a  doLi  -T-  b  doii-h  ai  da  -{-  y^  db  —  ).(rtai  -i-  hy-^)  =  o- 

Kemplaçons  dx  })ar  cf.ds,  c/a,,  dy..^  par  leurs  valeurs  tirées  des  for- 
sjuiles  de  Frêne  t,  il  vient 

a  ds  -i-  a  ds(—  Y.  —7^)  —  l^  ds^  —  oiida  -h  y-'db  —  '/  {  a  a,  -+-  Zv  aj  )  =  o  ; 

c'est  une  relation  de  la  forme 

Aa-t-  Bai-(-Cz2  =  o. 
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On  oblienl  de  luèine  les  den\  aiilres  relations 

Nous  avons  ainsi  trois  é(|nalions  linéaires  el  homogènes  en  A,  B,  C. 

Ke   Jélerminanl   tonné  avec  les  coeflîcienls  de  ces  qnantiti'-s  étant 

(iiflérenl  de  zéro,  d  t.iul.  [xtni-  (|ne  ces  trois  équations  soient  M-riliées, 

(|ne  1  on  ail 

A  =  lî  =  C  =  o. 

el  »l "ailleurs  ces  coiiditions  suflisent.  Elles  s  écrivent 


b  -=■  —  1  a  -i-  da  =  o, 
—  a  —  —  À  6  -+-  ^^  =  (». 

La  première  relation  montre  que  l'on  a  /i  =  R,  donc  le  point  I  est 
sur  la  droite  polaire;  la  développée,  si  elle  existe,  est  sur  la  surface 
polaire.  Eliminons  ).  entre  les  deux  antres  relations,  il  \ient 

ds 

d  où 

ds        \\db  —  b  dK 


T  èî-HR2 


Soit  cp  l'angle  de  Ml  avec  la  normale  principale,  on  a  ô  =  tang'j, 


et  il  en  résulte 


Kdb  —  b  d\\  ds 


ds 
Cette  relation  -=r  =:  <:/'^  détermine   la  dilTérentielle  de   '^.   On  voit 

que   le   problème   proposé  est  possible  et  comporte  une   infinité  de 
solutions.  En  cfTet,  langle  'j  est  donné  par  la  formule 

'ds 


r'  ds 
i    T' 


il  dépend  donc  d'une  quantité  arbitraire  'Jq  qui  est  la  valeur  initiale 
de  '.p.  Une  fois  cette  valeur  initiale  fixée,  '^  et,  par  suite,  le  mouve- 
ment de  MI  sont  déterminés. 

Une  courbe  gauche  a  donc  une  infinité  de  développées.   Deux 
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<|iiclt(iiK|ii«'S  (l«*  CCS  (l<'\el()|>p<'os  soiil  telles  que  duux  normale?  an 
même  point  M  corres|)on(laiit  à  ces  deux  fléveloppées  se  coupent 
sous  un  aui^le  <pii  reste  constant  lorsque  M  varie.  , L'accroissement 
(le  'S  est.  en  cOet.   le  même  pour  toutes  les  (lé\el<q)pées. 

412.    Cousidt'rons  Tare  de  la  d<'\  «dopp»'-e  :  on  a 
ou,  en  remplaçant  r/j",  par  Af^a,-!-  hy.-j).  etc.. 

Or,  nous  n\ons  les  équations 

h  -      -\-  fia  —    >  n  —  o.  —  a  -     -^  rlh  —  ^  h  —  o: 

on  en  déduit 

a  da  -^  h  <Jh  --^A n"-       ù")  =  o. 

,    _   orfn  -    /<  .//; 

Portons  cette  valeur  de  A  dans  l'expression  de  ^A'',  il  \ient 

( n  dn  -i-  h  dh  )- 
a^  —  b- 

0\\  on  a 

^  dn  -1-  A  '/A 


d  OÙ.  finalement. 


di^fa"--^  h'-')  r=,l(^U). 


ds]=  \d(  ^]\  i|î. 

Cela  montre  que,  si  pour  un  certain  arc  laccioissement  de  Ml  est 
toujours  de  même  sens,  s,  croît  de  la  quantité  dont  augmente  ou 
diminue  MI.  C'est  un  résulat  analofjue  à  celui  rpie  nous  avons  ohienn 
pour  les  courhes  planes. 

413.  /)éiehppantes.  —  Cherchons  à  porter,  -^ni  la  tanf^cnle  en  M 
à  une  conrhe  gauche,  un  seijnient  de  l(nij;neur  variahie  /,  dont  IVxtrf'- 
Miil<''  I*  (l('(ri\c  une  conrl)e  normale  aux  tangentes  de  la  conrlie 
donnée.  S<tienl  x,  1'.  ;  les  coordonn<'es  du  point  M  (lui  décrit  la 
courbe  donné-e  ;  les  c(»ordonin''es  .r, .  ^',.  z,  du  point  {'sont 

.r,  —  j-  ^    11..  Y\=  K  -t-  /'>.  c,  =  c  -♦-  /-.'. 
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Pour  que  le  lieu  de  ce  poinl  soit  une  courbe  normale  à  la  droite  MP^ 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait  la  relation 

a  d.ri  -+■  ^  </>']  -h  •;  i/zi  =  o, 

»jui.  en  tenant  compte  de 

dxt  =  d.v  -^  l  d%  -^  -x  dl,         .  . . , 

ds  -h  dl  =^  o, 

l  =^  c  —  5, 


devient 
d'où 


c  étant  une  constante  et  s  étant  l'arc  de  la  courbe  donnée  compté  à 
partir  d'une  origine  quelconque. 


V.  —  Étude  de  quelques  courbes. 

■414.  Cycloïde.  —  Si  1  on  fait  rouler,  sans  glissement,  un  cercle 
sur  une  droite,  la  courbe  décrite  par  un  point  quelconque  du  cercle 
s'appelle  cycloïde;  la  droite  est  dite  la  base.  Prenons  deux  axes 
rectangulaires  Ox^  Oj",  Ox  étant  la  base.  Considérons  le  cercle 
partant  de  la  position  pour  laquelle  le  point  de  contact  avec  la  base 
est  O  {Jig'  ?>^).  Figurons  une  seconde  position  du  cercle;  soient  I  le 

Fi-.  35. 


nouveau  point  de  contact,  M  la  position  occupée  par  le  point  qui  était 
en  O  dans  la  première  position.  Le  cercle  roulant  sans  glisser,  on  a 


arc  i\ll  =  01. 


Prenons  comme  paramètre  l'angle  '.p  dont  a  tourné  le  rayon   CM,. 

coordonnées  c 

a:  =  RîJ,         y  z=z  [\. 


c'est-à-dire  langle  ICM.  Les  coordonnées  de  C  sont 
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En  menant  par  O  la  parallèle  à  CM.  on  voit  que 

(Oy,CM)  =  -9, 
d'où 

(Or,  CM)  =  (0.r,  Oy')-¥-{Oy\  CM  )  =  —  -  —  o. 

Les  coordonnées  de  M  sont  donc 

a?  =  R-f  -+-  Rfos  f  —  -  —  3  j  =  R(ï  —  sin  o  ;, 

^=R    -^Rsinf  —  -  —  oj  =  R(i  —  cosa;. 

Quand  C3  augmente  de  i-,  >■  reprend  la  même  valeur  et  x  augmente 
de  2-R.  Il  suffit  de  construire  la  partie  de  la  courbe  correspondant 
à  l'intervalle  (O,  2  7z);  la  courbe  tout  entière  se  compose  d'une  infi- 
nité de  portions  semblables,  se  déduisant  l'une  de  l'autre  par  une 
translation  parallèle  à  la  base  et  égale  à  2-K.  Calculons  les  dérivées 
premières  et  secondes  de  x^y  : 

x'=R(\  —  cos'ji,        ^'=Rsin'j, 
j'"=:R«ino,  j'"  =  R  cos'-p. 

On  volt  que  la  courbe  part  de  O  langentiellement  à  O  )',  car  pour 
C5  =  o  le  coefficient  anirulaire  de  la  tanirente  A>  qui  est  éjjal  à  cot  ^  r 
est  infini. 

Pour  C5  =  7:,  la  tangente  est  parallèle  à  Ox,  y  passe  par  un  maxi- 
mum égal  à  2R.  La  droite  .r  =  7:R,  qui  passe  par  ce  point,  est  un 
axe  de  svmétrie  pour  la  branche  de  courbe  que  nous  construisons, 
car,  si  l'on  donne  à  cp  deux  valeurs  équidistantes  de  —,  y  prend  la 
même  valeur,  x  prend  deux  valeurs  équidistantes  de  —R. 

Calculons  la  longueur  de  l'arc  ;  on  a 

«'='=  4R2*in2i, 
1 

ou.  comme   sin—  est  positir. 
■1  ' 

s'  —  x  R  sin  -  • 
La  longueur  de  la  brancli*'  étudiée  est 

s=f      îRsin^  =  4R(  —  cos?  )  "=  «R. 
Cherchons  quelle  est  la  noiinale  au  point  M. 
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la    lanci'iitf    u    ixtur   CDeilicicnl    aniiulaire    cul--    l->llc    fiiil    (l(»nc 
,i\cc  Oj   un  niiiilc  <''iiiil  ;"i  -  —  ^  :  c'csl  la  diollc  Ml'.   I'  élanl  le  poinl 

tiu  cercle  diamclraleinenl  oppu.sé  à  I.  11  en  résiille  que  Ml  csl  la 
iioiniale.  Calculons  le  rayon  de  courbure  p.  On  a,  ilaprès  la  lornuile 
^éiK'rale, 

=  i  M 


xy  — y •^'  \  K-(i  —  cos'^) 

Comme  <  n  a  Ml  :=  2Rsin^5   on  en  dt'duil 

■1 

Le  «  entre  de  couihure  ta  est  donc  svméti'ique  de  M   par  rapport 
à  1  ;  ses  coordonnées  sont 


Posons 


il  \ient 


Xi  =  \\  (  o  -1-  siiiç),        ji  =  —  \\{\ —  cosç  ). 


\  =  H  ('fi —  siii'ii  ),  V=  R(  I  —  cosç,  ), 

Le  lieu  du  point  oj  est  donc  une  cvcloïde  égale  à  la  première. 

41o.    Chaînette.  —  C'est  la  courbe  plane  représentée  en  coordon- 
nées rectangulaires  j)ar  léqualion 

I-ig    36. 


y 

/ 

A 

yS 

\ 

A 

V  ^\. 

^\ 

0 

N     >« 

a  étant  une  constante  posilixe.  Cette  courbe,  cpii  présente  une  fornu* 
parabolique,  est  symétrique  par  rapport  à  Oy  et  rencontre  cet  axe  en 
un  point  A,  d'ordonnée  a  ijig-  36).  Calculons  les  dérivées  premicrc 
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Cl  seconde  de  )',  x  él;nit  i<i  MiriaMc  indépendante;  on  a 


'=-(/'  — f    "),         f=  —\e"-\-e    '•) 


^        . 


Soit  M  un  point  de  lu  conrbe:  caictdons  le  rayon  de  eoiirhiire  eu 
ce  point.  La  formule  i^r-nt-rale  devient 


l\^ 


(i-hy*-v- 


Nous  avons  ici 


d'où 


a- 


a^        v"- 


Considérons  la  tangente  MT  à  la  courbe  en  M;  soit  C2  l'angle  qu'elle 
fait  avec  Ox.  'j  est  défini  par  sa  tangente  qui  est  égale  'a  y' '■,  on  en 
déduit 


e   -^  e 

Menons  la  normale  MN   à  la  courbe;   on  a,  P  étant  la  projection 

de  M  sur  Ox, 

V\]  =  MXcosï», 

d'où 

coso        a 

y 

MN  étant  égal  au  rajon  de  courbure,  le  centre  d«;  courbure  est  le 
symétrique  de  N  par  rapport  à  M. 
Evaluons  l'arc  AM:  nous  avons 

ds  =  >/i---y'Ulr  =■-  d.r=^-\e"  -^e~")  dx. 
d'où,  en  prenant  A  comme  oiii;ine  des  arcs, 

arc  AM  =   /      '  (ff''  -r-  c~'~)  dx  ==-  («'"<  —  <r~"). 


B    —  II. 


«i 
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Abaissons  de  V  la  j)erpcn(liculaiie  l*C"i  sur  MT.  Je  dis  que  roii  a 

arc  A. M  =  G. M. 
Eu  eflei,  on  a 


f    —  e  -  . 

OM  =  r.M  siii  o  =  y =  —  \e" —  e 


Remarcjuons  aussi  que  Ion  a 

P  G  =  F'  M  cos  ç  =  V  —  =  a . 

416.  Tt  actrice.  —  Considérons  maintenant  le  Heu  du  point  G. 
Pour  obtenir  G,  on  porte  sur  la  tangente  en  M  à  la  chaînette  un 
segment  MG  égal  à  la  longueur  de  l'arc  AM.  Or,  c'est  là  la  construc- 
tion générale  dune  développante  d'une  courbe.  Le  lieu  de  G  est  donc 
une  déNelop})ante  de  la  cliaînetle  :  on  appelle  cette  courbe  la  traclrice. 
Elle  part  du  point  A,  tangentiellenienl  à  Oj'  et  est  symétrique  par 
rapport  à  cet  axe;  sa  normale  en  G  est  GM,  sa  tangente  est  GP.  Nous 
avons  vu  que  ce  segment  GP  a  une  longueur  constante  et  égale  à  a. 
On  dit  que  la  tractrlce  est  une  courbe  à  langenles  égales,  en  enten- 
dant par  tangentes  les  segments  tels  que  GP. 

Dans  le  triangle  TMP  on  a 

GM.GT^  gT^'=  «2. 

Or,  pour  la  traclrice,  M  est  le  point  de  rencontre  de  la  normale  avec 
son  enveloppe;  GM  est  donc  le  rayon  de  courbure  de  la  tractrlce.  En 
appelant  normale  le  segment  GT,  c'est-à-dire  la  portion  de  normale 
comprise  entre  le  point  d  incidence  et  Taxe  des  .r,  nous  pouvons  dire 
que  dans  la  tractrlce  le  produit  du  rayon  de  courbure  par  la  normale 
est  constant. 

Quand  M  s'éloigne  indéfiniment,  GT  tend  \ers  o,  cp  vers  ^' »  la 
courbe  est  asymptote  à  Ox. 

417.  Hélices.  —  Soil  C|  une  courbe  plane  ijîg-  "^"j)]  prenons  un 
systcme  d'axes  rectargidaiics,  le  plan  des  xy  étant  le  plan  de  C,. 
Soil  m  un  point  de  cette  courbe  G,  ;  sur  la  perpendiculaire  en  m  au 
plan  des  xy^  |)ortons  à  partir  de  m  un  segment  m  M  proportionnel 
à  l'arc  O,  /??,  0\  étant  une  certaine  origine  prise  sur  la  courbe  C(.  Le 
lieu  C  du  point  M,  lorsque  m  décrit  G,,  est  une  hélice. 


V.    —    KTLKi:    I)K    Ql  ELyl  KS    COlItllKS.  2H 

Soient  5,  l'arc  ()|///,  i'  r;ii(0,M  de  lliélicc  ;  un  a, /r  claul  conslanl, 

m  .M  =;  c  =  A  A|. 
D'aulrc  paît,  on  a 

ih'  =  cix-  -r-  cly-  4-  </--,  du-  -h  cly-  2^  ds\, 


<l'où 


f/i-2  —  (\  -T-  />'- j  cAj. 


Fi^'.  3-. 


Nous  allons  déduire  de  là  difrérenles  conséquences.  Nous  avons, 
avec  les  notations  de  la  tliéorie  générale, 


dz 

ds 


k  ds, 
ds 


y/i-i-A'^ 


c'est-à-dire  que  v  est  constant.  La  tangente  à  Vhélice  fait  donc  un 

angle  constant  avec  la  perpendiculaire  au  plan  de  la  courbe  C,. 

Réciproqueinenl,  soit  C  une  courbe   telle  que  la  tangente  à  cette 

courbe  fasse  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe,  l^renons  O:; 
|)arallèle  à  cette  direction  ;  vest  constant.  Comme  on  a  dz  =  ^  ds^  on 

en  déduit 

en  clidisissant  con\enablement  l'origine  des  arcs  sur  la  courbe  G. 
Cela  étant,  projetons  ortliogonalenient  la  courbe  sur  le  plan  des  xj-, 
et  soit  5,  l'arc  de  la  projection,  en  prenant  pour  origine  la  projection 
(le  l'origine  des  arcs  de  C.  On  a 

ds\  =  dj-  -r-  dy-  =  ( a2 -H  jî- )  ds-  =  {\  —  'f-  )  ds- 
d'où,  en  inl(''grant. 


Si  =  y/ 1  —  7*  s. 
\\n  comjKirant  a\ec  c  =  V5,  on  en  déduit 


\'  i-r 


aia  niAi'iruK  vi.  —  applications  i;Ko.\ii':rKigi:KS. 

La  courhe  C  peiil  donc  être  obleiiiie  par  la  consLrurlioa  prccc- 
denlo  ;  c'csl  ilmu    une  liéllce. 

il(S.  Piiiis  r hélice,  la  iiormcilc  principale  est  parallèle  ai( 
plan  (le  la  oo///"6<?  C, ,  c'esl-à-dire,  avec  les  axes  choisis,  perpendicu- 
laire à  ()r.  I.M  ell'et,  on  a.  a\ec  les  notations  liahitiielles. 


Comme  v  est  cnnstant,  on  en  déduil 


ce  qui  établit  le  fait.  On  peut  encore  le  voir  en  considér.inl  l'indica- 
trice sphérique.  Le  point  (a,  [î,  y)  décrit  sur  la  sphère  de  rayon  i  un 
petit  cercle  daus  un  plan  parallèle  au  plan  O.ry.  La  tangente  à  ce 
cercle  et,  par  suite,  la  normale  |)rincipale  sont  constamuient  parallèles 
au  plan  ,/0)'. 

Soient  R  et  R|  les  rayons  de  courbure  de  (jcI  C|. 

Le  rapport  de  R  à  R,  est  constant.  On  a,  en  elïet. 


\v- 


ds-^ 


et,  comme  cl"  est  nul,  on  a 


R]  = 


ds] 


dxi  -^  d^'-  ' 


Kl 


j  ds 


v'n-/.-. 


il9.  MoiiliiMis  enfin  que  le  rapport  des  rayons  de  courbure  et 
de  torsion  d' une  hélice  est  constant.  En  efîet,  nous  a\(>ns  vu  que  v 
est  constant  et  que  y,  est  nul.  Donc  y^  est  constant.   lit  formule 


devient  aloi> 


d'I 

1 

; 

-'., 

Th 

W 

T 

V 

1 

K 

¥=" 

R 
T  " 

-  COIISt. 

Réciproquement,   toute  courbe  pour  laquelle  ;^  est  constant  est 
une  hélice.   En  eflet.  on  a,  les  axes  de  coordonnées  étant  supposés 
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rcclangiiliiirc'S, 

du.        a,  (1%^  _  a, 

<roù.  en  (li\is;inl  iiicmhro  à  incniLre, 

dr   ~  "d'p   "  d-{     "  t' 

Soil  /.•  la  valeur  coiistanle  du  rapport    ,,  /.•  élanl  fini  el  difTérenl  de  o. 
(  )n  lire  de  là 

a.  =  /.  a  -4-  r,         3.  =  A"  ^  -ï-  c',         '{2  =  A 7  -4-  c", 

r,  f',  c"  élanl  des  constantes.  En  niulliplianl  ces  relations  par  a,  [i,  v, 
el  ajoutaul.  un  h 

0  =  A  -+-  c  a  —  c'  i  -i-  e" y, 


ca  -^  c 


=  -A. 


Celle  itlalion  montre  d'^Lord  quec,('.  c"  ne  sont  pas  tous  trois  nuls. 
<le  sorte  quil  v  a  une  direction  dont  les  coefficients  sont  propor- 
tionnels à  6%  c'.  c".  et  ensuite  que  cette  direction  fail  a\ee  la  tangente 
de  coefficienls  a.  "ii.  ■'  un  angle  constant. 

La  courhe  est  donc  une  hélice. 

Si  l'une  des  quantités  R  ou  T  est  constante,  l'autie  l'est  aussi:  la 
courbe  C,.  qui  sert  à  définir  l'hélice,  est  un  cercle,  car  son  rayon  de 
<ourbure  R,  est  constant;  on  a  alors  une  hélice  circulaire  (racée 
sur  un  cylindre  de  révolution.  C'est  ta  seule  courbe  pour  laquelle 
la  courbure  et  la  torsion  soient  conslanlcs  (tout  en  ayant  des 
valeurs  finies  et  difiérenles  de  o). 


VI.  —  Équations  intrinsèques  des  courbes. 

420.  Courbes  planes.  —  Considérons  une  courbe  plane  rapportée 
à  des  a\es  rectangulaires,  les  coordonnées  d'un  point  de  cette  courbe 
étant  données  en  fonction  d'un  paramètre  /.  1-,'arc  5  de  la  courbe, 
compté  à  partir  d'une  certaine  origine,  et  le  rayon  de  courbure  o  sont 
deux  fonctions  de  t.  Si  l'on  élimine  /  entre  ces  deux  expressions,  on 
a  une  relation  entre  p  et  5,  soit  0  =;  'f  (•^)- 

Soit  0  l'angle  avec  Ox  de  la  direction  positive  de  la  tangente;  on  a 

a  =  cosO,  'p  =  sin  0. 


2l4  CHAPITRE    Vf.    —    APPLICATIONS    GKOMKTRIQrES. 

La  quanlilc  ch-   Jcllnio   ilaas  la    théorie   générale    est    ici    égale    à 
dx-  +  d^-,  c'est-à-dire  à  dh- ;  donc 


Cela  posé,  étant  donnée  une  relation  p  =  c2(,ç),  cherchons  une 
courbe  dont  le  rayon  de  courbure  et  l'arc  satisfassent  à  cette  équa- 
tion.  Supposons  d'abord  que  0  et  s  croissent  en  même  temps;  on 

aura 

ds 

d'où 

ds 


r/0  =  ^  = 

d'où,  en  inlégranl  et  désignant  par  Oq  la  valeur  de  0  qui  correspond 
à  l'origine  des  arcs, 


Soient  Xo,  fa  les  coordonnées  du  point  origine  des  arcs;  on  aura,. 

a  ds.  dy  =  '^i  ds, 


en  intégrant  les  relations  dx 


•—Xo=    / 
do 


cos6  ds. 


y 


~yo=  I     ^in 


dds 


On  a  ainsi  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe. 

En  partant  de  l'hypothèse  où  9  et  5  varient  en  sens  inverse,  on 
ferait  les  mêmes  calculs  en  remplaçant  's  par  —  C5.  Dans  les  deux  cas, 
on  trouve  une  courbe  dont  la  forme  est  bien  déterminée.  En  efTet,  les 
constantes  arbitraires  dont  dépend  celle  courbe  sont  Oq,  Xq.  y».  A 
différentes  valeurs  de  Oq  correspondent  dilTérenles  courbes  qui 
peuvent  s'obtenir  par  le  déplacement  de  l'une  d'elles  dans  le  plan  : 
de  deux  courbes  correspondant  aux  valeurs  Oo?  ^é?  P^r  exemple,  la 
seconde  ne  diffère  de  la  première  que  par  ce  fait  qu'elle  a  tourné  de 
l'angle  9'^  —  %.  De  même,  à  différentes  valeurs  de  .Tq.  y^  corres- 
pondent des  courbes  qui   se  déduisent  les  unes  des  autres  par  des 

translations. 

(/s 
En  second  lieu,  suivant  que  l'on  prend  pour  p  la  valeur  -^  ou   la 

ds 
valeur —,  on  a  pour  h  deux  séries  de  valeurs  opposées.  On  recon- 
naît que  les  deux  séries  de  courbes  qui  correspondent  à  ces  valeurs 
peuvent  être  obtenues  en  partant  de  deux  courbes  symétriques  l'une 
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par  rapport  à  laiilre  et  donnant  à  chacune  d'elles  tontes  les  positions 
dans  le  plan. 

En  résumé,  nous  trouvons  une  infinité  de  courbes  satisfaisant  à  la 
relation  o  =  '.:i(s),  toutes  ces  courbes  avant  même  forme  et  ne  dilTé- 
rant  entre  elles  que  par  leur  position  dans  le  plan.  L'équation 
0  =  ■::.(  s-  )  est  dite  l'équ'iUo/i  l'/i f/i/isrr/ne  de  ces  courbes. 

•i!2I.  Courbes  gauches.  —  Remarquons  (pie,  pour  une  courbe 
quelconque,  x,  j',  z  étant  définis  en  fonction  d'un  paramètre  /,  s  se 
trouve  défini  en  fonction  de  ce  paramètre,  (^n  peut  inversement 
exprimer  t^  puis  r,  ^,  ::  en  fonction  de  .ç,  qui  est  alors  le  paramètre. 

Supposons  que,  pour  une  courbe,  on  connaisse  R  et  T  en  fonction 
de  5,  soit  R  =  '^(.«),  T  =:  '1>(5),  les  fonctions  cp  et  'h  étant  liolomorplies, 
c'est-à-dire  développables  en  séries  entières.  Supposons  de  plus  que 
les  coordonnées  x^y^  z  soient,  au  voisinage  d'une  certaine  valeur  /„, 
développables  en  séries  entières;  soit  .ç„  la  valeur  de  s  correspon- 
dante, .s  est  fonction  holomorpbe  de  /,  t  est  fonction  holomorphe  de  ? 
et,  par  suite,  x,  y^  z  sont  fonctions  holomorphes  de  s.  Cherchons 
leurs  développements  en  séries  entières  par  rapport  à  s.  Nous  auron*^ 

„  ...     dx     d-r  ^ 

loul  rcNient  a  avoir  -r->  -r—,  •  •  ••  (Jn  a 
as      as  - 


dx 

d-  X        d%         i\ 

If 

■             

ds 

ds'-         ds        \{ 

Admettons  que  l'on  ait  dune  façon  générale 
d"  jr 


ds" 

=  A„  a  -i-  B„  a,  h-  C„  a,, 

d"  V 
ds" 

=  A„^--B„3,+  G„^,, 

d"  z 
ds" 

=  A„-;4-R„vi  +  C„Y2, 

A„,  B/,,  Cl  étant  certaines  fonctions  de  s.   Déri\ons  ces  expressions 
et  utilisons  les  formules  de  Frenet  :  il  vient 

=  A„a  H-  B„aj-h  C„^i^  A„  tt  —  B//     ij  —  ^r"  H"  *^ 


rf^^rrr --"^ --"""»  ^'-"^2 1^      ..,,^1^     ^j     ,.„^ 

Il  suffit  de  poser 

A»  r         "il  p        n'    1        "    i_      "  r         c  " 
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pour  iTlromer  une  expression  de  même  forme  que  Texjjression  de 

'- — '—'  En  iiarliculier,  pour  les  dérivées  iiremières,  secondes  et  Iroi- 
ds"  '  ^  '  . 

sièmes,  on  a 

A,=  i,  B,  =  o,  Ci  =  o, 

A2  =  O,  Bî  ==    ]T  '  <^2  =  O. 

cl"  X     cl"  Y     fl"  ^• 
On  peut  ainsi  calculer  de  proche  en  proche  -r^'  ~7t"^  TT"''         'l*^^^ 

R  et  T  sonl  connus  en  fonction  de  .ç,  et,  par  suite,  a\oir  les  dévelop- 
pements de  .r,  y,  s. 

Donnons-nous  arbitrairement  le  point  jr^,  j^o,  ^o-  la  tangente  en 
ce  point  et  la  direction  de  la  normale  principale  dans  le  plan  normal, 
ce  qui  correspond  à  six  paramètres  arbitraires.  Une  fois  ces  éléments 
fixés,  les  neuf  cosinus  a,  [B,  ",  a,,  ...  sont  déterminés,  ainsi  que  tous 
les  coefficients  qui  figurent  dans  le  développement  de  a",  y,  2  ;  on  a 
une  courbe  bien  déterminée. 

La  forme  d'une  courbe  est  donc  déterminée  par  les  relations  qui 
donnent  R  et  T  en  fonction  de  5.  Ces  relations  s'appellent  les  équa- 
tions intrinsèques  de  la  courbe. 


VII.  —  Étude  d'une  surface  au  voisinage  d'un  point. 

4'!2!2.  Considérons  une  surface  définie  par  des  équations  de  la 
forme 

u,  V  étant  deux  paramètres  indépendants. 

u,  p  constituent  un  système  de  coordonnées  curvilignes  aux- 
<juelles  est  rapportée  la  surface.  On  obtient  une  courbe  tracée  sur  la 
surface  en  établissant  une  relation  entre  u  et  c.  Nous  avons,  en  dilïé- 
rentiant  (1), 

l  cfx  =  —  du  H — r-  cU\  dy  =  -^  du  -+-  ^-  dv. 

\  Ou  dv       '  -^         Ou  Ov       ' 

(■^) 

I  dz  ^  —  du  -4-    —  dv. 

\  ou  Ov 

Les   coefficients  de  la  tangente  à  cette  courbe  au  point  (.r,^,  j) 
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sont  proporliouncls  à  dx,  (ly\  <lz.  Elant  donn».''  un  point  dt-lciiiiinc 
de  la  surface,  on  reconnaît  que  les  tangentes  aux  diflerentes  courhes 
tracées  sur  la  surface  et  passant  par  ce  point  s(»nt  tontes  cdiUcnucs 
dans  le  pl;in  qui  a  pour  ('quai ion 

Ce  plan  est  \v  pLui  {angciit  à  la  siulace  au  pcunl  ix,y^  z). 
Nous  poserons,  dan>  rclto  ('ludc, 

Ddi.  <■)'  '        |w„.,)'  V>(u.  V) 

4!23.  Calculons,  pour  une  rourix  tiaiée  sur  la  surface,  le  carré  de 
réléinent  linéaire  de  l'arc,  cest-à-dire  la  quantité  désignée  par  ds- . 
On  a.  d'après  (2),  en  sujiposani  les  axes  de  coordonnées  rectangu- 
laires, 

ds^  =  f/x2  —  rfj-2  -^  dz-  --   !•:  du-  -    >  V  du  dv  -4-  G  dv^, 


en  po>ant 

' J  '  J^  Ou  dv  ^^  \ dv  ) 


^=im-   '=it'-   '^=y(^y- 


les  signes  ^  étant  appliqués  aux  lettres  x,  i%  c.  Entre  ces  quantités 

E,  F,  G  et  les  quantités  A,  B,  C  déjà  définies,  on  a  d'ailleurs  la  rela- 
tion suivante  (identité  de  Lagrange)  : 

EG  —  I-î=  A2-i-  B2-^C2. 


Désignons  par  H  la  quantité  positive  y/EG —  F-  et  rappelons  que 
nous  avons  trouvé  comme  expression  de  l'aire  d'une  surface  courbe 


/    f\\  du 


r/c 


42 i.  Les  courbes  de  la  surface  obtenues  en  donnant  à  l'un  des 
paramètres  une  valeur  fixe  sont  dites  courbes  coordonnées  sur  la 
surface.  Elles  forment  sur  celle-ci  deux  familles,  et  par  un  point 
donné  de  la  surface  passe  une  courbe  et  une  seule  de  chaque  famille. 
l-2valuons  l'angle  0  que  font  entre  elles  les  deux  courbes  passant  par  le 
point  {x,y,  z).  Si  nous  considérons  la  courbe  c  =  const.,  les  dilTé- 

rcnlielles  dx,  dy,  dz  correspondantes   sont  proportionnelles  à  -^, 
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-r- ,  — .  (Je  sorte  que   les  cosinus  direcleiirs  de   la  lan2:ente  à  cette- 

du      Un  '  ° 

coiirhe  sont 

I     O.r  I     ày  I      Oz 

De  nième,  les  cosinus  Je  la  tanj^ente  à  la  courbe  /f  =  const.   sont 
I      d.r  I      ()y  I      ()z 


On  en  déduit 


I       v^  Or  dx  h 

cosO  =  — — =  y =    , 

v/EG  '^  '^«  ^''        i/EG 


Quand   on  a   F  =  o.   les  deux  courbes  sont  orthogonales.  Si  cette 
condition  est  remplie  en  tout  point,  on  a,  sur  la  surface,  un  système 


de  coordonnées  orlhogonalea. 


425.  Nous  allons  étudier  la  courbure  des  différentes  courbes  tra- 
cées sur  la  surface  en  un  point.  Etant  donné  un  point  M  de  la  surface 
kfiS-  '^*'^^'  '^  normale  en  M  à  la  surface  a  pour  coefficients  A.,  B,  C;. 


\         B         r 

ses  cosinus  sont   ±j7'  —  ît'  —  ïï'    Nous   conviendrons   d'appeler 

direction  positi^'c  sur  la  normale    celle    qui    a    pour  cosinus    jz* 
B      G 
H'  ÏÏ' 

Gela  posé,  considérons  une  courbe  quelconque  C  tracée  sur  la 
surface  et  passant  par  M.  Le  plan  osculateur  à  G  en  jM  passe  par  la 
angente  MT.  Il  suffit,  pour  le  définir,  de  donner  la  normale  princi- 
pale en  M,  laquelle  est  une  droite  perpendiculaire  à  MT.  Soit  0 
1  angle  de  la  direction  positive  de  cette  normale  principale  avec  la 
direction  positive  de  la  normale  à  la  surface.  En  adoptant  pour  la 
courbe  G  les  notation^  employées  précédemment,  nous  avons 

cosO  =  ^ LL, 
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OU,   en   introduisanl  le  ravon  de  courhurc  R  «le  la  eourl)C  en  M,  au 
mojen  des  formides  de  Frenet,  -^  =  — ,   •  •  -, 

II  cosO  _  A  di  -^  P.  in  -^  C  r/-; 

Nous  avon^ 


(ix 


dt^- 


ch  d-  r  —  d.r  d-  ^ 


dx  "  ds- 

d'où,  comme  on  a  A  (Ix  —  15  dy  -f-  C  f/r  =  o. 


R 


r/,v2 


Évaluons  fZ-j:',  f/->',  <^/"^;  on  a.  |)ar  exemple. 


rt-.r  =  -— -  du- 


d-T 
du  ai' 


dit  di' 


<r-x 


dvi 


Ox    ,  àx    ,^ 

-      d-  «  H d'-v. 

au  di' 


En  formant  la  combinaison  \d-x -}- B  d'-j- -}- Cd- z,  on  voit  que 
dans  cette  expression  les  termes  en  d- ii  et  d-v  ont  leurs  coefficients 
nuls,  de  sorte  qu'il  reste  une  forme  quadratique   en  du,   dv.   Nous 

écrirons 

HcosO        V.xdu^-^r- rtY ^du  dv  —  Gi  <it* 


en  posant 


R 


d'-x 


ds"- 


^      'V;<^  '      Ad      du  Ov 

c'est-à-dire 

dx       ôy  dz 

du       du  du 


r-x 


K,  = 


dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

d^x  d^y  d- z 

du^  du-  (Ju"^ 


G,= 


dx  dy  dz 

du  du  du 

dx  dy  dz 

dv  dv  dv 

d^x  d*y  d-z 

dv-  dv-  dv- 


dx 
du 

ày 

du 

dz 
du 

dx 
dv 

ày 

dv 

dz 

dv 

d^x 

à-y 

d-^z 

du  dv     du  dv     du  dv 
En   remplaçant  ds-  par  son  expression  en  du,  dv,  nous  avons  la 
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foriniilc  fondanientale 

H  cosO  _  El  (/»^  -<-  x  F,  du  tiv  -4-  G,  (Yf' 
^'^  K       ~     E  cùi-i -r-  a  I'  du  (h-  —  G  dr- 

120.  Cette  formule  montre  que  le  rayon  de  courbure  dune  coui-he 
tracée  sur  la  surface  est  déterminé  dès  que  l'on  se  donne,  d'une  part, 

le  rapport  —  et,  daulrc  |»arl.  langle  6.  Le  rapport  -y-  fixe  la  posi- 
tion de  la  tangente  à  la  courbe,  et  l'angle  0  fixe  ensuite  la  position  de 
la  normale  principale,  c'est-à-dire  du  plan  osculateur.  Vax  d'autres 
termes,  le  rayon  de  courbure  ne  dépend  que  de  la  position  du  plan 
osculateur:  il  est  le  même  pour  toutes  les  courbes  passant  par  M  et 
ayant  en  ce  point  même  plan  osculateur.  De  [)lus,  la  direction  posi- 
tive de  la  normale  principale  est  la  même  pour  toutes  ces  courbes; 
cosO  a,   en  effet,    un   signe   déterminé,  le  signe  du   second  membre 

de(i). 

L'angle  6  est  donc  toujours  aigu  ou  toujours  obtus;  donc  toutes  les 
courbes  ayant  même  tangente  et  même  plan  osculateur  en  M  ont 
même  centre  de  courbure. 

427.   Théorème  de  Meusivier.  —  Faisons  varier  0  en  laissant  fixe 

le  rapport  -r-y  c'est-à-dire  considérons  des  courbes  C  tracées  sur  la 

surface,  passant  par  M  et  assujetties  seulement  à  avoir  même  tan- 
gente MT.   La  formule   (i)   montre   que    pour  ces  courbes  le  rap- 

FiR.   39. 


.   COs6     ,  r^  •  ^  .  .•       1- 

port  —7—  demeure  constant.  Considérons  en  particulier,  parmi   ces 

courbes,  la  section  de  la  surface  par  le  plan  qui  contient  MT  et  la 
normale  en  M  à  la  surface;  pour  cette  courbe,  0  est  égal  à  o  ou  it, 
|cosO|  =  i;  par  suite,   en  désignant  par  p   son  rayon  de  courbure, 


VII.    —    KIIDK    I»  INK    SIHKATK    Al     VOISINAUK    I»  L>"    l'OINT.  '17  1 

on  a 

'-^  =  1  .M.  H  =  p|cosOt. 

Cria  Mil  mire  (  //^.  3cj)  que  le  centre  de  courbure  Y  de  la  courbe  C 
esl  la  projection  orthogonale,  sur  la  normale  principale  à  C,  du 
centre  de  courbure  C„   de   la  section  normale   passant  par  M'J'. 

Il  en  résulte  que,  pour  les  courbes  G.  le  lieu  (Je  V  esl,  dans  le  plan 
perpendiculaire  à  Ml",    un  cercle  décril  sur  MGo  connue  dianièlre. 

^SH.  Ln  cas  particulier  important  de  la  re|)réscntation  parauu'-- 
Irique  des  surfaces  est  celui  où  l'on  prend  couinie  paramètres  deux 
des  variables  x.  »',  z.  Supposons,  par  exemple,  fjue  l'on  [)ronne  .r,  j- ; 
la  surface  sera  délinie  par  une  équation  de  la  forme 

Postins 

ôz  dz  '     (J^  z  à-  z  0'  z 

ôx  r)v  ox-  Ox  Oy  Oy- 

0\\  a  dabord 

dz  —  p  dx  -H  q  dy, 

ds-^  dx-  -r-  dy-  -f-  dz-  —  {i  —  p^)  dx-  -+-  -zpq  dx  dy  -^  (\  ~  q-)  dy-. 

Formons  le  tableau  des  dérivées  premières  de  x^y^  z  par  rap|ioit 
aux  paramètres 

<),       I ,      q. 

I.cs  quantités  ipie  nous  avons  désij^nées  par  A,  B,  C  sont  remplacées 
par  —  /y,  —  rj.  I .  Calculons  E,  F,  G,  H;  on  reconnaît  (ju'on  a 


H.-i-f-/'2,         V  =  pq,        0=1-1-72^        H= /i -^/>-^  f/^; 

puis,  en  calcidant  île  même  E|,  F,,  G,,  on  trouve 
E,  =  r,         r,  -=  s,         G,  =  /. 

Va\   prciKinl   pour  direction  positi\e  sur  la  normale  à  la  surface  eu 

un    point    -M    l.i    direction    de    paramètres  ,  , 

y^i-^  p*--^q'-     /i   ;-//■;       y- 

,  et    désignant    [)ar   0   Tanf^le  de   cette  direction  avec   la 


normale  princi|)ale  à    une  coui-be   li'acée  sur  la  surface  en  M,  la  for- 
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nulle  {\)  devient 


\/ 1  —  /'-  —  (j  '■         f,  _  /■  '/  '  -  -^  ■->. s dx  dy -h  /  dy- 

■'  H  ~  (1-4-  />■-  )  dx-  —  i/;»  </  (/.r  dy  -t-  (  i  -t-  y"^  i  <-/>'■■' 

Etablissons  cette  fonnnle  directement  :  soit  nne  surface  ayant  pour 
ccjualion 

I/an^le  0  étant  déliai  comme  |irécédemment,  on  a,  a\ec  les  notations 
<léjà  employées, 

d'où 

cos  0  v^i  -t-  /'-  -I-  7"        —  pdt  —  q  r/3  -+-  r/-' 


La    tangente  à  la  courbe  étant  dans  le  plan  langent  à  la    surface, 
on  a 

d'où,  en  dillerenliant, 

—  pdrt.  —  q  d?t  -r-  d'i  —  o.  dp  —  jj  dq  =  o. 

Ceci  nous  permet  d'écrire 

cos 6  v/ 1  —  />^  -^  y'  _  oi  dp-^  'idq 
K  ^  ds  * 

<Jr,  nous  avons 

dp  =  /•  dx  —  s  dy^  dq  =  s  dx  -r-  t  dy, 

d'où,  en  remplaçant  <//>  et  c?y  par  ces  valeurs,  puis  dx  et  dj^  par  a  ds 
et  3  ds, 


COsOv/l  —  />'^  —  q-  „  n  n. 

(3) — TT-^ ^  =/•  22-^25 a!i-f- /  3*. 

T-.  1  o  dr     dy  •       /  .,  i 

hn  remplaçant  a,  ji  par  -j-,  -j-,,  puis  ds-  par  sa  valeur,  on  retrouve 

la  formule  (2). 

429.  Pour  étudier  la  courbure  des  courbes  tracées  sur  la  surface 
€n  M,  il  suffit  donc  d'étudier  la  courbure  des  sections  de  la  surface 
par  des  plans  normaux  en  M,  Pour  ces  courbes,  9  est  égal  soit  à  o, 
soit  à  t:.  Nous  conviendrons  de  compter  comme  jjositif  le  rayon  de 
■courbure  K  d'une  section  normale  s'il  est  dirigé  suivant  la  direction 
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|)Ositi\e  de  la  noiiualc  à  la  siiiracc  c\  coiiiiiio  ii('«;atii  s  il  csl  dirigé  eu 
sens  iiiNcrse.  M^vcnnanl  cclU"  CDiiNcnlion,  R  de\ionl  une  qiianlilé 
algébn<nic  (|iii  ol  (K'Iiiiic  en  i^raïuicui'  et  cii  Mi^ar  |i.ir  la  rt-lalion 

K  l]  du-  "-  JL  V  du  dv  -r-  G  di- 

Oli,  si  x^j   sonl  les  parainèlies.  jpar  la  relalion 


^   '  "^^'"    '   '''  =  /-a^-f-  -j.sx'^j  -f-  /  '^■^. 

l'iacons-nous  dans  ce  dernier  cas  eL  portons  1  (jrigine  des  eoor- 
(l(tnnées  au  jioinl  M  que  Ton  éliidie,  de  façon  que  le  j)lan  langent 
(Il  .M  de\ienne   le  plan  des  ay.  On  a  alors,  pour  M, 

La  formule  précédente  de\ient 

R  étant  le  rayon  de  courbure  conqjté  algébriquement  sur  l'axe  Oz. 
Soil  w  l'un  des  angles  de  la  tangente  à  la  section  normale  considérée 
a\ec  Ox;  on  a 

a  =  rosio,  Ji  =  siii  lo. 

(1  OÙ 

(4)  n   =  /f  os^îa» -I-  .>,  Asinoj  cosut-f- /  siii^io. 

K 

<resl  au  moyen  de  cette  formule  que  nous  allons  étuilier  les  variations 
tlu  rayon  de  courbure  pour  les  diflérentes  sections  normales  en  M. 

430.  Indicali  ice.  —  Sur  la  tangente  ]MT,  portonsà  partir  de  M,  de 
part  et  d  autre  de  M,  une  longueur  M  p.  égale  à^/|R|.  Le  lieu  du' 
point  a  (juand  io\arie  est  appelé  V indicatrice.  ISous  allons  étudier 
cette  courbe.  Soient  ;,  y,  les  coordonnées  de  a;  nous  axons 

t  =  y/|  H|  coso»,         r^  =  v/|  K I  s.iiioj. 

écrivons  que  cos  co  et  sinw  satisfont  à  la  relation  (4  i;  il  vient 

r  ;* -r-  2  s  ;y, -H  f  r,  -  =  ±  I  . 

C'est   l'équation  du    lieu   (\\\   jioiui    'j..   H   y  a    trois  cas  à  examiner 
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suivant  le  sii^ue  de  la  quantilé  rt  —  ,v- qui  est  le  iliscrimiiiaiit  de  la 
forme  quadratique  en  ;,  yj  du  premier  membre  : 

i^  /•/  —  ^-^o.  Le  trinôme  /eos- lo  +  2  a;  sin  co  cos  w-j- /cos-(.),  el 
par  suite  aussi  R,  a  un  signe  constant.  Cela  montre  que,  pour  toutes 
les  sections  normales,  le  centre  de  courbure  est  du  même  coté  du 
plan  tangent.  Ces  dillerentes  sections  ont  donc  toutes  leur  concavité 
lournée  d'un  même  côté.  Au  voisinage  du  point  M  la  surface  esl  tout 
entière  dun  même  cê>té  du  plan  langent  :  on  dit  qu'elle  est  coiwexe 
en  M.  L'indicatrice  est,  comme  on  le  voit,  une  ellipse. 

a"  /•/ — s'-<^o.  Le  trinôme  en  co  est  tantôt  positif,  tantôt  négatif, 
suivant  les  valeurs  de  tang  w.  Il  en  est  de  même  de  R,  de  sorte  que  les 
sections  normales  ont  leur  concavité  les  unes  d'un  côté  du  plan  tan- 
gent, les  autres  de  l'autre  côté.  La  surface  est,  au  voisinage  de  M,  de 
part  »'t  daiilre  du  plan  tangent.  Il  a  a  en  outre  deux  directions  pour 

lesquelles  le  trinôme  en  (o  s'annule.  Pour  chacune  d'elles  on  a  —  =  o, 

c'est-à-dire  qu'il  y  a  inilexion  pour  la  section  normale  correspondante  : 
on  dit  que  la  surface  est  à  courbures  opposées.  Quant  à  l'indicatrice, 
elle  se  compose  de  deux  branches  d'hyperboles  conjuguées  ayant 
pour  asymptotes  les  deux  droites  correspondant  aux  valeurs  de  (o 
pour  lesquelles  le  trinôme  s'annule.  Les  deux  asymptotes  de  l'indica- 
trice sont  dites  tangentes  principales. 

3"  ri  —  5-:=  o.  Le  trinôme  en  co  a  un  signe  constant,  mais  est  nul 
pour  une  certaine  valeur  de  tangto.  Pour  la  section  correspondante 
R  est  infini  ;  il  y  a  donc  inilexion  en  M.  Toutes  les  autres  sections 
ont  leur  concavité  tournée  d'un  même  côté  du  plan  tangent.  (Xiant 
à  l'indicatrice,  elle  se  compose  de  deux  droites  parallèles. 

Considérons,  dans  les  trois  cas,  les  directions  des  axes  de  l'indica- 
trice. Pour  ces  directions,  R  est  maximum  ou  minimum.  On  appelle 
ces  \aleur5  de  R  les  rayons  de  courbure  principaux  en  M.  Les 
sections  normales  correspondantes  sont  les  sections  principales 
en  M. 

On  appelle  ombilic  un  point  pour  lecpiel  l'indicatrice  est  un  cercle; 
en  un  tel  point,  R  esl  constant  |)Our  toutes  les  sections  normales.  Il 
faut  et  il  suffit  pour  c(;la  que  l'on  ait.  dans  le  système  particulier 
d'axes  choisis, 

s   t:^    O,  /•   =    t. 

431.  L'indicatrice  nous  apparaît  dans  cette  théorie  comme  une 
courbe  auxiliaire  représentative.  On  peut  encore  la  considérer  sous 
HH  aspect  dillérent.  Prenons  les  mêmes  axes  que  précédemment  et 
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supposons  (pie  z  soil  ropit-scntc-  par  une  lonclion  de  a",  y  dévelop- 
pal)le  par  la  formule  de  Taylor.  Le  plan  langenl  en  M  élanl  le  plan 
des  .l•^\  :•  ne  contiendra  pas  de  termes  du  premier  dej^ré  en  .i\  y,  le> 
termes  du  second  de^rc  seront  fx- -h  2saj'  -^  (y-  cl  Ton  aiiiM.  en 
iirn'huil  la  fonniilc  de    ravlor  au  lioi^irinc  Icrme, 

Le  plan  tan^cnl  cii  M  coupe  la  >iiilacc  suivant  la  courbe  avant  pour 
(■(lualiun  dans  >on  plan 


c'est  une  courlie  pour  laquelle  l'origine  est  un  point  double.  Les  tan- 
gentes à  cette  courbe  en  ce  point  sont  les  laiigenles  principales. 
Elles  sont  imaginaires,  confondues  ou  réelles  sui\ant  (pie  ri  —  s- 
est  |)ositif,  nul  ou  négatif. 

Coupons  maintenant  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  tan- 
gent, soit  z  =  h,  et  projetons  la  section  sur  le  plan  tangent;  celle 
prtijection  a  pour  ccpialion 

Transformons  cette  projection  en  |)osant 
.\  =  À.r,        Y  =  )o', 

A  étant  un  certain  facteur  {|ui  reste  à  déterminer. 
1 /équation  de  la  courbe  transformée  est 


It   —    -^-  (  /•  \M-  V>.  .V  \  Y  -H   t\i] 
•2  A  2 


I 


)  A 


\' 


■J 

^  VT'   À  /■■■]■ 


Prenons  ),  Ici  (iiic  Ton  ait 


■i  I  h  I  K"-  =  I , 


(^.ela  étant,  faisons  tendre  h  \ers  zéro;  nous  devons,  pour  conser\er 
la  relation  entre  ).  et  A,  faire  croître  A  indéfiniment.  Nous  sommes 
conduits  à  dire  <pie  la  courbe  obtenue  tend,  dans  ces  conditions,  \ers 
la  courbe  avant  |)oiir  ('-(piation 

/•X2-T-'25\V  -+-/Y2  =  zhi. 
B.  -  II.  ,5 
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Ceci  oonduil  à  la  (h'Iiiiiliou  sui\iiiile  de  I  iiKlicatricr  :  nu  CDU/n'  la 
surface  par  un  phm  parciUèle  au  plan  fanaenf  cl  infiniment  voi- 
sin de  ce  /)lan.  On  anipli/ic  la  section  ainsi  obtenue  suivant  la  loi 
indiijucc.  IS indicctlricc  est  ht  limite  re/s  laquelle  tend  la  courbe 
transformée,  lorsque  le  plan  sécant  rient  se  confondre  avec  le 
plan  tangent. 

132.    Prenons,  j)ar  oxeniplc.  la  sui'Iace  avant  pour  écination 
z  =  x'-~T-  2^--+-  ^^ior,  r), 

'J3  étant  un  polynôme  de  dei^ré  supérieur  ou  égal  à  3,  L'indicatrice 
est  une  ellipse. 
Pour  la  surface 

z~.t'--  •272-4-03(3',  y). 

'-2:1  avant  la  même  signiliealion,  c'est  une  hjperhole.  Enfin,  pour  la 

surlace 

z.  =a;2  — j3, 

c'est  une  j)arabole. 

433.  Courbure  totale.  —  Soient  R,,  R^,  les  rayons  de  courbure 
principaux  (n°  430)  en  un  point  d'une  surface.  On  appelle  cour- 
bure totale  en  ce  point  le  produit  5—^-5  c'est-à-dire  le  produit  des 
courbures  des  sections  principales. 

La  courbure  totale  en  un  point  est  positive  si  la  surface  est  convexe 
en  ce  point,  négative  si  la  surface  est  à  courbures  opposées  en  ce 
point.  Enfin  elle  est  nulle  en  tout  point  où  l'indicatrice  est  parabo- 
lique. 

On  appelle  courbure  moyenne  l'expression  - — h  tt-- 

Si  l'on  considère  deux  sections  normales  rectangulaires  correspon- 
dant, par  exemple,  aux  angles  to,  m -\-  -,  et  si  l'on  désigne  par  R 
et  R'  leurs  rayons  de  courbure,  on  a 

—  =  /•  cos-oj  -i-  25  sinoj  cosco  -+-  t  sii|2  oj. 


I  ,  . 

^=  /'  sin-  fo  —  >.s  suit'j  cosoj  -i-  /  cos-tu, 


R' 


d'où  résulte 


I 
^,  ^=^  r  ~  t  —  consl. 
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i34.  Aux  éludes  picccdenlcs  »»•  rattache  l'élude  des  lonclicjns  de 
deux  variables  réelles.  Etudier  une  foiicliou /(  j:,  v)  de  deux  variables 
revient,  en  ellel,  à  éUidier  la  surface  représentée  par  l'équation* 

-  ^fi-i-,  y)- 

Étant  donnée  nue  lonclion  r  =y*(j7,  )'),  il  \  \\  iii:i\iiiiiiiii  pdiii-  relie 
lonclion  au  point  (xq,  }'o)i  ^'  dans  un  eertain  ehaiiip  des  \aiial)le>  x,  y 
auquel  est  iiitt'rieur  le  point  (xu,^,,),  on  a  constaininent 

Si,  au  contraire,  on  a  eoiistaniinenl 

il  y  a  ininiiniiin  au  point  (j?,,-  .Ko)- 

Pour  (piil  V  ait  niaxiinuin  ou  miniinuin,  il  faut  évidemment  qui! 
y  ail  maximum  ou  minimum  quand  lune  des  variables  varie  seule, 
l'autre  recevant  une  valeur  fixe.  On  en  di-duit,  comme  conditions 
nécessaires  d'un  maximum  ou  miniinuin.   (pie  les  dérivées  parlielles 

-f^>  -4-  doivent  être  nulles  au  point  considéré.  (On  obtient  le  znème 
ôx     Ôf  ' 

résultat  si,  au  lieu  de  deux  variables,  on  en  a  un  nombre  quelconque.) 
Supposons  ces  conditions  remplies  en  un  point  (.ro,  jKo)-  ^-•'à  ques- 
tion de  savoir  si  la  fonction  a,  en  ce  point,  un  maximum  ou  un  mini- 
mum, se  ramène  à  lélude  de  la  forme  de  la  surface;  an  xoisinaiic  du 
point  ixo.yo). 

En  conservant  les  notations  précédentes,  si  ri  —  s-  est  [josilil. 
l'indicatrice  est  une  ellipse,  il  y  a  effectivement  maximum  on  mini- 
mum. Si  rt  —  s-  est  négatif,  l'indicatrice  est  une  hyperbole,  il  n  v  a 
ni  maximum,  ni  minimum.  Si  rt  —  s-  est  nul,  le  cas  doit  être  consi-, 
déré  comme  douteux;  il  y  a  lieu  de  faire  une  étude  complémentaire. 

i  {.').  Revenons  aux  coordonnées  curvilignes  générales;  nous  avons 
obtenu  la  formule 

11  _  \:^du^  — ■>.{',  <l,i(h-^  C,  Je' 
R  ïi  du-  -+-  -2  V  (lu  d\'  -r-  G  </i'- 

II  en  résulte,  d'après  1  étude  classique  des  fiaclions  du  second 
degré,  que,  pour  que  7-  soit  constant,   il  faut  et    il   ^ullil   (pic  l'on  ail 

E,  _  F,  _  G, 
K         F         G 
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Ce  sonl  les  coiulilions  pour  ([iie  le  point  soil  un  ontbilic  (n"  430). 
Lorstiue  Ion  prend  J\  Y  eoninie  xariahles  in(l<''pen(lanles,  nous  axons 
Ml  qire  1  on  ohlenait  la  l'oriinile 


y   1  -t-  />-  —  (j-  r  r/.7-  -^-  y.s  d.r  dy  —  t  t/y- 

K  (  I  -:-//'  1  c/.r-  -+-  i/xj  dx  dy  -r-  (  i  -t-  </-  )  dy- 

Les  conililions  pour  (pi  il  v  ait  ombilic  sont 


1  —  //-       fuj        I  ^  <7- 


VIII.  —  Lignes  asymptotiques. 

430.  On  appelle  ligne  asymplotique  d\ine  surface  une  ligne 
tracée  sur  celte  surface  et  c/ui,  en  chaque  point,  est  tangente  à 
une  fies  tangentes  principales,  c'  rsl-à-dire  à  V  une  des  asymptotes 
de  V indicatrice  en  ce  point.  Pour  (pi'il  y  ail  une  lij;ne  asvinplolique 
réelle  |)assanl  par  un  point,  il  faut  qu'en  ce  point  l'indicalrice  soit 
non  elliptique,  c'est-à-dire  que  la  surface  soit  à  eourhures  0|)posées. 

Supposons  la  surface  définie  en  coordonnées  cursili^^nes  générales. 

Il  s'agit  de  trou\er  une  relation  entre  u  et  v  telle  que  le  point  dont  les 

coordonnées   curvilignes  vérifient   cette    relation   décrive    une  ligne 

asjniptotique  de  la  surface.  Or,  en  tout  point  d'une  telle  courbe,  la 

tangente  coïncidant  avec  une  asymptote  de  l'indicatrice,  la  section 

normale  passant  par  cette  tangente  a  un  rayon  de  courbure  infini.  La 

II 
formule  générale  qui  donne  ^  montre  que.  dans  ces  conditions,  u  et  i' 

doivent  être  liés  par  la  relation 

K)  dii--^  •).  Tj  du  dv  -r-  G]  dy-  =  o. 

On  dit  (jue  cette  relation  est  Véquation  différentielle  des  lignes 
asymptotiques.  C'est  une  équation  du  second  degré  en  -j--  En  la 
résoKant,  on  est  conduit  à  deux  ('-quations  de  la  forme 

dy  dy 

-^.,(u,y),  ^=^,(u,y). 

Chacune  de  ces  équations  admet  une  intégrale  dépendant  d'une 
constante  arbitraire. 

Il  existe  donc  sur  la  surface  deux  familles  de  ligues  asvmploticpies, 
dont  chacune  dépend  cl'une  constante  arbitraire.  Par  un  point  de  la 
surlace  passe  en  général  une  courbe  de  chaque  famille  et  une  seule. 
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Ces  coiirljcs  sont  ri'ellcs  si  E,Gi  —  F^  <C  o  (c'est  le  cas  d  un  pninl 
où  la  surface  est  à  courbures  opposéesi,  imaginaires  si  E|  G|  — F;^<) 
(cas  de  la  surface  convexe).  Enfin,  si  E,("i,  —  F^  =  o  (point  |)ar,il)()- 
lique),  il  n'y  a  plus  rprunc  langent»*  principale. 

Supposons  maintenant  rpie  x,  j' soient  les  variables  imlf-pcmlanlc-.. 
[^e  raisonnement  est  le  nuMue,  et  Inii  trouve  (jue  liMpuilion  dilléren- 
licllc  des  liijncs  asvni|)l<tli(pics  est 

/•  cf  r-  -^  is  (l.r  ri  y  -r-  t  dy-  =^  n. 

i.  ,      ,  .  •  ~    (ly  11 

Va\   rcsol\anl  celte    (-(pialion    par    lapporl  a   -^»    on    oitlienl    iieu\ 

équations  dillérentielies  du  premier  ordre;  cliacune  délies  corres- 
pond à  une  f.imille  de  lignes  asyniploliques  qui  dépend  d'une  con- 
stante arbitraire. 

i3T.  En  tout  point  dUme  ligne  asyniptotique,  le  plan  oscilla- 
teur à  cette  ligne  coïncide  avec  le  plan  tangent  à  la  surface  en 
ce  point.  En  elVet,  prenons  les  coordonnées  curvilignes  générales;  le 
plan  tangent  à  la  surface  au  point  (m,  v)  ayant  pour  coefficients  A, 
B,  G,  les  conditions  pour  que  le  point  (m,  v)  décrive  une  ligne  dont 
le  plan  osculaleur  en  chaque  point  soit  le  plan  tangent  à  la  surface 

sont 

A  dx    -H  n  <ly    -^  C,  dz    =  o. 

A  d-x  -i-  B  d-y  -\-  Cd-  z-  =  o. 

La  première  condition  est  vérifiée  pour  toute  courbe  tracée  sur  la 
surface.  D'après  un  calcul  fait  précédemment  (^n''i!2o,  p.  219),  le  pre- 
mier membre  de  la  seconde  est  égal  à 

E^  du-  -\-  •>.  F 1  du  dv  -r~  Gi  dv- . 

Cette  .^econde  condition  est  donc  é([uivalenlc  à 

El  du-  —  -2  [-"i  du  dv  -r-  Gi  dv-  —  o. 

il  en  résulte  quil  y  a  bien  identité  entre  les  courbes  ainsi  définies 
et  les  lignes  asymptotiques. 

4-38.  Cherchons  les  ligues  asymptotiques  sur  une  surface  réglée. 
Les  génératrices  de  la  surface  en  constituent  une  première  famille. 
En  eftet,  en  un  point  M  de  la  surface,  la  droite  qui  passe  par  ce  point 
est  dans  le  plan  tangent  et  constitue  une  section  normale  de  la  sur- 
face à  ravon  de  courbure  infini.  C'est  donc  l'une  des  deux  tangentes 


•.>.:>0  CIIAIMTHK    VI.   —    applications   GKOMÉTRIQI'KS. 

Urinoipalcs.  île  [sorte  qu  elle  constitue  une  courbe  qui,  en  chacun  de 
ses  points,  est  tangente  à  une  tangente  principale. 

i'.n  particulier,  pcuir  une  surface  réglée  du  second  degré,  les  tan- 
gentes princijiales  en  chaque  point  sont  les  deux  génératrices  de  la 
surface  qui  passent  par  ce  point.  L'indicatrice  est,  en  tout  point, 
livperholique,  et  les  lignes  asyiuptotiques  de  la  surface  sont  ses  deux 
familles  de  génératrices. 

Dans  le  cas  général  d'une  surface  réglée,  cherchons  l'équation  dif- 
férentielle de  la  seconde  famille  de  lignes  asjmplotiques.  Supposons 
la  surface  définie  par  les  équations 


^0- 


y  =yo-^  '^U; 


0*0,  ^'o.  :■(,,  y-,  [i,  Y  étant  des  fondions  doniK'es  d'un  paramètre  c. 
C^uand  (i  \arie,  v  restant  fixe,  le  point  (x,y,  :■)  décrit  une  droite; 
en  d'autres  termes,  c  =  const.  représente  la  famille  de  génératrices 
rectilignes  de  la  surface.  Calculons  les  fonctions  E|,  F,,  G|,  nous 
avons 

^  =  3  ^  =  - 

(lu        ^'  du         " 


dx 
1^ 


àxo 

dv 


ÔT 

OU 

ô-x 
ôu- 


u 


dv 

'>-y  ^ 


d^  àz 

dv  dv 

d'-z  _ 


dv 


dv 


E(,  qui  est  le  déterminant  formé  avec  ces  neuf  quantités,  est  donc 
nul.  Il  en  résulte  que  l'équation  dinérenlielle  des  lignes  asjmpto- 
tiques  est  de  la  forme 

2  Fi  c/u  dv  -i-  Gi  dv-  =  o. 

Elle  admet  donc  la  solution  t/c  =  o  ou  c  =  const.  Nous  retrouvons 
ainsi  comme  première  solution  les  génératrices  de  la  surface.  Pour 

calculer  F,  et  G|,  formons 


d-x 
du  dv 


dx 
dv 


r>2  .r 

d-x 

.  ...  On  a 

du  uv 

■'    d^^' 

d'-x 

à-Xo 

d'-oc 

dV^ 

~~    dv^  • 

dv^ 

F, 


dxo  doL  dvo 

-T—      U   ~ h    I 

dv  dv  dv 

d%  di 

dv  dv 


d'i     dzo 


dv 


àxp 
dv 

d^xp 
dv^ 


d^% 


En  développant,  on  \oit  que  F,  ne  dépend  pas  de   u;  c'est  une 
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htnclion  do  t'.  I",n  loiinaiU  de  iiièine  G,,  on  obtient  un  polynôme  du 
second  degré  en  //,  dont  les  coellicients  sont  des  fonctions  de  ç. 
D'autre  part,  léqualion  dillVrentielIe  de  la  seconde  faiiiillc  de  lignes 
asjniptoliqucs  csl 

■À  l'\  (lu  -'\-  Gi  rft'  =  o. 

D  ajuès  ce  (pie  nous  \cnons  de  \oir  pour  Fi  el  (î,,  elle  peut  se 
mettre  sou>  la  lorine 

-, h   L  W-  -r-  I\l  //  4-  N  =  O, 

Ij,  m,  N  ('tant  i\i'<.  loiuiions  de  v.  C'est  nne  équation  de  Hiecati. 

i)^9.  I(in<iciit<'s  conjuguées.  —  Etant  donm-  un  point  M  d'une 
surface  S,  nous  dirons  que  deux  droites  menées  |)ar  M  dans  le  j)lan 
tancent  à  S  sont  deux  tangentes  conjuguées  par  rapport  à  S  si  ces 
deux  droites  sont  conjuguées  par  rapport  à  l'indicatrice.  Cela  revient, 
comme  on  sait,  à  dire  ([u'elles  sont  conjuguées  |iar  rapport  aux 
asymptotes  de  l'indicatrice. 

Supposons  la  surlace  définie  en  coordonnées  curvilignes  générales. 
Considérons  une  courbe  liacée  sur  la  surface  et  posons,  pour  cette 

courhe.  -r-  =  'J-.   (.ette  quantité  u  (l('linil  en  chaque  point  la  direc- 

tion  <lc  la  tangente  à  la  courbe.  Projetons  cette  courbe  sur  le  [)lan 
des  xy  par  exemple,  et  soit  m  le  coefficient  angulaire  de  la  Irin- 
gente  à  la  projection.  On  a 

ôy  ùy  ûr  Oy 

ay        Ou  (h'  i)u        '    Ov 

dx        ô.T  f).T  O.r  àx 

— -  (lu av \x  — — 

ou  de  <>u  ov 

On  reconnaît  ainsi  que  m  et  !jl  sont  liés  par  une  relation  liomogra- 
plii(pie. 

Cela  posé,  rappelons  que  le  coellicieut  'j.  relatif  aux  asymptotes  de 
l'indicatrice  est  défini  par  l'équation 

{\)  IC I  -f-  ■^,  F 1  ;jL  -t-  G 1  ;i.-  =  o. 

Pour  (pie  deux  directions  de  coefficients  ijl  et  jjl'  soient  deux  direc- 
tions de  tangentes  conjuguées,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  projections 
sur  le  plan  des  xy  par  exemple,  de  coefficients  m  et  ni' ,  soient  con- 
juguées par  rapport  aux  asynqitotes  de  la  projection  de  l'indicatrice. 
11  en  résulte,  à  cause  de  la  relation  homograpliique  qui  existe  entre  u 
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cl  /n  (.1  une  pari,  •-/.'  el  />i'  d  aulic  pari,  ([iie  'jl  el  'x  doivenl  èlvc  coiini- 
i;u(''>  par  rapport  aux  racines  de  l'équation  (i).  La  condilion  pi)iii- 
«piil  en  soil  ainsi  esl,  eonmie  I  on  sail, 

K,  -+-  Fi  (  [x  —  '/  )  -+-  G.i  'x'x'  =  n. 

i.  r/r         ,01'  ,      .  .  ,      . 

l'^n  |)osanl  'x  =  — <  'x  =  ^r- '  celle  lelalion  >  ccril 

'  •  (lu       '  011 

K|  du  iti  -r-  F]  (  (/U  01-  -4-  t/i>  rjii  )    —  (i,   dv  OC   =  <). 

Cherchons  à  oI)lenir  directement  celle  condition  dans  le  cas 
où  x^  y  sont  variables  indépendantes.  L'indicatrice  en  un  point  a 
pour  [M'ojcction  sur  le  |)lan  des  xy  une  conique  honiolhétique  à  la 
conique  ajanl  pour  é(pialion 

/•X--T-  -25 XV  -i-  tX-  =  consi. 

Pour  que  m  et  m'  soient,  dans  le  plan  des  xy^  les  coeffîcienls 
angulaires  des  projections  de  deux  tangentes  conjuguées,  il  faut  el 
il  suffit  que  l'on  ait 

/•  -h  s(  m  -r-  ni  )  -+-  t  nmi  —  o, 

dy         ,         oK 
ou,  en  posant  m  =  -^,  ni  =  ^  , 
i  dx  or 

r  dx  o.r  -+-  s  (  dx  oj  -h  dy  Sa? )  -4-  f  dy  oy  =  0. 

En  un  point  d'une  surface,  deux  tangentes  conjuguées  sont  dis- 
tinctes, à  moins  qu'elles  ne  coïncident  avec  une  tangente  principale. 

440.  Si  deux  familles  de  courbes  tracées  sur  la  surface,  telles  qu'il 
passe  par  chaque  point  une  courbe  de  chaque  famille  et  une  seule, 
sont  en  outre  telles  que  leurs  tangentes  en  chaque  point  sont  deux 
droites  conjuguées,  on  dit  que  ces  deux  familles  de  courbes  forment 
deux  familles  conjuguées. 

Supposons  qu'on  se  donne  une  première  iamille  de  courbes  telle 
que  par  chaque  j)oinl  de  la  surface  passe  une  courbe  de  cette  famille 
et  une  seule.  Le  coefficient  angulaire  m  de  la  tangente  à  cette  courbe 
en  chaque  point  est  déterminé,  et  par  suite  le  coefficient  angulaire  m' 
de  la  tangente  conjuguée  est  aussi  déterminé.  jNous  pourrons  donc 
trouver  une  seconde  famille  formant  avec  la  première  un  système 
conjugué,  en  déterminant  une  famille  telle  qu'en  chaque  point  de  la 
surface  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  soit  égal  à /?«',  c'est- 
à-dire  à  une  fonction  déterminée  et  connue  des  coordonnées. 
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Si    I  (»ii    |)n'ii(l    pinii-   \  .iikiMcs   m  li'j)i':iil  mics   .r.    »',    le    coL'lTioie.il 

.    ■       (ly  I  i.  , 

iinmiliiiic -j—  sera  (•(tiinii  cm  (liiKiiir  poinl;  i-n  d  ;iiiir('>  t('rin<'>,  la   sc- 
dx  '       ' 

coiulc  l'anullf  sera  ilcicrmiiu'c   piir  ri.''(jualii»ii  iliHiTciiliclIr  de   sa  pro- 

[cciKui  sui-  le  plan  des  ry. 

iil.  Soient  (  i  une  ((iiiil)!-  hiM-t'-e  sur  mic  siiilace  S,  M  un  poiiil 
\arial)le  de  C.  Quand  M  di'cril  (^.  le  plan  tangeni  en  M  à  la  snrface  S 
varie  en  fonction  d'un  paramètre  et,  par  suite,  enveloppe  une  cer- 
laine  surface  S.  Soit  A  la  caracléristiqne  du  plan  tangent,  c'est-à-dire 
la  droite  qui  engendre  S.  Je  dis  (\i\'en  chaque  poinl  de  C,  A  esl  con- 
juguée de  la  tangente  à  C.  En  elfet,  le  plan  tangent  a  pour  équa- 
tion, en  prenant  jr,  j)' romine  variahles  imlépendantes, 

p{  X  —  :r)  -H  qi  Y  — ,))  —  (  Z  —  3  )  =  o. 

Adjoignons  à  celte  é([iiation  ré(pialion  obtenue  en  dilTérentiant  : 

dpi  X  —  X  )  -i-  dq{\  ^  y)  —  p  dx  — -  y  dy  -h  dz  =  o. 

Or,  pour  tout  di'-placcinent  du  |)oint  (-27,  JK,  z^)  sur  la  courbe  G,  on  a 
p  dx  —  q  dy  —  dz  =  o. 

La  seconde  écjuation  se  réduit  donc  à 

dp  (X  —  ./•  I  -H  dq  (  Y  —  )-  )  =  o. 

C'est  l'équation  de  la  projection  de  A  sur  le  [)lau  des  xy.  Le 
coefficient  angulaire  ni'  de  cette  projection  est 

,  dp  r  dx  -\-  s  dy 

dq  s  dx  -T-  t  dy 

ou,  en  désignant  par  m   la  quantité  -j--,    c'est-à-dire    le  coefficient 
angulaire  de  la  projection  de  la  tangente  à  G, 


m  =  — 


s  -^  t  m 

Vax  inell ml  sous  forme  entière,  on  a  entre  m  et  ni   la  r-'lation 
/•-!-.«(  m  H-  m'  )  ■+-  t  /nui'  ^  o, 

ce  qui,  d'après  le  n"  431),  démonlie  la  |)ropriélé  indiquée. 
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IX.  —  Lignes  de  courbure. 

ti!2.  On  appelle  ligne  de  eouihiiie  d' une  surface  ^  une  ligne 
Iraeée  sur  cette  surface  et  tangente  en  chaque  point  à  r un  des 
axes  de  l'indicatrice  relatii'e  à  ce  point.  Supposons  la  surface  dé- 
linie  eu  coordonnées  curvilignes  générales  et  partons  de  la  formule 
fondiinirnliile  rclaliNC  aux  sections  normales  (n"  ï%),  p.  ?.'>3): 


K  Mdu^-^  >.V  du  d^-  —  Gdv' 


l)"a[)r('s  1  étude  qui  a  été  faite  de  la  variation  de  R  (n"  430),  le 
premier  membre  est  maximum  ou  minimum  quand  la  courbe  cor- 
respondante est  tangente  à  un  axe  de  l'indicatrice.  On  aura  donc  les 
courbes  tangentes  à  un  axe  de  Tindicatrice  en  cherchant  les  valeurs 

de  —  qui  rendent  maximum  ou  niinimuni  le  second  meinl)re.  Or,  ce 
(lu    •  ' 

second  membre  est  une  iVaction  du  second  degré,  et  l'on  sait  qu'une 

expression  de  la  forme  /=  H — '  '  "     ■>  où  'j  et  'i>  sont  des  polynômes 

homogènes  et  du  second  degré  en  x  et  j',  est  maximum  ou  minimum 
lorsqu'on  a 

D  après  cela,  R  est  maximum  ou  minimum  lorsqu'on  a 
H        E,  f/w -i- Fi  rA-        F|  c/;/ ^- G, //(■ 


^^) 


R  E  du  —  F  dv  F  du  —  G  d\- 


En  égalant  les  deux  derniers  rapports,  on  a  la  relation  à  laquelle 

doit  satisfaire  -j-  pour  que  le  point  (u,  c)  correspondant  décrive  une 

ligne  de  courbure.  Cette  relation  est  X équation  différentielle  des 
lignes  de  courbure.  En  la  mettant  sous  forme  entière,  on  obtient 

(  E,  F  —  EF,  )  du''-  -^  (  E,  G  —  EG,  )  du  f/v  -^  (  F,  G  -  FG,  )  (/f^  =  o. 

C'est  une  équation  du  second  degré  par  rapport  à  -r--  En  la  résol- 
\aut  par  ra|)port  à  -y->  on  obtient  deux  équations  différentielles  du 

premier  ordre.  A  chacune  de  ces  équations  correspond  une  famille 
de  lignes  de  courinire  dépendant  d'un  paramètre  arbitraire,  de  sorte 
(^pie  Ion  a  sur  la  surface  deux  lamilles  de  lignes  de  courbure,  et  que 
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par  tluiquc  |)()inl  de  la  Mirlace  passe  en  gt'iK'ial  iiiif  lii;nc  de  clia(|ii(' 
famille  cl  une  seule.  L'cnsoiiible  de  ces  deux  r.niullcs  forme  sur  la 
surface  un  reseau   de  coiiihcs  à   la  fois  oillioi;ouales  cl   conjuguées. 

ii'A.    lÀc\cii(in>  aux   relations  [:>.).  (  )n  en  déduit 

(  Kll  —  K,  l\  )  >/n  ^  I  I- H  —  1- ,  U  ;  ch-  =  o, 
(  Fil  —  F,  U  I  ,/u  -+-  (  (.11  —  G,  R  )  ch'  =  o. 

iXous  pouvons,  entre  ces  deux  rclalmiis,  ('liuiiner  du  et  c/e.  L  ('(pia- 
tion  du  second  degré  en  R  que  nous  obtenons  ainsi  défini l  en  chaque 
point  les  rayons  de  courbure  ])rineipaux.  C'est  l'équation 

(  l'Ai  —  !■:,  H  I  (  r.ii  —  r,,  h  ,  —  ,  fii  -  F,  w  y^  =  o, 
ou  encore 
l3)  (  F,0,-  Ff)R2— (FG,-^E,G  — 7.FF,)IIK  +  ll-^o. 

On  sait  que  le  coefficient  H  est  essentiellement  dillerenl  de  zéro 
en  un  point  ordinaire.  Cette  équation  n'a  donc  pas  de  racine  nulle. 
Le  coefficient  de  R-  est  E,G,  —  F^  ;  il  est  nul  en  tout  point  pour 
lequel  les  directions  des  asymptotes  de  l'indicatiice  sont  confondues, 
c'est-à-dire  en  tout  point  paralolique.  En  un  tel  point  l'équation  aux 
rayons  de  courbure  principaux  a  donc  une  racine  infinie. 

Pour  un  ombilic,  on  a 

l^_  F.  _  G, 
K  -    F         G  * 

On  peut  poser,  dans  ce  cas, 

K,  =ÀF,         F,  =  aF,         Gi  =  XG. 

L'équation  aux  rayons  de  courbure  principaux  de\ienl 

(  H  _  A  R  )2  =  o. 

Elle  a  ses  deux  racines  égales;  l'indicatrice  est  bien  un  cercle,  comme 
nous  le  saNions  déjà. 

'i44.  Dans  le  cas  où  Ton  prend  comme  \ariables  ind('j)endantes  a:,  1', 
la  f(jiniule  iondamentale  cpii  d(''(inil  le  rayon  tie  courbure  d'une  sec- 
lion  normale  est  (n"  43o,  p.  r>.28) 


\/l  —  //-  ~  f/'-  r  (l.r-  —  ■>  s  (/.T  cl  y  -^  t  cl  y'' 


I  -+-  />-'  (  (l.r-  -t-  ■>  j)cj  cIt  dy  -\-  {\  -^  cf-  )  dy- 
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En  lui  a|>|)lit|iianl  la  iiumuc  iiu'liiodt',  ou  esl  cuudull  à  écrire  pour 
nu  i-avon  tle  courbure  principal  et  une  courbe  tangente  aux  axes  de 
riu(li(  atrice 

/i  -r- 1>''  -r  </"  '■  "'■'■  —  ■'•'  '''''  •■>■  "'•''  -^  t  '0' 


V  ' 


En  égalant  les  Jeux  dcruiers  rapports,  on  a  l'i'ipiation  (lillérentielle 
des  lignes  de  courbure,  ou  plutôt  de  leurs  projections  sur  le  |)lan 
des  a  y  '. 

[(I  -f-  /J-  )  s  —  pfj']  dx-  -f-  [(!-(-/>'-)/  —  {i  -+■  q'-)r\  dx  dy 

-f-  [  pcjt  —  i\  ^-  cf-  )s\  dy-  =  o. 

4lo.  Autre  définition  des  lignes  de  courbure.  —  Cherchons  à 
déterminer  sur  une  surface  S  une  ligne  telle  que  la  normale  à  la  sur- 
face en  chaque  point  de  cette  ligne  reste  tangente  à  une  courbe,  par 
suite  (n°  388,  p.  iSo)  engendre  une  surface  développable.  Prenons 
comme  variables  indépendantes  x  ely.  La  normale  au  point  (.r,  jj',  :;) 

a  |)our  équations 

X.  —  .r-i-/)(Z  —  ^)  =  o, 

'\'  —  y  ~  q(Z  —  z  )  =  o. 

Il  s'agit  de  faire  varier  x\,  y  en  fonction  d'un  paramètre,  de  façon 
que  cette  droite  reste  tangente  à  une  courbe.  D'après  l'étude  des 
en\eloppes  de  courbes  (n"  383,  [>.  i^T^"),  il  faut  exprimer  que  le  sys- 
tème formé  par  les  équations  tie  la  normale  et  ces  équations  dilfé- 
renliées  par  rapport  au  paramètre  sont  compatibles  en  X,  \,  Z.  Or, 
on  obtient  par  dillerentiation 

—  clx  -^  dp  (  Z  —  z)  —  p  dz  —  o, 

—  dy  —  dq (  Z  —  z)  —  q  dz  =^  o. 

Ces  deux  équations  contiennent  seulement  Z;  si  elles  donnent  la 
même  valeur  pourZ,  les  deux  premières  équations  fourniront  X  et  ^  , 
et  le  svslème  sera  comjjatible.  Le  point  X,  Y,  Z  ainsi  déterminé  sera 
tel  que  son  déplacement  s'efl'ectuera  tangentiellement  à  la  droite  elle- 
même. 

En  écrivant  que  ces  deux  équations  sont  compatibles  en  Z,  on  a  la 

condition 

dp  _  dq 

dx  -r-  p  dz         dy  —  q  dz 

OU,  fu  exprimant  dp,  d</,  dz-  en  fonction  de  //x,  dy, 
r  dx  -^  s  dv  s  dx  -(-  t  d \- 


(  I  -^  p-  )  dx  -H pq  dy        pq  dx  -H  (  i  -H  7- .)  dy 
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Ç.clh'  iclalinn.  à  1;hjiicIIc  doivent  salisfaire  les  ronnloiiiK-os  x,  y 
(I  lia  |)(iiiil  (le  la  rnmhc  cliercliée,  ost  l'éf(ualion  déjà  iil)lriiiie  pour 
les   lii;iirs  de  coiirlKirc  (  11"  iii).  On  ii  donc  le  n'^Nultal  siiisant  : 

/.l'S  l/a/irs  (/('  vonrhm  >'  sont  les  lii^ncs  Irllcs  qiir  ht  ikh  iiuth'  à 
lu  surface  le  lo/)<j-  de  ces  liiJiies  reste  tdinientc  à  une  cnurlie,  ixtr 
suite  cn<iendre  une  surface  développahle. 

l'rcnons,  par  cxcniplc,  nnc  siirlacc  de  rt'\oluliun.  lin  clia(|M('  |)oinl, 
la  langenle  à  la  môridionnc  csl,  pat-  raison  de  sjmélric,  un  a\e  de 
l'indicalrice.  L'autre  axe  est  la  tangente  au  parallèle  qui  passe  par  ce 
poinl.  Les  méridiens  et  les  parallèles  forment  les  deux  familles  de 
ligno  de  eourbure.  Si  l'on  considère  un  parallèle,  les  noi-males  à 
la  surface  le  l(»ng"  de  ce  parallèle  foi-nierit  un  cône;  on  peut  dire  (jiie 
leur  en\cloppese  réduit  à  un  poinl,  le  soniiiiel  du  cône.  Los  noiniales 
à  la  surface  le  long  d'une  méridienne  forment  un  |)lan  et  sont,  dans 
ce  plan,  tangentes  à  la  développée  de  la  mi-ridiennc. 

ii6.  Comme  application  des  théories  précédentes,  cherchons  les 
lignes  de  courbure  du  paraboloïde  équilatère  qui  a  pour  équation 

xy 

a 

a",  y  étant  les  variables  indépendantes,  nous  avons  ici 

V  X  I 

n  —  —,         Cl  =  —,         r  —  o,         \  —  —,         i  =  o. 
u  a  a 

L  ('(piation  diUV-renlieile  des  lignes  de  courbure  devient 

'    /  '    / 

—  a  y  —  a.r 


\         a-  I  a-    "  a^  \         a^ ]    -^ 


dy  dx 

<roù,  en  cxlravant  la  racine  carrée, 

<lx 


\f .r-  -.-  a-  '^V'-'  "' 

lin  intégrant,  on  obtient 

\.{x  -\-  yj x'--^  a-)  =  ±  \\y  -^  yj y''-  -r^  «-)  -t-  const., 
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(1  où  les  é([iiall(in>  îles  driix  lamillcs  de  liyaes  de  eoni-lmie 

( j-  -f-  \/j-*—  a-)  (^K  -+-  /;'--4-  a-)  =  X, 


{x  -h  \/.r--h  a-)  {y  —  \^J'- ■+■  a')  =  i-i. 

i47.  Coniine  second  oxein|)le,  considérons  la  surface  engendrée 
par  une  drolle  parallèle  au  plan  des  .ri'  rencontrant  0  3  et  s'appujant, 
en  outre,  sur  une  hélice  circulaire  ayant  pour  axe  oz.  C'est  une  sur- 
face de  la  famille  des  conoïdes  appelée  hélicoïde  à  plan  directeur. 

Définissons  l'hélice  en  prenant  pour  paramètre  l'angle  9,  tel  que 
les  coordonnées  d'un  point  de  l'hélice  soient  (/•  étant  fixe) 

a7  =  rco«0,         ^  =  /-si(iO.         ^  =  «0. 

On  peut  considérer  l'hélicoïde  comme  défini  par  les  mêmes  équa- 
tions, 0  et  /■  étant  deux  paramètres  indépendants.  Faire  varier  /■, 
0  étant  fixe,  revient  en  eflet  à  considérer  tous  les  points  de  la  géné- 
ratrice de  l'hélicoïde.  En  faisant  ensuite  varier  0,  on  obtient  tous  les 
points  de  la  surface. 

Formons  le  tableau  des  dérivées  de  .r,  j',  :;  par  rapport  à  /•  et  (l  : 


dx               ,. 
— -  =  cosO. 
dr 

ôr 

ôz  _ 
ôr  "~  °  ' 

dx                 .    , 

^  =  '•-»■ 

ôz 

d''-x 

=  o. 

ôr'- 

Ô'-Y 

— —    =  O, 

dr- 

ô'-z 
—  =  o  ; 

ôr^ 

drdd 

ô^Y                f, 

—    =  COST. 

Ôr  ôi> 

ô-^z 
ôr  ô<} 

d'-x                      . 
—-—  =  —  /-cnsO, 
ô(r- 

ôi    =       '•^"' 

f), 

ô^z 

On  en  déduit,  les  coordonnées   //,  v  de  la   théorie  générale  étant 
remplacées  par  /•,  0, 

E  =  1,         F  =  o,  G  =  /-^-i-a^ 

Kj  =  o.         Fi  =  —  a,         Gi  =  o, 


H  =  V//--H  ^/-. 

Les  équations  générales  donnant  les  lignes  de  courbure  et  les  rayons 
de  courbure  principaux  (n"  442,  p.  234)  deviennent 

^/■'--t-f/'  a  df>  a  dr 
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L'éqiialion  flill'éronliellc  des  lii^nes  de  coiirhiiie  est  donc 

r-^-  (1- 
d  où,  en  inLéj^iciiil  el  désiyniint  par  Oy  une  eonslanle  aibilraire, 
0  — f)u=  L|/-r:  y//^-^"-!- 

L'équalion  aux  ravons  île  courhure  prinfij^aux  s'oljlienl  ici  en  é<^d- 
lant  le  carré  du  premier  rapport  (^i)  au  [)roduil  des  deux  derniers; 
c'est  donc 

ou 

a- 

(  )u  \oil  (juen  chaque  |)oint.  les  rayons  de  courbure  j)rincipaux 
sont  fleux  nombres  opposés. 

On  appelle  surface  miniina  une  surface  jouissant  de  cette  pro- 
priété; c'est  une  surface  dont  V indicatrice  en  chaque  point  est 
une  hyperbole  équllatère. 

•448.  Développée  dune  surface.  —  Soit  C  une  ligne  de  courbure 
sur  une  surface  S.  Nous  axons  vu  que,  si  un  point  M  se  déplace  sur  C, 
la  normale  en  M  à  la  surface  reste  tangente  à  une  courbe.  Supposons 
la  surface  définie  en  coordonnées  curvilignes  générales,  et  soient  x, 
y,  z  les  coordonnées  de  M,  X,  \ ,  Z  celles  du  point  de  contact  de  la 
normale  avec  son  enveloppe.  Les  cosinus  de  la  direction  positive 
sur  la  normale  en  M  sont 

\  _  i;  G 

'-H'  ■■'-H'  '-ÏÏ' 

et  Ton  a.  en  aj)pelant  o  la  distance  du  point  M  au  point  (X,  ^  .  Z» 
comptée  algt'bi-iqiiement  sur  la  direction  /.,  jj.,  v. 

X  =  jr  -i-  Àp,         \  =  ^  -r-  tj.p,         Z  =  c  -t-  vo. 

Ecn\  on?  cpie  le  déplacement  du  point  fX.  ^  .Zisefait  tangenlitllr- 
nient  à  la  normale,  c'est-à-dire  (|ue  Ton  a 

d\        r/\        dL 
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Reinjilarons  (/\.  f/\  .  t/V.  par  leiii-s  valeurs, 

d\  —  (/r  -h  À  dp  -r-  z  (0 , 

il  \lent,  aprî'S  rrcluclioii, 

t/  r  -!-  z  flK        dy  -H  s  d's.        tlz  -.-  s  di 

l'^ii  imilliplianl  les  deux  Icriues  du  premier  rap|)ort  par  )>,  ceux  du 
deuxièuie  j)ar  'x.  ceux  du  Iroisiènie  par  v  et  ajout:iul,  on  obtient 

/>  dx  -^  'X  d\  -~  V  dz  -\-  p  (  /,  (Fk  —  a  d[x  —  /  d^i  ) 


et  ce  nouNcau  rapjxirl  est  égal  à  chacun  des  préci'denls.  Son  nuiué- 
ralevir  est  d  ailleurs  nid.  car  on  a  Si'parcuienl 

).  dx    -  ;JL  (ly  -^  ^/  dz  =  o,  À  dl  -r-  a  d'x  -t-  v  r/v  —  o. 

On  doit  donc  a\  oir 

dx  --  p  rf),  =  o,         dy  -T-  p  d'x  =  o.         f/j  -i-  c  c/v  =  o, 


d  où 


cD^  dix  _        dl 

dx  dy  dz 


En  diflérentiant  les  formules  )>:=—>  •  •  •,  on  a 


d'h 


\\d\  —  \d\\ 


d'où,  en  remplaçant  tû  ,  r/u,  r/v  par  ces  valeurs, 

1        \d\\  -W  d\       V,  dïi  -  H  dn       GdH  —  n  dC 


1 1  ■'  dx 


U^  dv 


IV- dz 


et,   en  mullij)liant  les   termes  de   ces   trois  rapports  respecti\emenl 
par  c/jr,  dy,  dz  et  ajoutant. 


£  _  —\\(dX  dx  —  d\^  dy  -^  ,h  :  dz  ) 

? 


H'ds^ 


Evaluons  'EdXdjc.  En  différenlianl   la   iclalion  "^  K  da:  =z  o.  nous 

a\ons 

}l  a  d-x  -+-  il  <r/A  dx  =  o, 

d'où,  par  un  calcul  déjà  fait  (n"  425), 

I         1 A  d'-x  \i,  dit-  -+-  '  Fi  du  dv  —  G,  ^A- 


H  ^5-  1 1  (  !■:  du  -  —  -j  l  du  d\-  -r-  G  di-^  ) 
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<  )ii  \()il(|iie  l'tin  a  p  rj:^  lî.  Il  ('laiU  le  imvoii  de  couihiirc  de  la  scclioii 
iioiinalc  laiiiicnte  à  la  conrltc  lieu  di"  M. 

Diiiic  /('  pninl  lie  contacl  de  la  noiDiftlt'  en  \l  a\<'r  son  enveloppe , 
(jiiiind  M  décrit  une  ligne  de  coin  hure,  est  le  centre  de  courbure 
de  la  section  nortnale  i/ui  p>asse  par  M  et  rpii  est  tangetile  en  M 
à  celle  ligne. 

ICatre  .r,  r,  r,  A,  'j.,  v  el  l\,  ou  a,  en  outre,  les  relalious 

dx  -4-  R  d\  =  o,         r/y  -+-  R  dix  =  o,         ^/-  -^  R  d>  =  o  ; 

ce  sont  les  formules  de  Rodrigues. 

On  voit  ainsi  qu'à  eliaque  liyue  de  courbure  d'une  surface  S  cor- 
respond une  courbe,  en\eIop[)c  de  la  normale.  Si  l'on  fait  varier  la 
ligne  de  C(unbure  sur  la  surface  dans  la  famille  à  laquelle  elle  appar- 
tient la  courbe  considérée  décrit  une  certaine  surface  S.  A  l'autre 
famille  de  lignes  de  courbure  corresj)ond,  de  même,  une  surface  S'. 
L'ensemble  de  ces  deux  surfaces  S,  S'  constitue  ce  que  l'on  appelle  la 
développée  de  la  surface  donnée. 

Si  l'on  part  d'une  surface  définie  par  une  équation  algébrique, 
S  et  S'  seront,  en  général,  non  pas  deux  surfaces  analjliquement 
distinctes,  mais  deux  na|)|)es  d'une  même  surface. 

ii9.  Comme  application  de  la  propriété  précédente  des  lignes  de 
courbure,  indiquons  une  nouvelle  manière  d'écrire  l'équation  de  ces 
lignes  en  coordonnées  curvilignes  générales.  Soient  (.r,  j^-,  :;)  un  point 
d'une  ligne  de  courbure,  (X,  Y,  Z)  le  point  de  contact  de  la  normale 
au  point  [x,  r,  z)  avec  son  enveloppe.  V,  B,  C  étant,  soit  comme  plus- 
haut  les  déterminants  fonctionnels  de  .r,  y,  z  par  rapporta  u.,  r,  soit  des 
quantités  respectivement  |>roj)ortionnelles  à  ces  déterminants,  soit  o 
une  quantité  proportionnelle  à  la  distance  des  deux  points  (j?,  j',  ;), 
(X,  Y,  Z);  nous  aurons 

X  =  a  +  A  0,         Y  =  ^  -^  B  p,         Z  =  c  ^  G ,'.. 

Les  conditions  aux([uelles  doivent  satisfaire  X,  Y,  Z  sont 

(fS.  _d\_  _  cTL 
X  ~  "B"  ~  "G"' 

d'où 

dx^o  d\  _  dy  —  z  dli  _  dz  -h  p  dC  _ 
A  ~  ~^      n  ~  G  ' 

B.  -  II.  i6 
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soil  /.  la  \alcur  comiminc  do  ces  rnpjiorls.  Les  équations 

lix  -+-  p  cl\  —  A  k  =  o, 
r/y  -4-  p  f/B  —  B  Â  =  o, 

tlz  -h  p  r/C  —  CA-  =  o, 

(jiii  sont  Irois  équalions  linéaires  et  homogènes  par  rapport  aux  trois 
(|n;inlilrs  non  toutes  nulles  i.  p,  —  /»",  doivent  être  compatibles.  Leur 
déterminant  doit  donc  être  nul;  c'est-à-tlire  que  l'on  a 

dx  dy  dz 
ABC 
^A     r/B     dÇ. 

Cette  relation,  à  laquelle  doivent  satisfaire  .r,  y^  ;,  est  V équation 
difjércnlielle  des  lignes  de  courbure. 

ioO.  Théorème  de  Joachimsthal.  —  Si  deux  surfaces  Sei  S' ont 
en  commun  une  ligne  de  courbure,  elles  se  coupent  sous  un  angle 
constant  en  tout  point  de  cette  ligne. 

En  eflTet,  soient  C  la  ligne  de  courbure  commune,  M  un  point  de  C. 
Quand  M  varie  sur  C,  la  normale  à  S  et  la  normale  à  S'  ont,  l'une  et 
l'autre,  une  enveloppe,  et  ces  deux  courbes  enveloppes  sont  deux  dé- 
veloppées de  C.  Or  (n"  411,  p.  2o4),  étant  donnée  une  courbe  C,  si 
deux  normales  à  cette  courbe  C  au  même  point  ont  des  en\eloppes, 
elles  font  entre  elles  un  angle  constant.  Cet  angle  étant  justement  ici 
l'angle  des  deux  surfaces  S  et  S'  en  M,  la  propriété  énoncée  en 
résulte. 

Réciproquement,  si  deux  surfaces  S  et  S'  se  coupent  sous  un 
angle  constant  suivant  une  courbe  C  et  si  C  est  ligne  de  courbure 
pour  S,  C  est  aussi  ligne  de  courbure  pour  S'. 

En  effet,  la  normale  à  S  le  long  de  C  reste  tangente  à  une  déve- 
loppée de  C.  D'après  l'étude  des  dé\eloppées  de  courbes  gauches, 
si  Ton  fait  tourner  cette  normale  d'un  anfde  constant  en  restant  dans 

O 

le  plan  normal  à  C,  la  droite  ainsi  obtenue  a  elle  aussi  une  enveloppe. 
Mais  cette  droite  n'est  autre  que  la  normale  à  S' le  long  de  C.  Donc  C, 
qui  remplit  par  rapport  à  S'  la  propriété  caractéristique  des  lignes  de 
courbure,  est  une  ligne  de  courbure  pour  S'. 

Remarquons,  en  particulier,  que  toute  courbe  plane  peut  èire  con- 
sidérée comme  une  ligne  de  courbure  de  son  plan;  de  même,  toute 
courbe  tracée  sur  une  sphère  est  une  ligne  de  courbure  pour  cette 
shptre.  Il  en  résulte  que,  pour  qu'une  ligne  plane  ou  sphérique 
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Inicée  sur  t/fic  siu/acc  S  so//  ligne  de  i  (niihuii'  pour  S,  il  faut  et 
ilsuj/it  que  le  plan  du  la  splirre  qui  contient  cette  ligne  rencontre  S 
sous  un  angle  constant. 

loi.  Systè/ues  triples  nrtliogn/uiux.  —  (  )ii  ;i|)|)fll<'  sjstèi/ic  triple 
orthogonal  un  svstriuc  de  trois  lamillrs  de  snilacfs  lel  (|ii('  par  Imil 
point  (le  rospace  passe  nvm  surface  de  clia(|ue  ("ainillc  cl  une  seule, 
ces  trois  siu  laces  se  coupant  deux  à  deux  à  anj^Ie  droit. 

Par  exemple,  élanl  donne'-s  trois  axes  de  coordonnées  reclan<;ulaiies, 
le  système  des  plans  |)arallèles  aux  trois  plans  de  coordonnt'cs  est  un 
système  triple  oitlu»i;onal.  L  n  autre  exemple  est  fourni  par  le  système 
des  coordonn(''es  semi-polaires  :  une  première  lamille  de  surlaces  (;st 
formée  par  les  plans  paiallèles  an  plan  des  xy,  une  deuxième  lamille 
par  les  cylindres  d'axe  Oc-  et  enfin  la  troisième  famille  par  les  plans 
passant  |>ar  Oz.  Un  troisième  exemple  est  fourni  par  le  système  des 
coordonnées  polaires;  les  trois  familles  de  surfaces  sont  :  des  sphères 
de  centre  O,  des  cônes  de  révolution  daxe  i)  z  et  des  plans  passant 
par  O  z. 

452.  Supposons  les  équations  des  trois  familles  de  surfaces  mises 
sous  la  forme 

<i)  /(^.  j, -;  =  '^M       çi!-»",  j, -s)  =  !^       'V^^N^' ^)  =  ■') 

A,  a,  V  étant  des  constantes.  Pour  cpi  au  j)oint  (x,  y,  z  )  les  deux  pre- 
mières familles  soient  orthogonales,  il  faut  et  il  suffit  (pie  Ion  ait 

of  &^         Of  d'C,         ùf  ùo 

— !-  -r-   --    — ^   —  —   -^   =  o. 

Ox  O.v        Oy  Oy        Oz  Oz 

En  exprimant  de  m(Mne  les  deux  autres  conditions  d'orthogonalilé, 
on  a  deux  relations  analogues  relatives  à  es,  'l  d'une  |)art,  'l^J  d'autre 
part. 

Imaginons  maintenant  ([ue  Ion  ail  résolu  par  rapport  à  :r,  j>',  c  les 
('•(piations  (i ).  :r,  y,  z  dc\iennenl  ainsi  des  fonctions  de  ),,  a,  v,  et  l'on 
•f;st  amené  à  considérer  le  système  de  coordonnées  curvilignes  A,  tj.,v. 
Quand  A,  jj.,  v  varient  de  toutes  les  manières  possibles,  le  point  (-i'.jK»  ^* 
engendre  l'espace.  Quand  v,  par  exemple,  reste  fixe,  le  point  {x,y,  z) 
engendre  une  surface  de  la  troisième  famille.  Si  jj.  et  v  restent  fixes, 
A  étant  seul  variahle,  le  point  (x,  j',  z)  décrit  un(.'  courhe  (pii  est 
l'intersection  de  deux  surfaces  de  deux  des  familles  obtenues,  l'une  en 
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faisant  varier  À  et  'x.  I  autre  en  faisant  varier  X  et  v,  c'est-à-diie  des  deux 
surfaces  v  =  const..  ;ji  =  ennst. 

Etant  donné  un  |)(tinl  M  de  Icspaee,  1rs  Irois  surfaces  |)assaiit  par 
ce  point  se  coupent  sui\ant  trois  courbes  passant  [)ar  ÎNl.  Ces  trois 
courbes  s'obtiennent  en  laissant  fixes  deux  des  paramètres  et  faisant 
varier  le  troisième.  Ecrire  que  les  trois  surfaces  sont  orthogonales 
en  M  revient  à  écrire  que  les  trois  courbes  X  =  variable,  [j(,=  variable, 
v  =  \arial)le  sont  trirectangles  eu  M.  \a\  contiition  d'ortbogonalité  des 
deux  premières  est 

ôo'  dx        ôy  dy        Oz  ôz 
d\   dix        d\   'd\x        OK  ô'x  ~~ 

ou 

dx  dx 


20X  ax 


dh   dix 


le  signe  I  s'appliquant  aux  lettres  x,  y,  z. 

En  permutant  A,  ;jl,  v,  on  a  les  trois  conditions 

,    ,  -v^  dx  dx  v^  dx  dx  -^  dx  dx 

^    '  ^  d\   d'x  ^  d\x  (N  ^  &i    <IK 

^  .  1  ,  ,  ,  I      .  •  .  dx      dy      dz 

Considérons  les  deux  relations  qui  contiennent  -—,  -7-5  --j    nous 

1  (J'i       d'i      t/v 

pouvons  en  tirer  des  valeurs  proportionnelles  à  ces  quantités;  nous 

aurons 

dx  dy  dz 

0^1  d'i  II-' 


(3) 


D{y,z)  D(z.x)  D(.7-,j-) 


D(À,  IX)  D(À,  [jl)  D(À.  IX) 

Dérixons,  d'autre  part,  par  rapport  à  v  la  relation 

Vdx  dx 

jLuIÏÏ.   d^^ 

il  vient 

2d^x    dx       -^    d-x    dx  _ 
dA  d'/   0-x    '  .é^  d-x  &i  ()\   ~~ 

^x,o.ç,x.,^x..,  |.«x   X   X  v^^i^xv-^^ ,      ,   ,     -T-  et  par  Q  et  R  les  exj)res- 

sions  qui   s'en  déduisent  par  permutation  circulaire  de  À,  [j.,  v.    La 
relation  précédente  s'écrit 

R4-Q  =  o. 
(Jn  obtient  de  même 


d'ctù  rc'siillp 
c'esl-à-diie 
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I»  =  Q  =  R  ^  o, 


>^    0-j-     Oj-                       v:i    d-r     O.r                       \^    0-J-    ôx 
^    -T =  O,  >     -  ^^    =  O,  >     : =  O. 

j^  ôl.  O'j.   c>v  .^  d^i  dw  Ol  j^  Oi  OK  Ou. 

riiéorcnic  de  Diipin.  —  Les  surfaces  (Viiii  système  triple  ortho- 
gonal se  coupent  deux  et  deux  suivant  leurs  lignes  de  courbure 
ou,  d^ une  façon  /dus  précise,  l' interseciion  de  deux  surfaces 
appartenant  à  deux  familles  di(Jérentes  est  ligne  de  courbure 
pour  chacune  de  ces  deux  surfaces. 

Pour  démontrer  ce  tliéorènie,  il  suffit  de  dëiuonlrer  que  !•■»  lignes 
de  courlnire  d'une  surface  v  =  const.  sont,  sur  cette  surface,  les 
lignes  ).  :=  const.  et  les  lignes  |jl  =  const. 

Considérons  la  surface  v  =  const.  comme  définie  en  fonction  des 
deux  paramètres  A,  jj.  qui  remplaceront  ici  les  paramètres  u,  r  de  la 
théorie  générale.  L'équation  dillérentielle  des  lignes  de  courbure  de 
cette  surface  est  (n"  442) 

El  d)^  -t-  F,  f/;jL  _  F|  cVk  -^  Gj  f/;jt 
E  dh  -^  V  dy.    ^    F  cO.  -^  G  f/a 

ou 

'  E,  F  —  EF,  )  «7.2  +  (  E,  G  -  EGi  )  (^.  o?[jl  +  (  F,  G  —  FGj  )  f/[Ji2  =  o. 

Nous  allons  montrer  que  les  quantités  F  et  F,  sont  nulles.  Pour  F, 
la  vérification  est  immédiate;  on  a,  en  effet,  d'après  les  conditions 
d'ortliogonalité. 


^2 


dx  dx 


Calculons  F,  ;  nous  avons 


F,  =  A4^-  +  B4i^  +  C'"^ 


Or   V,  B,  C,  c'est-à-dire-; — '!^'  "^K  •••  sont,  d'après  (3),  proportionnels 

'  !.»(/.,  a)  ^  \     /'  r      r 

à  — >  —,  — •   Pour  vériiier  que  F,  est  nul.  il   suffit   donc  de   vérifier 
t^v     «yv     0'/  1 

que  l'on  a 

dx    à-  X 


y^  dx    ô-x    _ 
^  (h-    Oh  Oii  ~ 


C'est  précisément  la  condition  P  ^  o  que  nous  avons  obtenue. 

F  et  F,  étant  nuls.  Téciuation  dillVrenliclle  des  lignes  de  courbure 
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se  réduit  à 

dh  c/[x  —  o, 

(roù  les  solulious 

),  =  const.,  [x  =  const., 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

io3.  Comme  nouvel  exemple  de  systèmes  triples  orthogonaux, 
citons  les  systèmes  de  qua  li'iques  homofocales.  On  montre,  en  efTet, 
que  les  trois  surfaces  homofocales  à  une  cpiadrique  donnée  et  passant 
par  un  point  donné  sont  deux  à  deux  orthogonales  en  ce  point.  De  là 
résulte  la  propriété  suivante,  par  application  du  théorème  de  Dupin  : 

Etant  donnée  une  surface  du  second  degré,  on  considère  les  qua- 
driques  qui  lui  sont  homofocales;  elles  forment  trois  familles  et,  par 
un  point  de  la  première  surface,  passe  une  surface  de  chacune  des 
deux  autres  familles.  Ces  deux  surfaces  coupent  la  quadrique  donnée 
suivant  ses  lignes  de  courbure  au  point  considéré. 

45i.  Remarque .  —  La  notion  de  système  triple  orthogonal  est 
l'extension  de  la  notion  de  trajectoire  orthogonale  plane.  Toutefois, 
il  existe  une  diflTérence  entre  les  deux.  Etant  donnée  dans  le  plan  une 
famille  de  courbes,  il  existe  toujours  une  deuxième  famille  formée 
des  trajectoires  orthogonales  des  courbes  de  la  première,  tandis  qu'en 
général,  une  famille  de  surfaces  donnée  ne  fait  pas  partie  d'un 
système  triple  orthogonal. 


X.  —  Surfaces  développables. 

4o5.   Considérons  le  plan  variable 
(i)  Aa"-r- B^-T- Cs -t- D  =  o, 

A,  B,  C,  D  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  t.  Nous  avons  vu 
(n"  387,  p.  i"^)  qu'un  tel  plan  enveloppe  une  certaine  surface  S  qui 
est  le  lieu  de  sa  caractéristique.  Cette  caractéristique  est  définie  par 
l'équation  (i),  à  laquelle  on  adjoint  l'équation  dérivée  par  rapport  au 
paramètre,  c'est-à-dire  l'équation 

(2)  A'a: -i- B'j^ -t- G'z -)- D' =  o. 

La  caractéristique  reste  tangente  à  une  certaine  courbe  C;  les  coor- 
données du  point  de  contact  satisfont  aux  équations  (i)  et  (2)  et 


à  l'équation 
Ci) 
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A."x  -+■  n'y  ->r-  C"  z  -h  D"  =  o. 
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Je  dis  que  te  plan  variable  (1)  est  oscillateur  à  Q  au  point  (x,  y,  z). 
En  ellet,  les  coordonnées  de  ce  point  sonl  des  fonctions  de  t  définies 
par  les  équations  (i),  (2),  (3),  et  si,  dans  ces  équations,  on  remplace  Xy 
y,  z  par  les  Innctlons  de  t  ainsi  définies,  elles  st)nl  \<rifiées  identi- 
quement. Dans  ces  conditions,  on  a,  en  dt-rivanl  (1  )  et  teninl  compte 
•de(2), 

(4)  kx  -^ny-^Cz'=o. 

De  même,  en  dérivant  (2  i  et  tenant  compte  de  (3'),  on  a 
(j;  AV — \Vy-^Cz'—o. 

Enfin,  dérivons  (4)  et  tenons  comjjte  de  (5);  il  \ieul 
(6  )  Aa""H-  ny  -+-  C  z"  —  o. 

Les  équations  (4)  et  (6)  montrent  que  A,  B.  C  sont  proportionnels 

aux  déterminants j/^'  —  ^' y' 1 Donc  le  plan  (i),  qui  passe  d'ailleurs 

par  le  point  (,r,  y^  z)^  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  C. 

On  a  vu  (n"  388,  p.  180)  la  réciproque,  à  savoir  que,  si  Ion  |)art 
d'une  courbe,  le  plan  osculateur  à  cette  courbe  a  poui- caractéristique 
la  tangente. 

4o6.  l^a  courbe  C  est  dite  l'arête  de  rebrousseinent  de  la  sur- 
face S.  i^our  justifier  ce  nom,  montrons  quêtant  donné   nn  point  M 

Fig.  40. 


de  C,  tout  plan  passant  par  M  et  non  taiii^ent  à  C  en  M  eoupe  la 
surface  suivant  une  courbe  qui,  en  général,  a  un  point  de 
rebroussenient  en  M. 
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Prenons  ce  point  M  j)()ur  oiii;in('.  \c  plan  séiaiil  ponr  plan  des  xy, 
la  lani;tMile  à  C  en  M  pour  axe  des  z,  le  plan  oseulaleur  à  C  eu  M  pour 
plan  des  zx  (/'i,'"-  /\o).  Enfin,  prenons  c  comme  variable  indépen- 
dante; x'.  el  y^  sont  nuls  pour  lorijiinc.  Ecrivons,  de  plus,  cpie  le 
plan  osculateur,  de  coefficienls  A,  iJ,  C,  est  le  plan  y  =z  o.  C  est  nul 
du  lail  que  ce  plan  passe  par  la  tangente,  c'est-à-dire  par  Oc.  Il  suffit 
<lo)ic  d'anntder  A.  Or,  on  a  A  =  —  )  ".  Donc  j"  doit  être  nul  pour 
1  origine. 

Cela  étant,  considérons  la  >url'ace  S;  elle  est  engendrée  par  la  tan- 
gente à  C.  Soient  X,  Y,  Z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  tangente 
a'.i  j^oint  de  paramètre  c,  voisin  de  M;  ses  équations  sont 


X  y 

Pour  avoir  la  section  S  de  S  })ar  le  plan  des  xy^  faisons,  dans  les 
équations  précédentes,  Z  ::=  o  ;  nous  en  lirons  les  équations  de  1\ 

X  =  a:  —  x  z^        Y=  r — y '-^ 

z  élanfle  paramètre  \arialjle.  On  en  déduit,  en  dérivant, 

X' =  —  x"  z^  Y' =  — y"  ^^ 

X"  =i  —  x"  —  x'"  2 ,      Y" = — y—  y"  -2 . 

I*our  le  point  M,  on  a  z  =o.  d'où  résulte  (comme  y"=i6) 

X'  =  Y=  Y"=o 

et  (en  général) 

X"  =  —  oc"  ^  o. 

Cela  indique  que,  au  voisinage  de  M,  on  peut  poser 

\^{ci  +  z)z'\         \  =  ib-^z.')z\ 

a\ec  «  ^  o,  ^  ^  o,  î  et  t'  tendant  vers  o  a\cc  z. 

Ces  équations  représentent,  comme  Ton  sait,  une  courbe  ayant  un 
point  de  rebroussement  à  l'origine,  la. tangente  de  rebroussement 
étant  MX. 

Ceci  nous  donne  une  idée  de  la  forme  d'une  surface  développable 
au  voisinage  de  son  arête  de  rebroussement.  Considérons  une  courbe 
gauche,  une  demi-tangente  à  cette  courbe  gauche.  Cette  demi-tan- 
gente décrit  une  nappe  de  la  développable,  la  demi-tangente  opposée 
décrit  une  autre  na])pe.  Ces  deux  nappes  se  raccordent  le  long  de  la 
courbe  et  sont  en  quelcpie  sorte  placées  Tune  au-dessus  de  l'autre. 


I 
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i^U.   Équation  aux  dérnécs  pailùdlcs  des  surfaces  de\-clop- 
pables.  —  Soil 

rt'ijiiatioii  (111116  surfacr  dc'vcloppaljle. 

I.e  j)lan  lanj;enl  an  point  (.r.  j>',  ;;)  de  la  surface  a  pour  ('(iiialion 


ou 


/>(  \  —  j- )  —  ^(  Y  —y  )  —  {Z  —  z)  =  o 
/j  X  -f-  y  V  —  Z  —   z  —  /)T  —  rjy  =  o. 


Ce  plan,  élaiil  le  même  tout  k-  long  d'une  génératrice,  ne  doit 
déjiendre  que  d'un  paramètre;  par  eonséquenl.  les  trois  fonctions  p, 
</,  z — px  —  qy  doivent  être  fonctions  de  Tune  dentre  elles.  En  par- 
liinlirr  p  et  q  doivent  être  fonctions  l'un  de  l'autre,  c'est-à-dire  sont 
liés  par  une  relation.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que 
l'on  ait 


Dix,  y) 


Oi 


d'où  la  condition  nécessaire 


/•    s 

s     t 


=  /•/ 


D'ailleurs,  on  a 

D{  z  —  px  —  cj y,  p  \ 
D(X,   Y) 


rt  —  s-  =  o. 


rx  —  sy 
r 


sx  —  ty 
s 


yirt  —  s-). 


Ce  déterminant  fonctionnel  est  donc  nul,  et,  par  suite,  il  existe  une 
relation  entre  z  — px  —  qy  elp. 

La  condition  / 1  —  s-  =  o  est  donc  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  trois  fonctions  yo,  q,  z — px  —  qy  soient  fonctions  de  l'une  d'entre 
elles,  c'est-à-dire  pour  que  le  plan  tangent  ne  dépende  que  d'un  |)a- 
ranu".'tre.  Toute  surface  dével(q)pal)le  satisfait  donc  à  l'équation 


rt 


io8.  Réciproquement,  démontrons  que,  si  cette  condition  est  rem- 
plie, la  surface  est  développahle.  En  ed'et,  il  résulte  de  cette  condi- 
tion que/?  et  q  sont  liés  par  une  relation  au  moins.  Si  p  et  q  étaient 
liés  par  deux  relations  distinctes,  cela  signilierait  <pic  /)  el  q  sont 
constants,  z  serait  alors  de  la  forme  z  =  ax -^  Oy -i- c,  la  surface 
serait  un  plan. 
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Ce  cas  mis  à  part,  su[)posoiis  p  et  q  liés  par  une  relation  et  une 
seule;  alors  Tune  au  moins  des  deux  fonctions  /?,  q  n'est  pas  con- 
stante; supposons  que  ce  soit/?,  et  soient 


<7  =  ?(/'». 


—  p-^  —  f]y  =  ^kp) 


les  relations  (|ul  existent  entre/?  cl  q  d'une  part,  z  — px  —  qy  et  /? 
d'autre  part.  La  fonction  z  de  x^y  satisfait  donc  à  l'équation 


(0 


z—  px  —y  cp(/>)  —  ^{p)  =  o. 


Déri\ons  par  rapport  à  x  et  à  )'  cette  relation  ;  nous  obtenons,  après 

réductions, 

i\T^yd{p)^<)j'{p)\=o, 

s\x  ^  y  o  { p)  ^  -y  { p)\  =  o. 

/•  et  .ç  ne  sont  pas  tous  deux  nuls,  sans  quoi  p  serait  constant,  contrai- 
rement à  l'hypothèse.  Ces  relations  exigent  donc  que  l'on  ait 


(2) 


X  -\-y  'j''(p)  -+-  'Y ip  I  =  o. 


j:,  j-,  z  satisfont  aux  équations  (i)  et  (2);  en  éliminant  /?,  considéré 
comme  un  paramètre,  entre  ces  deux  équations,  on  aura  l'équation 
de  la  surface. 

Cela  étant,  considérons  le  plan  ayant  pour  équation 

pX.-\-ç{p)\  —  Z  +  ^(  p)  =  o, 

p  étant  un  paramètre.  Pour  avoir  l'enveloppe  de  ce  plan,  nous  devons 
éliminer  p  entre  celte  équation  et  l'équation  dérivée  par  rapport  au 
paramètre,  c'est-à-dire  l'équation 

X  -f-  Ci'  ( yy  ;  Y  -H  -y  (  yo  )  =  o. 

Ces  deux  équations  sont  identiques  aux  équations  (i)  et  (2);  on 
trouvera  donc  comme  enveloppe  de  ce  plan  la  même  surface  que  pré- 
cédemment. En  résumé,  //  existe  un  cerLaiii  plan  dépendant  d'un 
paramètre  dont  la  surface  donnée  est  V enveloppe.  C'est  donc  bien 
une  surface  développable. 

459.    L'équation  aux  dérivées  partielles 

rt  —  s'2  =  o 

caractérise  ain>i  les  surfaces  développables.  Elle  exprime  le  fait 
géométrique  suivant  :  en  tout  point  de  la  surface,  l'indicatrice  est 
parabolique. 
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En  coordonnées  (•iirvili<;ncs  -^(înérales,  on  ohlient  l'équation  des 
surfaces  dcvclop|)al)les  en  parlant  de  cette  propriété.  .\ve(;  les  notations 
déjà  <'inplo\ées,  «elle  ('-(pialion  est 

K,G,-FÎ=o. 

C'est  une  éipialion  aux  d('-ri\(''es  partielles  du  second  ordre  entre 
les  \arial)les  //,  c. 

i<)().  \\i\  cliaipir  point  dune  sui'face  dével()ppaldc,  il  n  v  a  (|u  une 
ligne  asvnipldiiipic  :  c'est  la  j;t'n«'ratrice  de  la  surface. 

Cherclions  les  lijiues  de  courbure.  Les  génératrices  constituent 
une  première  famille  de  lignes  de  courbure,  car  en  chaque  point  la 
génératrice  constitue  un  axe  de  l'indicatrice.  L'autre  famille  se  com- 
pose des  trajectoires  orlliogonales  des  génératrices  sur  la  surface.  Or, 
une  trajectoire  orthogonale  des  génératrices  est  une  courbe  telle  que 
certaines  de  ses  normales,  à  savoir:  les  génératrices  elles-mêmes,  sont 
tangentes  à  l'arête  de  rebroussement.  C'est  donc  une  développante  de 
l'arête  de  rebroussement  (n"  113,  p.  2o5).  On  sait  que,  pour  obtenir 
une  telle  courbe,  on  porte  sur  la  tangente  à  l'arête  de  rebroussement 
une  longueur  /  —  s,  l  étant  une  constante,  s  étant  l'arc  de  l'arête  de 
rebroussement  compté  à  partir  d'une  certaine  origine. 
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itjl.  Lue  surface  rt'glée  est  une  surface  engendrée  par  une  droite 
variant  en  fonction  d  un  paramètre.  Soient 

a:  =  az  -h  'Ji,         y  =  b  z  -^  '^ 

les  équations  de  la  droite,  a,  6,  a,  p  étant  quatre  fonctions  données 
d'un  paramètre  u.  \^e  point  de  coordonnées  x,  y,  z  engendre  la  sur- 
face réglée  qui  se  trouve  définie  en  fonction  des  deux  paramètres  ^ 
et  u. 

On  sait  que,  pour  que  la  droite  reste  tangente  à  une  courbe,  il  la  ni 
qu'il  y  ait  com|)alibililé  entre  ses  équations  et  les  équations  dérivées 
par  rapport  au  paramètre  u.  Soient  «',  b\  a',  ,3'  les  dérivées  de  a,  b, 
a,  ^  par  rapport  à  u.  Les  équations  dérivées  par  rapport  au  paramètre 

sont  ICI 

a' z -^  Ci' =  o,         6'z-+-^'=o. 

l'onr  que  lc>  <jualrc  ('qnalions  soient  compatibles,  d  laut  et  il  siillil 
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nue  les  (\cu\  (Imiirrcs  doiiiu'iil  la  même  valeur  pour  :;,  c'esl-à-dirc 

que  lOu  ail 

a'  ^'  —  b'  %'  —  o. 

C"e>l  la  condition  pour  que  la  surface  soit  clévcloppahle. 

iG!2.  Reprenons  le  cas  général  et  cherchons  léqualion  du  plan 
langent  en  un  point  {^x^y^  z).  Ce  plan  contient  la  génératrice  qui 
passe  par  ce  point;  son  équation  est  donc  de  la  l'orme 

X  —  <îZ  — a^À(Y  — ^Z  — ^)  =  <.. 

Considérons  sur  la  suiface  un  déplacement  du  point  (-c,  j',  z)  cor- 
respondant à  une  Aarialion  de  u^  z  étant  couslanl.  On  a,  pour  ce 
dé|)lacement, 

dx  =  z  da  -\-  dy.^         dy  —  z  db  -\-  d'à,         dz  =  o. 

Ces  valeur>  de  da:,  dy,  dz  définissent  ht  direction  de  la  tangente 
à  la  courbe  f/ =  variable  qui  passe  par  le  jtoint  (.r,  y.  z).  Ecrivons 
que  le  plan  tangent  est  parallèle  à  cette  diiertion.  cela  nous  donne  la 

condition 

za'  ^  %' ^  "/.  {  z  b' -i-  p' )  =  o. 

Cette  relation  détermine).:  léqualion  du  plan  tangent  au  point  de 
cote  z  est  donc 

(\  —  (/Z  —  a)(  6';;  -h  ^';—  i^  —  bZ  —  '^ )(  a' z -+-  x' )  —  o. 

On  reconnaît  que  A  est  fixe,  cest-à-dire  que  le  plan  tangent  est  le 
même  tout  le  long  de  la  génératrice,  si  le  rapport  ,,"_  '  ^j,  e^l  indépen- 
dant de  :î.  11  faut  pour  cela  que  l'on  ait 

a' 
V 


a         a 

cest-à-dire 

a'  i'  —  6'a'  =  o. 


(>omnie  nous  lavons  déjà  \u,  la  surface  est  alors  une  surface  déve- 
loppable. 

463.  Ce  cas  mis  à  part,  le  plan  tangent  \arie  avec  :;  le  long  de 
chaque  Igénératrice.  Pour  étudier  sa  variation,  prenons  pour  axe 
des  Z  la  génératrice  considérée;  l'équation  du  plan  tangent  devient 

\(b' z  -\-  jî';  —  Y ( a' z  ^  i' )  =■  o. 
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Soit  'l  1  anylf  de  ce  |)laii  avec  \e  plan  des  ZX;  ou  a,  eu  supposiul 
les  axes  de  coordonnées  rcclaiii;iilaii'cs, 


tanyi/  et  3  sont  liés  j3ar  une  relation  lioniographiquc.  Gela  monlrr; 
que,  (jiiand  avarie,  le  plan  tangent  j)rend  toutes  les  positions  possibles 
autour  de  OZ,  c'est-à-dire  de  la  j^-^énératrice.  Quand  z  croît  indc-lini- 
meut,  le  plan  tangent  a  une  posiliou  liiuitc  posir  lnjuclle  on  a 

Faisons  tourner  les  axes  autour  de  OZ  de  lagon  à  prendre  cette 
position  pour  plan  ZOY.  On  aura,  avec  ces  nouveaux  axes,  a'  =  o  ; 
lang'ii  sera  lié  à  :;  par  une  relation  de  la  foruie 

tang{;  =  kiz  ^  h). 

Déplaçons  enfin  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  de  façon  que  •!> 
soit  nul  en  même  temps  que  z\  nous  aurons 

t;ing'{/  =  /v-5, 

k  est  dit  le  pavainèlre  de  distribution.  L'origine  dans  ce  système  de 
cooidounées  s'appelle  le  point  central  :  c'est  le  point  pour  lequel  le 
plan  tangent  à  la  surface  est  perpendiculaire  au  plan  taugeut  à  la  sur- 
face au  point  à  1  inlîni  sur  la  génératrice. 

i()i.  Considérons  deux  positions  voisines  D  et  D,  de  la  généra- 
trice de  la  surface,  correspondant  respectivement  aux  valeurs  //, 
H-\-^u  du  paramètre.  Les  coefficients  a,  6,  a,  |3  ont  pour  la  première 
les  valeurs  «,  6,  a,  |i  et  pour  la  seconde  les  valeurs  a  +  Aa,  b  +  A/0, 
a-h  Aa,  |^  +  A,3.  Nous  supposons  a,  6,  a,  ^3  développables  par  la  série 
de  Tavlor  en  fonction  de  u. 

Nous  allons  évaluer  Tordre  infinitésimal,  lorsque  D  et  D,  deviennent 
infiniment  \oisincs  :  j"  de  leur  angle  (o;  a"  de  leur  ])lus  courte  dis- 
tance 0.  Nous  avons 

a( a  -^  \a)  -^  b( b  -^  \lj  )  -^  \ 
cosw  =  -  • 

\'a-  -+■  b--\-  \  \j{  a  -t-  Art  j'^  -i-  (  6  -H  A6  )'^  4-  i 

Ou  en  dt'duit.  en  ulilis.ml  rideulité  de  Lagrange, 

Art- -H  A/y--+-  (rt  A/>  —  h  laY- 


SUl-lU   =    I  —  C()S-(0 


(  «2  -H  ^'^  -H  I  j  [(  rt  ■+-  Aa  )-  -i-  (  6  -H  a6  ;2  -H  I J 
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On  reoonnail  que  sinw  el,  pai-  suile,  co  (\st  un  infiniment  pelil  du 
même  ordre  que  A«. 

Il  V  a  lieu  de  mellre  à  j)arl  le  cas  où  lo  est  nul,  (-'esl-à-dire  où  l'on 
a  Art  =  AZ>  =:  G. La  droite  décrit  alors  un  cylindre. 

Étudions  niaintenanl  la  plus  courte  distance  o  entre  D  el  IJ,.  Pour 
cela,  nous  prenons  la  dislance  d'un  point  de  D,  au  plan  parallèle  à  Di 
mené  par  D;  son  équalion  est  de  la  forme 

\  —  «  Z  —  a  ^  X  (  ^  -  /v  Z  —  3  )  =  o  ; 

A  doit  être  tel  cpie  ce  plan  soit  parallèle  à  la  direclion  a-\-  Art,  />-f-  A/y.  i . 
c'est-à-dire  ([uon  ail 

a  -^  ^a  ^"ki b  -^  \b }  —  (  a  -^Ib  )  =  o ; 


cette  équation  détermine  ) 


,   _        la 


L'équalion  du  plan  considéré  est  donc 

A6  (  X  —  <7  Z  —  a  )  —  Art  (  Y  —  //  Z  —  a  )  =  o. 

Considérons  le  point  de  la  droite  D,  qui  a  pour  cote  o.  On  a,  pour 

ce  point, 

X=a-^Aa,         Y  =  S^A^,         Z=o. 

La  distance  de  ce  point  au  plan  précédent  est 

Ib  Aa  —  Art  AS  ' 


y/Art-  -I-  \b-  -^  (  a  \b  —  b  \a  }- 


Le  dénominateur  est,  comme  nous  l'avons  \u,  du  premier  ordre 
par  rapport  à  Am.  Etudions  le  numérateur;  Art,  par  exemple,  est  de 
la  forme 

Art  =  rt    \ll  -. \U-  H ;r   A//3  -+-...: 

2  G 

A/>.  Aa,  A3  ont  des  développements'  analogues,  de  sorte  que  le  numé- 
rateur contient  comme  terme  de  |)lus  bas  degré  en  Art  un  terme  en  Art- 
qui  a  pour  coefficient  b' a!  —  rt'[j'.  Cette  quanlilé  étant  diflerenle  de  o, 
sauf  pour  une  surface  développable,  nous  voyons  que,  pour  toute  sur- 
face non  développable,  S  est  du  même  ordre  infinitésimal  que  Art,  el, 
par  suite,  que  co. 

(Cherchons  quel  est,  pour  une  surface  dé\eloppable,  l'ordre  du 
numérateur  de  o.  Remplaçons  comme  précédemmenl  Art,  A//,  Aa,  A[i> 
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par  leurs  ih'-Ncloppenicnls  en  formule  de  Tavlor  arrêtés,  siii\aiil  le 
cas,  au  Iroisièiiie  ou  ;iu  (pialrièine  ternie.  Le  coefficleiil  de  Ai/-  ('lanl 
nul,  cherclions  le  coeflicienl  de  Aw"' ;  c'est 

-  (rt'^"-+-  rt*^'—  ù' ol" —  //'a';. 

Celle  expression  n'est  aulie  que  la  déri\ée  de  rt'j' — b' y.' ;  elle  est 
donc  nulle.  Le  coefficient  de  Am*  est 

-;  (  a'  &'"  -f-  a'  a'  —  b'  u'"  -  b"'%'  )  -^  \  (a"  V—  b"  a"  ). 

Je  dis  (pi'il  est,  en  général,  dillerent  de  o.  Clierohons  à  quelle 
condition  il  peut  être  nul.  Dérivons  le  coefficient  de  Aw' ;  nous 
obtenons  les  deux  expressions  entre  parenthèses  dans  l'expression 
précédente,  n)ais  avec  des  coefficients  numériques  différents.  Le 
coefficient  de  A//^  ne  peut  donc  être  constamment  nul  (jue  si  ces 
deux  expressions  sont  constamment  nulles  séparément.  En  particu- 
lier, il  faut  qu'on  ait 

d"  ^"  —  b  a"  =  o. 

En  résumé,  en  mettant  à  part  le  cas  de  a"|j" —  b" -j!' ^  o,  le  numé- 
rateur de  0  contient  comme  terme  de  plus  bas  degré  un  terme 
en  Aif*.  Donc  o  est  du  troisième  ordre  en  A«. 

Cherchons  à  quelle  condition  on  aura  «"|ii" — b"o" ^o.  De  la  condi- 
tion o'^' —  b' a'  =^  o  nous  déduisons 

a'  =  À  a',         3'  =  \b' , 

d  où 

a"  =  À  a"  -f-  À' a',  3"  =  À  b"  -+■  V b\ 

a"  ^" —  b"  ol"  =  a"i}.b"-h  'l' b' ) —  b"i\a"-^  Va')  =  \'{a"  b'  —  b"a'). 

Nous  sommes  ramenés  à  étudier  les  solutions  de  ré(p>ation 

),'(  a  b' —  b" a  )  =  o. 

i"  Nous  avons  la  solution 

À'  =  <), 

d'où 

À  =  consl. 

et,  par  suite, 

a  =  /  a  -i-  [JL,  fj  =  À  6  -i-  V, 

jjL  et  V  étant  des  constantes.  Les  équations  de  la  droite  D  deviennent 

X  =  «(Z-i-X)-t- [JL,         Y  =  il  Z-T-X) -i-"'- 
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On  voil  (|iio  celte  droite  passe  par  le  |)()int  iixe 
X  =  ;-i.  »'  ;-  V,  c  —  —  À. 

La  surface  est  un  ci'>ni\    la  plus  courte  distance  de  ileiix  dioites 
(|uel(onques  est  nulle. 

2"   Une  seconde  solution  de  lécpiaiion  est 

a"  b'  —  h"  a  =  o, 

ce  qui  exprime  que  le  ra|)port  -;  est  constant.  Supposons  a'  et  b'  non 
constamment  nuls,  et  posons 

b'  =  ka'  ; 

nous  en  déduisons 

b  =  Aa  ■+-  c, 

c  étant  une  constante.  De  plus,  la  relation  a'|3' —  b' %' ■=.  o  s'écrit 


a         a 


d'où 


p  =  A-  a  +  .a. 
Les  équations  de  la  droite  prennent  la  forme  suivante  : 
X  =  rt  Z  -)-  a ,         Y  ^  (  Ay?  -î-  c  )  Z  +  /i  a  -)-  ;jL. 

(.)n  voit  que  les  coordonnées  de  tout  point  de  cette  droite  satisfont 
à  l'équation 

Y  =  A-X  +  CZ  +  IL. 

La  droite  reste  dans  un  plan,  et  la  plus  courte  distance  de  deux 
génératrices  quelconques  est  nulle. 

Nous  avons  laissé  de  côté  le  cas  où  a'  et  b'  sont  constamment  nuls  ; 
a  el  b  sont  alors  constants,  la  droite  engendre  un  cylindre,  to  étant 
constamment  nul,  il  n'y  a  pas  lieu  de  comparer  o  et  oj. 

En  résumé,  il  résulte  de  cette  étude  que,  dans  une  surface  réglée 
non  développable,  la  plus  courle  distance  de  deux  génératrices 
infiniment  voisines  et  V angle  de  ces  deux  droites  sont  deux  infi- 
niment petits  de  même  ordre.  Dans  une  surface  développable  qui 
n^esl  ni  un  cône,  ni  un  cylindre,  ni  un  plan,  la  plus  courte 
distance  est  du  troisième  ordre  relati^'ement  à  Vangle.  Enfin, 
dans  un  cône  et  un  plan  la  plus  courte  distance  est  nulle,  dans 
un  cylindre  l^ angle  est  nul. 
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XII.  —  Déformation  et  représentation  des  surfaces. 
i6o.    Etant  donnée  une  surfac^c  (léliiiie  par  les  lormules 

on  a  (tl)tenu  (n"  i!23)  la  relation 

ds-  =  K  du-  -H  i.  F  du  dv  -\-  G  dv-. 

Remarquons  que  les  f'onetions  E,  F,  G  ne  changent  pas  si  l'on 
effectue  une  transformation  de  coordonnées  rectangulaires  en  gardant 
les  mêmes  paramètres  «,  r,  car  on  a  toujours 

ds-  =  dx--\-  dy^-^  dz-=  dx'--i-  dj'^-i-  dz'^. 

Supposons  maintenant  qu'on  rem[)lace  u,  v  par  deux  nouveaux 
paramètres  m,,  r,,  le  changement  qui  permet  de  passer  de  m,  v  à  //,, 
i',  étant  réversible.  Nous  avons 

(t.T  (Ijr  ()h  i)x  iIv 

Oui  du  Oui  (h'  Oui 

Ox  ôx  i)u  àx  de 

'A']  au  c^i'i  f/c  c^i'i 

et.  en  appelant  A,,  13,,  G,,  E,,  ...  les  fonctions  analogues  à  A,  B,  G, 
E.  . .  .  avec  les  nouveaux  paramètres,  nous  en  déduisons 

j^\Out/  \àui  /  Oui  Oui  \OuJ 

E,  est  donc  fonction  linéaire  de  E,  F,  G  et  dépend,  en  outre,  des  d('- 
rivées  des  anciens  paramètres  par  rapport  aux  nouveaux. 
Formons  de  même  F",,  nous  aurons 

„         „  (lu    lia         ,,  /  ou     t/c  (hi     0\-  \         ^   ôv     dv 

V  1  =    I'. 1" \ -H   G  -r 

Oux   'A'i  ()Ui   (Jii         0\i   (lu^/  OUi   W| 

Enfin  on  sait  (pic  IHn  a 

A  1  =    A  TT '  l>i  :^    r5    rr— >  til    =    (_j 


'><"!.  »i  j  n("i,  »'i  )  D(  a,,  «•,  ) 

d'où 

Di  //,  i) 


II,  -  H  ^^ 


15.  —  II. 


25bi  ciiAi'iriii;  vi.   —  ai'I'i.u:.\tio.ns  ukometuiqlks. 

466.  Cela  élaat,  considérons  deux  surfaces  ditVérenles  définies  de 
la  façon  suivante.  Pour  la  jtreniière,  5,  on  a 

el  pour  la  seconde.  S,  on  a,  u  el  r  étant  les  mêmes  paramètres, 

\  =  F(M,  r),         \  =  'P(ii.\).         Z  =  T(M,  (•). 

Soient  e,  /,  g\  h  les  fonctions  relatives  à  5,  £,  F,  G,  H  les  fonctions 
analogues  relatives  à  S. 

A  un  système  de  valeurs  de  u,  v  coirespond  un  point  m  sur  la 
première  surface  el  un  point  M  sur  la  seconde.  Ainsi  se  trouve  éta- 
blie une  correspondance  point  par  point  entre  les  deux  surfaces; 
c'est  cette  correspondance  que  nous  allons  étudier. 

Considérons  sur  s  deux  courbes  c  et  ^'  se  rencontrant  en  un  point /?« 
et  sur  S  les  deux  courbes  correspondantes  C  et  F  qui  se  rencontrent 
au  point  M,  correspondant  à  m  {fig-  4')-  Clierchons  à  quelle  condi- 

l'ia;.  4i. 


lion  langle  des  deux  courbes  tracées  sur  s  est  égal  à  l'angle  des  deux 
courbes  tracées  sur  S,  ou,  plus  brièvement,  cherchons  à  quelle  condi- 
tion l'angle  de  deux  courbes  se  conserve  dans  la  correspondance. 

Soient  u  et  r  les  paramètres  des  points  ni  et  M. 

Désignons  par  du^  dv  les  accroissements  correspondant  à  un  dépla- 
cement à  partir  de  ni  sur  la  courbe  c,  et,  par  suite,  à  un  déplacement 
à  partir  de  M  sur  C,  par  dx,  dy^  dz  les  difféi-entielles  de  x,  y,  z  cor- 
respondantes; soient  o«,  oi^,  ox,  oy,  oz  les  quantités  analogues  rela- 
tives à  -'  et  r. 

Nous  aurons,  en  appelant  8  et  0  les  angles  des  tangentes  en  ni  et  M, 


cosO  = 


dx  ox  -+-  dy  Zy  -+-  <lz  05 
'1 — ^ 

Ils  i-jS 


1 
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).r     ,  0.1- 


OU,  en  lempliicaiit  (Le  par       au  -h        tiv 

'        '  '  on  (-(• 


»•(>>() 


/(  e  du'  +•  :> f  (lu  dv  -t-  ^  ^A'-  )  (  e  o«-  -+-  > J'r>u  w  -i-  A'  oc-  ) 

et,  (le  iiièiiie, 

K  ^/;/  0^  —  !•'(  du  oc  -f-  (h-  r,ii  i  -+-  <■  ^/c  oc 
cosB  —  —  . 

V^i  K  du^-  -  •<  I"  ilii  lU'  ■+-  (  '■  d\'  )  (  !•]  o«-  -^  ■}.  V  on  oc  -r-  G  oc-  ) 

Mettons  en  évidence  les  rapports 

(lu  CjU 

L'égalité  des  angles  0  et  (-)  exige  que  Ton  ait 

[ e  ^f( k  ^  A'  )  -f-  ^'/. A'  I i  \  K  -^  F (  /.•  ^  X '  )  ^  G  /. /. '  | ^ 


(I) 


ie  T-  v>.A  -^  s:k-  )  I  ^  ^-  >.///+  A'A'2  )       (  I-:  ^  -1  V  A  -i-  G  /. -i  ;  ( K  ^  2  F  /.-'-4-  G  /> '■' 


et,  pour  (piil  en  soit  ainsi  (pielles  que  soient  les  courbes  c  et  y,  il  faut 
que  cette  relation  ait  lieu  quels  que  soient  A'  et  A'.  On  a|)er(;oit  l;i 
solution  évidente  : 

K        F       G 

<^'  7=7  =  7- 

En  ell'et,  si  Ton  a  ces  relations,  les  deux  membres  de  (i)  sont  iden- 
tiques. Je  dis  que  c'est  la  seide  solution.  Imaginons  (pie  l'on  mette 
l'équation  (i)  sous  forme  entière.  L'expression  e -\-  ifk  -\-  gk'-^  qui 
divise  le  second  niend)re  en  tant  (pie  polynôme  en  k  et  /»',  doit  diviser 
le  premier,  cjui  est 

\e  -fi  k  -H  k'  )  -4-  A'//,'  ]2 1  I-:  ^lY  k  -^  G  /.  2  ]  f  1-:  -4-  >.  F  /.  '  -^  G  /  '■!  ] . 

Remartpions  que  l'expression  e -\-J(  k -^  k')  +  ^kk' ,  en  tant  (pic 
polynôme  en  /."  et  /.',  n'est  pas  décomposable.  Va\  ell'et,  si  elle  l'élail. 
elle  se  décomposerait  en  un  produit  de  la  forme 

)jc-r-fk){e^Jk'), 

et,  en  idenlilianl  ces  deux  expressions,  on  obtient 

'i.e-  _  ).ef       \f- 

d'où 

ce  qui  est  impossible.  L'expression  e  -\-  f{k  -f-  k')  4-  gkk'  n'étant  pas 
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cléconiposable,  il  faut  que  les  deu\  facteurs  qui  entrent  dans 
e  -h  ifk  +  gk-  divisent  les  deux  facteurs  de  E  -h  2  F/>  -t-  GA-,  c'est- 
à-dire  que  ces  deux  trinômes  soient  proportionnels.  Cela  exige  que 
Ion  ait  les  conditions  (2). 

Supposons  ces  conditions  remplies  pour  les  surfaces  5  et  S,  et  soit  \ 

111  E 

la  valeur  «lu  rapjiort— ;  nous  aurons 

Dans  la  correspondance  entre  les  deux  surfaces,  l'angle  de  deux 
courhes  est  alors  conservé.  On  exprime  ce  résultat  en  disant  v^n'il y  a 
similitude  entre  les  éléments  infiniment  petits  des  deux  surfaces. 
Celte  correspondance  est  dite  une  représentation  conforme. 

Considérons,  en  particulier.  le  cas  de  a  =  1  ;  on  a 

E  =  e,         F=/,         Ç,  =  g. 

Outre  les  propriétés  précédentes,  5  et  S  possèdent  la  propriété  sui- 
\ante  :  deux  arcs  de  courbes  correspondants  tracés  sur  ces  deux 
surfaces  ont  même  longueur.  Deux  surfaces  pour  lesquelles  il  est 
possible  de  réaliser  une  correspondance  de  cette  nature  sont  dites 
applicables  V une  sur  l'autre. 

467.  Nous  allons  montrer  par  un  exemple  que  deux  surfaces 
peuxent  être  applicables  tout  en  étant  complètement  différentes  de 
forme.  Considérons  une  surface  de  révolution  d'axe  O-S,  les  coor- 
données d'un  de  ses  points  étant 


y  =  r  sin  -c. 


■fir). 


X  =^  r  cos'i, 

On  a  j)our  cette  surface 

ds-^=  dr-[\  -f-./'^(/-)J  -H  r"-  do''-. 

Considérons,  d'autre  part,  un  liclicoïde  à  |)lan  directeur  [cf.  n"447, 
p.  238),  défini  j)ar  les  équations 

X  =  u  cosc,         y  =1  u  si  lit",  z  =  «r. 

L'élément  linéaire  de  cette  surface  est 

ds]  =  di/'-i-  (rt*^  u-  )  di'-. 

INous  allons  chercher  à  déterminer  une  surface  de  révolution  appli- 
cable sur  l'hélicoïde  à  plan  directeur.  Pour  cela,  nous  allons  chercher, 
par  un  changement  convenable  de  paramètres,  à  identifier  les  deux  ds- 
de  ces  surfaces. 
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Kcniai(|uons  que  l'expression  (//--[i -\- /'-(/•)],  qui  ne  contient 
que  /■,  peut  être  mise  sous  la  forme  du  carré  d'une  dillérentiellf. 
Cherchons  des  fondions  //,  i-  de  /%  '^  idlcs  (pie 

f/ry/i  -h/'-{r)  =  du,         r- cltf- —  (a^-i-  u-)c/i>-. 

Prenons  pour  cela 

o  =  4',         /■-  =  a*-t-  u-, 
d'où 

r  dr  =  Il  du . 
La  première  relation  devient 

OU 


/•- —  a- 


d  où,  en  intégrant, 

f(r)  =  a\j{r^-  \h--  —  «-  j  -i-  cous  t. 

L'équation  de  la  méridienne  de  la  surface  de  révolution  cherchée 
est 

z  =  ah\i-  --r-  y//-- —  a-)  -^  coiist, 

ou,  en  choisissant  convenablement  la  constante, 


ae"  =  /--!-  \h--  —  a- 


On  en  déduit 


d'où,  par  addition, 


■— v//--  — «S 


r  =  —  \  e 


Cette  méridienne  est  une  chaînette  (n"41o,  p.  208)  ayant  pour  axe 
de  symétrie  l'axe  des  /•  ou  des  x.  La  surface  de  révolution  engendrée 
par  cette  chaînette  tournant  autour  de  O:;  s'appelle  Valysséide.  Elle 
est  applicable  sur  V hélicoïde  à  plan  direcleur  représenté  par  les 
équations 


=  y//-'  —  a-  coscp,         y  =^  ^ r-  —  a-  s i n '^ ,  z^^a-o. 
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Pour  l;i  surface  de  révolution,  les  courbes  -p  =  const.  sont  les  mé- 
ridiennes, pour  riiélicoïde,  ce  sont  les  génératrices;  les  chaînettes 
correspondent  ainsi  aux  droites  sur  riiélicoïde.  De  même,  les  paral- 
1   les  sur  Talysséide  correspondenl  aux  hélices  sur  la  seconde  surface. 

•i'38.  Etudions  les  surfaces  applicables  sur  an  pla/t.  Soit  a,  [i  un 
système  de  coordonnées  rectangulaires  dans  le  plan.  Considérons  une 
surface  applicable  sur  ce  plan  et  prenons  a,  [i  comme  paramètres  sur 
celte  surface.  Nous  devons  avoir,  dans  ces  conditions, 

Exprimons  r/,r,  dy  et  dz  en  fonction  de  r/a  et  f/j3,  et  identifions  les 
deux  formes  quadratiques  en  c/a,  dp  ainsi  obtenues.  Nous  aurons 


2 


/dx\-  •^  /d.v\-  •^  àx  dx 


\àx  J  '  j^\d'i  j  '  ^dx    d''^ 


Dérivons  les  deux  premières  relations  par  rapport  à  a  et  [B;  nous 
obtenons 

^  dx  d'-x  ^  âx    d-x  ^  dx    d-x  ■^  dx  ô^x  

Zéd^'ô^^"'        Zdd^dTô^^^'        .Ldd'iô^^^^'       J^d^'d^^'^' 

Dérivons  maintenant  la  troisième  des  relations  (i)  en  tenant  compte 
de  celles  que  nous  venons  d'obtenir;  nous  aurons 

dx  d-x  v^  dx  d-x 


■^  dx  d-x  ■^  (>x  d-x 

^d^U^^^'  2dd^'d^^°' 


Parmi  les  six  relations  obtenues,  celles  qui  contiennent  — ->  — =t» 

1  dy.-      dn' 

d^  z  .  ■    ,  M  1  ' 

— -  mollirent  que  ces  trois  quantités  sont  proportionnelles  aux  déter- 
minants A,   B,   C.  On  reconnaît  qu'il  en  est  de   même,  d'une  part 

d-x       d'^  y        d^  z        ,,  d-x     d-y     à^z      , 

pour T'  — ^'  n-  d  aulre  part  pour  —r--i  —^f  -ôt'  de  sorte  ciue, 

^  dxd^P     d7.d'^     d-xd'^  1  '  d'^-^      d'^"-      dp  i       ' 

si  l'on  forme  le  tableau  des  dérivées  secondes  de  .r,  y^  z-  par  rapport 
à  a,  p,  les  trois  lignes  du  tableau  seront  formées  d'éléments  propor- 
tionnels. 11  en  résulte  que  tout  déterminant  du  second  ordre  issu  de 
ce  tableau  est  nul. 

Gela  étant,  considérons  les  fonctions  -^ ,  -^j  -r-:   le  déterminant 

aa      oa      da, 

fonctionnel  de  deux  quelconques  d'entre  elles  par  rapport  à  a,  ^  est 
nul,  car  c'est  un  déterminant  du  second  ordre  issu  du  tableau  précé- 
dent. Donc  ces  trois  fonctions  sont  fonctions  de  l'une  d'elles.  De 
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àx     dy    ')z  ,.  ...  . .    . ,         ^  ^ 

iiiiiiic.     „  ,  -ô-)    ,„  sont    loiiclioiis  (le   I  nue  il  elles    Or,  on  a  enli-c  ces 
<t^     dp     iip 

si\  (l('Tivt'e.s  une  relalnm  cjiii  esl 

Vdx  àx 

A^  âx    ûi 

Il  PII  résulte  <|iio  ces  six  dt-rivécs  soiil  foiiclioiis  d'ime  seule  d'entre 
eil.'S. 

Imaginons  niainh-uaul  (in'on  tcvienue.  pour  d('lluir  la  surface, 
aux  \arial)les  indépeudanles  >r,  y.  Nous  ohliendrons  les  relations 
cuire  les  nouvelles  dciiv<''es  et  les  anciennes  en  parlant  de 


ôz 

Oz    ù.r        Oz   Oy 
Ox  07.         Oy  Oy. 

Oz 

àz   Ox        Oz   dv 
~  dx  d3        Oy  <)'} 

ri  ,  I  ,  .  Oz  Oz  , 

\\n   resol\ant  ces  equalioiis,   nous  aurons  •  -  cl  —- ■,  el,  comme  les 
1  Ox  oy 

dérivées  de  .r,  y%  z  |)ar  ra|)|)ort  à  a,  3  sont  fonctions  de  l'une  d'entre 

Il  .1  dz         Oz  1      .  ,.       dz         Oz 

elles,   il  A"  aura   entre  —-  et-—  une  relation;  aulremenl  dit,  -r-   et  ^- 

Ox        oy  Ox         dy 

seront  fonctions  l'une  de  l'autre.  Nous  avons  constaté  (n"  4o8,  p.  249) 
(piil  faut,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  que  la  surface  soit  développablc. 
Ainsi,  les  surfaces  applicables  sur  un  plan   sont  des  surfaces 
déi^eloppables. 

-iG9.  Réciproquement,  étant  donnée  une  surface  développa ble, 
nous  allons  nioiilrer  (pi'elle  est  applicable  sur  un  plan;  [)our  cela, 
nous  allons  chercher,  par  un  choix  convenable  des  paramètres  u,  r, 
à  mettre  le  ds^  de  cette  surface  sous  la  forme  du- -h  dv-. 

Considérons  la  développable  comme  la  surface  engendrée  par  la 
tangente  à  son  arête  de  rebroussement.  Soient  M(.r,  y,  :■)  le  point  de 
contact  de  cette  tangente,  a,  ^,  y  ses  cosinus  directeurs.  Un  point 
(pielconque  M,  de  cette  tangente,  situé  à  la  distance  /  du  point  M, 
a  pc)ur  coordonnées 

./•,  ^.r-H/a,         j-,  =  jr_(- /;î,  Zi=z  +  ly. 

Quand  le  pdiul  M  cl  la  longueur  l  varient,  le  point  M(  décrit  la 
surface  dé\eloppable.  Soient  .S|  l'arc  d'une  courbe  (pielconque  décrite 
par  M|,  s  1  arc  de  larète  de  rebroussement;  nous  avons 


ds'7  —  ^  <l.r'\  =;    >  (  (l.r  -r  /  il-j.  -i-  a  (Il 


t/i?  =  V  [  a ids  -.   dl  )-^  Idt  Y  -  (  ds  -+-  dl  \>-  +  /-'  V  d-j."^. 
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R  étant  le  rayon  de  courbure  de  l'arête  de  rebroussemeul  en  M,  rem- 
plaçons doi  par^^^/v;  il  \ienl 

ds]—  {cl s  -h  cil }-  -t-  —  i/s-. 

Nous  allons  chercher  à  mettre  ds-  sous  la  forme 

c  esl-à-dire 

(d\-hid\  )id\  —  id\). 

Or,  ds^^  peut  être  mis  sous  la  forme 

ds]  =  (ds  -^-d/-^  il  ^  \  (ds  -^dl-  il,  ~  \ . 
Cherchons  une  fonction  tx  telle  que  le  produit 


ds  -^  dl  ^  il  -=- 


il\ 


^Ry>  =  H'"ïïj^*^'"^^ 


soit  une  dififérentielle  exacte;  autrement  dit,  cherchons  un  facteur 
intégrant  pour  lexpression 

ds  -^~  dl  -+-  il  -—  • 
K 

On  est  conduit  à  l'équation 


K-.)] 


ds 


OU 


jV  \  djj. 


i        d[x 

—  -  ^  o. 
ds 


Ry  ^  "^  '■'k 

On  a  une  solution  en  prenant  [X  indépendant  de  /  et  satisfaisant  à 


d'où 


dix  / 

fil 
J   II 


ds        '    W 

•H. 


u  =  e 


D'ailleurs,  les  deux  facteurs  ds  -\-  dl  -\-  il  -r^y  ds  -\-  dl  —  il  -^  étant 

K  n 

imaginaires  conjugués,  le  second  a  pour  facteur  intégrant  e  ",  et, 
comme  le  produit  de  ces  deux  fa(;leurs  intégrants  est  égal  à  i ,  nous 
pouvons  écrire 


ds\^ 


.   t'ds 

'Jt 


ds  -h  dl 


ds 


"i)\ 


ds  ^  dl  —  il 


ds 
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Chiciiii   cle  ces  faclctirs  doit   èlrc   une  dillcrenlieile  exacte.  Pour 
nicHic  (M-  f;iil  en  évidence,  [)Osons 


I  as 


Le  premier  fadeur  de  ds'^  s'écrit 

e''  d/  -+-  lt''<^i  di  H-  É>"T  ^/,s-  ; 

c'est  la  dillérenlielfe  de 

te''^  ■+-   I  e''^  ds. 

Dans  cette  expression,  séparons  les  [)arlies  réelles  et  les  coefficients 
de  /,  et  posons 

\  —  l  COS7  ^-   /  COS7  ds^         Y  =  /  siiiT  -h   /  biiiT  ds. 

Nous  aurons 

ds \  =  (  ^/\  -+-  /  d\  ) (  d\  —  i  d\  )  =  d\' ^  dYK 

11  y  a  donc  application  entre  la  surface  donnée  et  le  plan  (X,  Y), 
ce  qui  démontre  la  proposition. 

Examinons  la  correspondance  qui  se  trouve  ainsi  établie  entre  la 
surface  et  le  plan.  Pour  1=  o,  le  point  M,  décrit  l'arête  de  rebrous- 
senient  de  la  dévelo|)pal)le  :  le  point  qui  lui  correspond  dans  le  plan 
décrit  la  courbe  avant  pour  équations 


\—   I  cosjds.  Y  =    /  siii7(^/.s. 


A  une  tangente  à  l'arête  de  rebroussemenl,  obtenue  pour  5^=  const., 
correspond  une  droite,  car  X,  Y  sont  fondions  linéaires  du  para- 
mètre /,  de  sorte  que,  dans  l'application,  aux  droites  de  la  surface  cor- 
respondent des  droites  du  plan.  Ces  droites  sont  d'ailleurs  tangentes 
à  la  transformée  de  l'ai-ête  de  rcbroussement. 

i70.    Courbure  totale.  —  Nous  avons  appelé  courbure  totale  en 

chaque  point  d'une  surface  le  produit  ,  R4  et  R2  étant  les  rayons 

de  courbure  principaux^en  ce  point.  Nous  avons  vu  que  ces  rayons 
de  courbure  sont  les  racines  de  l'équation  du  second  degré  sui\ante  : 

(EH  -  E,Kj(r.II  — G,R)  — (KH  -F,K)2=o, 


?66  CIIAPITRK    VI.    —    APPLICATIONS   GKOMKTRIQI  ES. 

(le  sorte  (luon  a 

I  K,(-.,-F? 


K.R.2 


(  KC. 


ptyî 


Nous  allons  montrer  que  la  courbure  totale  en  un  point  d'une  surface 
ne  dépend  que  des  fonctions  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées.  Il  suffit, 

d'après  la  forme  de   .    .     ^   de   nH)ntrrr  que  la  fonction  E,G,  —  F^ 

s'exprime  en  fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées.   Rappelons 


E,= 


du 

ôx 

Ô-T 

Ou- 


Ox 
Ou 
dx 

ô'-x 


I-, - 


i)X 

Ou 

ôx 

O'-x 
Ou  Ov 


En  effectuant  le  produit  des  deux  premiers  déterminants  lignes  par 
lignes,  nous  avons 


lî.G,  = 


Ox  O'-x 


■^  Ox  0-x 
J^ Ou  ôu^ 


-^  Ox   0-x 
'^  Ox  0-x 

20x  O^x      ^  O'-x  O^x 
Ov  "ôï?-      Àià  "ôv^  Ou^ 


nous  avons  de  même 


F?  = 


Ox    0-x 
ou  Ou  0' 


_,  •^  Ox    0-x 

^À  Ou  Ou  Ov 

y^  Ox    O'-x 

^  Ov   Ou  Ov 

■^  Ox    0-x       •^  /  0-x  V- 

V       JLà  Ov    Ou  Ov       ^m^  '  Ou  Ov  j 


Dans  ces  deux  déterminants,  tous  les  éléments,  sauf  le  dernier  dans 
chacun  d'eux,  s'expriment  en  fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  déri- 
vées. On  a,  en  effet,  en  dérivant  E  et  G, 


I  dE 


Ox  0-x 


■^  ox  0-x 
1  Ou       ^4  Ou  ()u'- 


I  0_E 
~i  'ôv 
1  OG 

7.     Ov 


^  Ox    0-x 

Mï^  Ou  Ou  Ov 
Ox  O'-x 


I    (/Lr  V^  OX      O'-X  I     eu         ^  Ox    O'-x 

1  du       ,md  Ov   Ou  Ov  '  7,   Ov       ^u  Ov    ov'- 

Dérivons  F  par  rapport  à  u  et  v^  et  tenons  compte  des  relations 
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prt'cédentes.  On  a 


i>V  I   ùV^  ^  o.r  0''-T 

Ou  •>.   dv  Àad  Ov    Ou- 

ôY  I   dC>  •^  ÔT  d-x 

dv  ■).  (III  ^^  Ou   dv' 


Il  résulte  de  là  (|iic,  dans  le  développcineni  de  E,G|  —  F^,  lous  les 
termes  sexpiimenl  en  fonction  de  E,  !•',  G  et  de  leurs  dérivées,  sauf 
peut-être  le  l<'rMic 


^^[^ilii-    Ov-         '  un  Ov ]    J 


Or,  eu  dérivant  par  ra|)port  à  u  la  somme 

■^  Ox  0-.r 
^^  Ou    Ov-  ' 

par  rapport  à  v  la  somme 

^  dx     O'-x 

^  On   Ou  Ov  ' 

et  retranchant  la  seconde  dérivée  de  la  première,  il  reste 

yi  Td^j-  0^  _  /  okt  yi 

^m^xjni^   ~ôv^  ^  ^ Jhîlh- )    J' 

qui  s'exprime  donc  aussi  en  fonction  des  dérivées  de  E,  F,  G. 

Par  suite,  la  courbure  totale  en  un  point  ne  dépend  que  des 
/onctions  E,  F,  G  et  de  leurs  dériK'ées. 

Nous  avons  vu  qu'étant  données  deux  surfaces  applicables  lune 
sur  l'autre,  il  existe  une  certaine  représentation  paramétrique  telle 
qu'en  deux  points  correspondants,  E,  F,  G  sont  les  mêmes  pour 
les  deux  surfaces.  11  en  résulte  qu'en  ces  deux  points  les  surfaces  ont 
même  courbure  totale.  On  exprime  ce  fait  en  disant  que  la  courbure 
totale  se  conserve  dans  la  déformation . 

Constatons,  en  particulier,  que  cela  a  lieu  pour  les  surfaces  dt've- 
loppables,  qui  sont  des  surfaces  applicables  sur  un  plan.  La  courbure 
totale  en  chaque  point  de  ces  deux  surfaces  est  nulle. 

471.  Signalons  ce  fait,  qu'il  existe  des  surfaces  dont  la  courbure 
totale  est  constante.  La  sphère,  par  exemple,  est  une  surface  à  cour- 
bure totale  constante  et  positive. 

Citons  un  exemple  de  surface  à  courbure  totale  constante  et  néi;a- 
tive  :  CG'sX.X^  pseudo-spJière  ou  surface  de  révolution  engendrée  par 
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la  Iractricc  en  lournant  autour  de  son  asyiuptole.  En  nous  reportant 
à  la  ni;;;ure  36  (page  208),  nous  voyons  que  GM,  rayon  de  courbure 
de  la  traclrice  en  G,  est  l'un  des  rayons  de  courbure  principaux  en  G  ; 
l'autre  est  GT.  Les  sections  principales  en  G  sont,  en  efïet,  la  section 
méridienne  et  la  section  qui  lui  est  perpendiculaire.  Ces  deux  rayons 
de  courbure  étant  ici  de  sens  contraires,  la  courbure  totale  est  néga- 
tive; de  plus  elle  est  constante,  car  on  a  (p.  210) 

G.M.GT  =  GP2  =  const. 

472.  Représentation  cV une  surface  sur  un  plan.  —  Supposons 
qu'on  se  propose  de  représenter  une  surface  sur  un  plan,  c'est- 
à-dire  d'établir  une  correspondance  point  par  point  entre  la  surface 
et  le  plan,  cette  correspondance  devant  réaliser  certaines  conditions 
géométriques  qu'on  indique. 

Cherchons,  par  exemple,  une  représentation  qui  conserve  les 
angles  [représentation  conforme  [cf.  n"  i66)]. 

Soient  u,  v  les  paramètres  dont  dépend  la  surface,  X,  Y  les  coor- 
données rectangulaires  dans  le  plan,  ds-  le  carré  de  l'élément 
linéaire  de  la  surface,  (l\.-  -h  dY-  celui  du  plan.  Nous  avons 

ds-^  =E  diri-^-î  F  du  di-  -+-  G  dv^, 

et  nous  de\ons  mettre  cette  expression  sous  la  forme  \(d\.'^-{-  dY-). 
Pour  cela,  mettons  d'abord  la  forme  quadratique  en  m,  v  qui  repré- 
sente ds-  sous  la  forme  d'un  produit, 

(a  du  -h  b  dv)  (  a'  du  -+-  b'  di' ), 

a'  et  b'  étant  imaginaires  conjugués  de  a  et  b.  On  cherchera  un  fac- 
teur intégrant  pour  l'expression  adu-\-  bdv.,  c'est-à-dire  un  facteur 
m  -\-  ni  (ni  et  n  étant  réels)  tel  que  l'expression 

(  m  -!-  ni )  (  a  du  —  b  dv  ) 

soit  différentielle  exacte;    ni  —  /li  sera  facteur   intégrant  pour  l'ex- 
pression a' du  -+-  b'  dv. 
Si  nous  posons 

(  m  -+-  ni)  { a  du  ^  b  dv  )  —  d\  -H  i  d\' , 
nous  aurons 

(m  —  ni)  {a'  du  --  b' dv )  =  dS.  —  i  d\ , 


\ll.    —    DKFORMATION    ET    REPHKSKNTATION    DES   SLUFACES. 


•/(I9 


d'où 


./5'-  = 


Le  nrf)l)l(''iiic  sera  résoin,  le  facteur  A  iiv;nil  i^oiir  valciw  -• 

'  •  '  ///-  —  /(- 

il'.),  (llierchons,  en  parliculier,  des  représeiiLalmiis  d'une  splièie 
sur  un  plan,  dans  les(|uelles  les  angles  soient  conservés.  Prenons  pour 
coordonnées  d'un  point  de  la  s|)lit''(e 

X  =  R  sinO  cos'f,         j- —  R  sinO  siii'^,         x;—  KcosO. 
On  a,  dans  ces  conditions, 

Pour  avoir  une  solution  du  problème,  écrivons 

/  d(}'-    \ 

dsi  =  R2  sin^  0  (  d'j^-  -4-  -^-^    . 
\     '  sm-f)  J 

Comme  clz>  et  -.—7-  sont  deux   différentielles  exactes,  il   suflil  de 
'  sin'J 

poser 


X  =  ':>.  Y 


L 


tan: 


0 


pour  avoir  une  représentation  conforme  de  la  sphère  sur  le  plan  (X,  ^  ). 


y 

B' 

K^ 

■^ 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  représenter  une  portion  du  glohe  lei- 
restre,  c'est-à-dire  d'en  tracer  une  carte,  l'renons  pour  axe  OZ  l'axe 
polaire.  Les  courbes  cp  =  const.  sont  sur  la  Terie  les  dillérentes  mé- 
ridiennes; les  courbes  6  =  const.,  les  parallèles.  Il  leur  corres[)oiid 
dans  le  plan  les  droites  X  =  const.  pour  les  premières,  les  droites 
Y  — -  const.  |)our  les  secondes  [  fig-  f\'i)-  A  dilï'érenls  méridiens  faisant 
entre  eux  des  angles  égaux  corres[»ondent  des  droites  également  dis- 
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laiiles  les  unes  dos  autres,  mais  à  tliflérenls  parallèles  obtenus  en 
donnant  à  9  les  valeurs  G,  G  +  i°,  6  +  2',  .  ,.  correspondent  des 
droites  s'écarlant  de  plus  en  jilus  Tune  de  laulre.  Si  Ton  va  sur  une 

méridienne  de  l'éiiuateur  au   pôle.   0   \arie   de   -   à  o,   tan»-    varie 

d(î  I  à  o,  ^  \arie  donc  de  o  à  +  ^-  \  I  «'(pialeur  correspond  donc 
Taxe  desX;  à  des  points  voisins  du  j)ùle  correspondent  des  points 
1res  éloignés  dans  la  direction  de  OY.  On  désigne  cette  projection 
sous  le  nom  de  projection  de  Mercalor. 

On  appelle  loxodromie  une  courbe  tracée  sur  la  surface  du  globe 
terrestre  et  qui  coupe  tous  les  méridiens  sous  un  angle  constant. 
Je  dis  que,  dans  la  projection  de  Mercator,  elle  est  représentée  par 
une  droite. 

Soient,  en  efTet,  deux  points  \,  B  du  globe  terrestre  ayant  pour 
images  A'  et  li'.  Joignons  A'  B'.  Ce  segment  A'B',  (jui  rencontre  toutes 
les  droites  X  =  const.  sous  le  même  angle,  est  l'image  d'une  courbe 
tracée  sur  la  sphère.  Comnie  l'angle  de  deux  courbes  se  conserve  dans 
la  projection,  cette  courbe  AB  rencontre  tous  les  méridiens  sous  un 
angle  constant.  C'est  donc  bien  une  loxodromie. 

47 i.  Indiquons  une  autre  représentation  plane  de  la  sphère,  con- 
servant également  les  angles.  Nous  pouvons  écrire 

ds-  =  4  eus*  -  /  ; — r-  l>  "  taiiir'-  -  az 

2 


( — ~ 

\  4  cos*  - 


Posons 
on  en  déduit 

de  sorte  quon  a 


0 
0  =  R  laiiif  - 


R  f/0 
00  =  


0 
•j.  eus-  - 


cfs^  —  4  cos*  -  (  (/:>"  -+-  :>-  r/9-  ). 


L'expression  d:,'- -\-  0-  d'^'-  représente  le  carré  de  lélément  linéaire 
d'un  arc  dans  un  plan  rapporté  à  un  système  de  coordonnées  po- 
laires 'j  et  p.  Il  suffit  d'établir  entre  G  et  'j  d'une  part,  p  et  cp  d'autre 
part,  la  relation 


0  =  R  tang  -  , 
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pour  avoir   une  représenlat iitn   plane  de  la  splirre  dans  laquelle  K-s 
angles  sont  conservés. 

C'est   une  projection  stéréographique  obtenue  de  la  façon  sui- 
\anle   :    Soient  lo   l'une  des  exln'inités   de  Taxe    polaire   (  fig.    ^'•^)^ 


A  un  point  de  rhéinisphère  qui  ne  contient  pas  w.  On  prend  pour 
image  de  A  linterseclion  a  de  Aoj  avec  le  plan  de  l'équateur.  En 
ellel,  prenons  un  méridien  déterminé,  c'est-à-dire  attribuons  à  '^  une 
certaine  \aleur;  on  a 

fj 
O  w  A  =   -, 
■/>. 

d'où 


0«  =  0  =  R  tans; -• 
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475.  On  appelle  Ligne  géodésicjue  à'nne  surface  une  courbe  tracée 
sur  cette  surface  et  telle  que  son  plan  osculateur  en  chaque  point  est 
normal  à  la  surface.  Supposons  la  surface  définie  en  fonction  de  deux 
paramètres  m,  v.  Etant  donnée  une  ligne  décrite  par  le  point  (^,  J',  :;). 
le  plan  osculateur  en  un  point  de  cette  ligne  est  défini  jiar  les  deux 
directions  de  coefficients  respectifs  dx^  dy,  dz  et  d-x^  d'-y^  d-z. 
Pour  que  ce  plan  contienne  la  normale  à  la  surface,  il  faut  et  il  suffit 
que  les  trois  directions  {dx^  dy^  dz)^  [d-x,  <^'J>S  d'^z)^  (A,  B,  C)  soient 
parallèles  à  un  même  plan,  d'où  la  condition 


<^) 


tlx 

dy 

dz 

d^x 

d^y 

d'^z 

A 

B 

C 

On  a  ainsi,  eu  exprimant  tous  les  éléments  de  ce  déterminant  en 
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fonction  de  it,  r,  Vrquation  di (fore ntie lie  des  lignes  géodésiques. 
Clicrclions  quelle  est  la  forme  de  cette  équation.  Remplaçons  dx, 
<{-x,  . . .  par  leurs  valeurs  : 


dx  =  -—-  au 
Ou 

d'  X  =  - — -  du- 
aii- 


Ox 


ch\ 


<n  X 


à- X    ,   ,        ùx    .  dx    ,„ 

t/„  ,h'  ->-  ——  di--^  -4-  —  f/2  «  +  -—  d^v. 
(h''^  Ou  Ov 


On  voit  (pie  le  premier  membre  de  l'équation  (i)  se  présente  sous 
la  forme  d'un  polynôme  en  du,  dv,  d^u,  d-v,  du  troisième  degré  par 
rajiport  à  du,  dw  I/ensemble  des  termes  contenant  seulement  les  dif- 
férentielles premières  est  de  la  forme 

L  r/;/3_H  M  du^  dv  -+-  \  du  <h'-^  +■  V  di\ 

Il  peut  j  avoir,  en  outre,  des  termes  en  dud'-u,  dvd-i-,  dud'-v, 
dv  d'^u.  Les  deux  premiers  ont  leurs  coefficients  nuls,  car  ce  sont  des 
déterminants  ayant  deux  lignes  identiques.  Le  terme  en  dud'-v  a 
pour  coefficient 


Ox 
Ou 

Ou 

Oz 
Ou 

r)x 

Oy 
Ov 

Oz 

Oi- 

A 

B 

c 

c'est-à-dire  A-+  R- +  C-  ou  H-.  De  même,  le  coeffi(;ient  de  dvd-u 
est  —  H-,  de  sorte  que  l'équation  différentielle  des  lignes  géodésiques 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

(2)     hdu^-\-  M  du"^  dv-\-  N  dudv"-^  P  dv^ -^  lV-{du  dU-  —  «r/c  d^u)  —  o. 

Si  l'on  prend  comme   variable  indépendante  u,   v  étant  fonction 
de  M,  on  a  l'équation 


(3; 


lir^  +  Yi/ 


a,  ^,  Y,  o  étant  certaines  fonctions  de  «,  v\  on  déduit  de  là  i\\\  une 
ligne  géodésique  est  déterminée  par  un  point  et  la  tangente  en 
ce  point.  En  effet,  donner  un  point,  c'est  donner  un  système  de  va- 
leurs «ni  ^\',  donner  la  tangente  revient  à  donner  la  valeur  de  ij,, 
et,  d'après  le  théorème  d'existence  des  solutions  d'équations  différen- 
tielles, il  y  a  une  fonction  déterminée  e  de  u  qui  satisfait  à  léqua- 
tion  (3)  et  qui,  pour  u  =  Uqi  prend  la  valeur  v^  en  même  temps  que 
sa  dérivée  première  prend  la  \aleur  c^. 
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iTO.  Aclievons  de  détenniiier  l'équation  difléreiilielle  des  lijjnes 
géodésiques  en  calculanl  les  fonctions  L,  M.  i\.  P.  Remarquons  que  // 
et  p  jouent  le  même  rôle,  sauf  que,  par  pcinnitalion  de  u  el  v,  \.  B.  (> 
chanjjont  de  signe;  de  sorte  que  P  se  déduit  de  L,  et  N  se  déduit  de  M 
par  permutation  de  //  et  r.  et  changeinenl  iJt;  signe.  Il  nous  suffit 
donc  de  calculer  L,  coefficient  de  diiK  et  M,  coefficient  de  du-  dv. 
Nous  avons 


L  = 


Ox 
Ou 

Oy 
Ou 

(r-x 

O'-v 

du^ 

Ou^ 

Oz 
Ou 

0-z 

G 


et 


M 


Ox 

àv 

't;.- 

Ox 

Oy 

Oz 

ou 

Ou 

Ou 

Ov 

Ov 

Ov 

OKt 

0-  i- 

O-'z 
Ou  Ov 

-i- 

0-x 
Ou-i 

0\y 
Ou^ 

O'-z 

Ou  Oi' 

Ou  Oi' 

Ou^ 

A 

B 

G 

A 

B 

G 

Je  dis  que  tous  les  coefficients  de  l'équation  (2)  s'expriment  en 
fonction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées.  Il  suffit  de  le  montrer  pourL 
et  M.  En  développant  chaque  déterminant  par  rapport  aux  éléments 
de  la  seconde  ligne,  nous  avons 


^a  Ou-  \    Ou  Ou  j 


x,y,z 

M=.2< 

(^Oz        ^.Ov      O^x 
\     Ou           Ou  1  Ou  Ov 

ormons  d 

Ou 

.y('B^-G^) 

^  •       Ov  Ov  ) 


-,0y\  O'^x 
Ou' 


Oz        ^  Oy       /  Oz  Ox        Oz  Ox\  Oz        / Ox  Oy        Ox  Oy  \  Oy 


Ou 


Ou 


=  ( 


Ou   Ov 


Ov  Ou  I  Ou 


Ou  Ov 


Ov   Ou  /  Ou 


Ox 
Uv 

Ox 
Uv 


OzV^l        Ox  /Oy  Oy        Oz  oz  \ 
Ou)   J        Ou\àu   Ov         Ou  Ov  / 


'  OxX-l        Ox  /  Ox 

Ou/    J        Ou  \  Ou 


Ox  Ox 

Ov  Ou 


En    permutant    //    et    f,    le    premier    memijre    se    transforuie    en 

—  B h  C  —  ;  le  second,  en  G- E-r-'  ''^'  sorte  qu'on  a 

Ov  Ov  Ou  Ov  1 

Ox 


B^-G^f  =  F^-G, 
Ov  Ov  Ov  Ou 


iS 
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l'ii  |)()rtanl  ces  valeurs  dans  L  el   M.  il  \ienl 

^  O-x  d.r  -^  ')-./■  d.r 

^à  du^    dv  ^à  du-   au 

""    '     .^  du  di^   di-        "     ^d  du  d<i'  du  ^^  Ou-    ôv  jmd  du-  du 

Toutes  les  quantités  figurant  dans  ces  formules  sous  les  signes  ^ 
s'expriment  (n°  ^TO,  p.  266)  en  l'onction  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dé- 
rivées. Donc,  tous  les  coefficients  de  l'équation  dilFérentielle  des 
lignes  géodésiques  ne  dépendent  que  de  E,  F,  G  et  de  leurs  dérivées. 

Il  en  résulte  que,  dans  C applicntion  de  deux  surfaces  l' une  sur 
V autre,  les  lignes  géodésit/ues  de  l' une  ont  pour  courbes  trans- 
formées les  lignes  géodésiques  de  l'autre  ;  autrement  dit,  la  pro- 
priété pour  une  ligne  d'être  géodésique  se  conserve  dans  la  défor- 
mation. 

477.  Nous  allons  cliercher  une  autre  forme  de  l'équation  différen- 
tielle des  lignes  géodésiques.  Prenons  comme  paramètre,  sur  une  telle 
ligne  considérée  comme  inconnue,  l'arc  s  de  la  courbe;  w,  v  seront 
des  fonctions  de  s  liées  par  la  relation 

^  /  duy-         ^  I  du  \    I  dv  \        ^  I  dv  \  "- 

F'our  exprimer  que  la  ligne  en  question  est  ligne  géodésique,  il 
faut  exprimer  que  sa  normale  principale  en  chaque  point  est  normale 
à  la  surface,  c'est-à-dire  perpendiculaire  aux  deux  directions  de  coef- 
ficients 


dx 

'!L, 

Oz 

et 

dx 

^ 

dz 

du 

Ou 

'ôû 

dv  ' 

Ol>  ' 

Ov 

Or,  étant  donnée  une  courbe,  si  l'on  prend  l'arc  comme  variable 
indépendante,  la  normale  principale  a  pour  coefficients  -ty'  "tY'  ~TT' 
On  a,  en  effet,  avec  les  notations  habituelles, 

a  1         doi.        d-  X 

On  a  donc  les  deux  conditions 

•^  Ox  d'-x  ■^  dx  d^'-x  

^^  ou   ds-  '  ^d.  dv    ds- 


O) 
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ISoiis  allons  Ittir  dmiiK  r  iiin^  (niiiic  <li(1('Ti'iilt'.   |-'.cii\ons  pour  cela 


I.  "  I  —i 

Or  (l^T  '    ils    Ou 


dx       ^  Ou) 
ds        ds 


Ou    ds-  ds 

de  sorte  que  la  première  coiidilion  ('))  peiil  s  écrire 


d   ^  dx  Ox        ^  dx       '  Ou  ' 
ds  ^Êà  ds   Ou        ^à  ds         ds 


dx  Or 


dx  Ox  du         Ox  dv 

—r-  par -, \ 7- 

ds    '         Ou   ds  ()%■    as 


Hemplaoons  -j-^  par ; \ — —y  110ns  aurons 


^(' 


ydx  Ox       „  du        ,,  at' 
^^  ds   Ou  fis  ds 


Nous  avons,  d'autre  part, 


d  1  àx  .        d'-x  du         0-x    dv 


ds  \  du  I        Ou-    ds     '    Ou  Ov  ds 


d  où 


dx    d  I Ox\ 


du 


Ox  O'-x 


•^  dx    d   l  Ox  du    -  ^  Ox  0-x 

j^  ds    ds  \  du  j        \  ds  )    ^^  Ou   Ou- 

(  du'    (  dv\  /V^  ')^    à-x         v^  dx  à- x 

['ds  )  \ds)  \Jid  'ôû  Ou  Ov  '^  ^'ôv   'ôû^ 

/  dv  \  -  •^  ôx    0-  X 

\ds  /    ^d,  dv   du  dv  ' 


ce  f[ui  s  écrit 
■^  dx    d  / 

2à  ds  TTs  ' 


dx    d  f dx 

du  I         1 


\'ds)   '^  ^' dû  \'ds  )  \ds  )  ~^  JÛ  [ds  )   J 


oE  /du 
du 


La  j)reiinère  condition  (5^  prend  donc  la  forme  suivante  : 

/  {  E—       F  —  "l 
^'^  '       ds  '^      ds)  _\'JE  /du    -'         ^  /di£\  /dx_.       dQ,  /dv\  2  "1  _ 

'  ds  ~[ou^7n)    ^'^ôri\d7)[d^)^ôû\d^)   \~'''' 

de  même,  la  seconde  cfindition  est 


(7) 


ds 


[dE  /duY         d?  (du.  fdv\       dG  /dv\i^ 

I ^  U;j  ^ '■  dU  [ts)  [d:)  ^^[dS)  l^""' 


Nous  a\ons  deux  équations  dillércntielles  flu  second  ordre  par  rap- 
port à  ft  et  c  considérés  comme  fonctions  de  .v.  A  ces  deux  é-quations 


2^  CllAPlIHi:    M.    —    APPLICATIONS   GKOMÉTRIQUES. 

il  faut  joindre  la  lelaliun 

Ces  relations  vont  nous  être  utiles  pour  démontrer  une  propriété 
iniporlanle  des  lignes  géodésiques. 

i78.  Calcul  des  variations.  —  Considérons,  dans  un  plan  rap- 
porté à  deux  axes  de  coordonnées,  deux  points  A(:ro,yo)?  B(-^i5jKi) 
et  une  courbe  C  passant  par  ces  deux  points,  d'équation 

Supposons  qu'on  donne  une  fonction  ^ {^ly,  y')  dépendant  de  x, 
de  ^■=f{x)  et  de  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  x,  qu'on  suppose 
exister  en  tout  point.  A  une  coiirlje  C  déterminée  joignant  les 
points  A  et  B  correspond,  pour  la  fonction  \  ,  une  valeur  déterminée. 

Cela  posé,  considérons  l'intégrale 

U  =    /       \{.T,y,y)dx, 

qui  est  en  quelque  sorte  une  intégrale  curviligne  prise  le  long  de  C. 
Proposons-nous  de  déterminer  la  courbe  C  de  telle  manière  que  U 
ait  sa  valeur  minimum. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soit 

l'équation  de  la  courbe  cherchée.  Faisons  rentrer  cette  courbe  dans 
une  famille  de  courbes  dépendant  d'un  paramètre.  Nous  obtiendrons 
ce  résultat  en  prenant,  par  exemple,  la  faïuille  de  courljes  suivante  : 

y  =¥{x,'x)  =/{x)  -^  oi{x  —  Xii){x  —  j:,)  o(ir,  a), 

o  étant  une  fonction  arbitraire  de  x  et  de  a  assujettie  seulement  à 
conserver  une  valeur  finie  et  à  avoir  des  dérivées  également  finies. 
On  reconnaît  que  pour  a  =  o  on  obtient  la  courbe  C.  De  plus,  on  a, 
quel  que  soit  a, 

F(a7o,a)=/(:ro),         ¥{x^,a)  =f{xi). 

L'équation  yz=:F(^,  a)  représente  donc  bien  une  famille  de 
courbes  passant  toutes  par  A  et  B,  et  cette  famille  renferme  la 
courbe  C. 
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Si,  dans  Ih  on   faily  =  F(.r.  a),   U  devient  une  certaine  fonction 
de  a,  (jiii  doit  avoir  sa  valeur  niinimuin  pour  a  =  o.  One  condition 


oU 


nécessaire  pour  cela  est  (pic  la  dérivée  —  soil  uidli-  pour  a  =  o 


_  ày 


Reniar(|uons  que    >'  est  l'onction  de   x  cl   de  a,  qu  on  a  y' 
et  que  F(^.r,a)  prend,  quel  que  ^oil  a,  la  luèmc  valcui-  pour  x  ^  X(,: 
de  même  pour  x  =  x,.  II  en  rcsulle  que  -j-  doit  »;tre  nul  |>our  .r  =  Xo 


el  X  =z  X  i ,  quel  (jue  soit  a. 
Cela  étant,  nous  avons 


dx. 


dS 


Évaluons  -r— .  V  dépendant  de  a  par  lintermcdiaire  de  y  et  de  j''  : 


dx 


(  )r,  on  a 


0\  ày 
dy   Ot. 

dy'    dy. 

ày' 

dx  doL 

<^) 

do. 

dx 

dU  _  r  '■' 

07.     ~  .1 


dW  dy         d\       \ûx  ! 
_i)y    doL  dy'        dx 


dx. 


dV 


\  doL  J 


l   d\  uj. 

Transformons  rinté^raie    /   -— ;  — ^- — -  d.r\  on  a,  en  intégrant  par 

,7    dy        dx  01 


parties, 


dm 

r  d\       '  f>a  !    ,     __  '-^V   dy 
J 


dy'        dx 


dy'  doc 


r,      4^ 


doL         dx 


en  entendant  par  -r-  (  — -,     la  dcrivee  de  — ■  prise  en  considérant   y 
'         dx\dy  j  dy    ^ 

et   )■'  comme  fonctions  de  x.  I^rcnons    les   intégrales  définies,  nous 


i 


dy'        dx 


\<iy'  d%/,.,     J,. 


^ 

dx        dx 


m 


dx. 


oy 


Comme  -^  est  nul  pour  ,r  =  x^  et  x  ^=  Xi,  la  première  expression 


dx 
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du  second  nu'iiihre  esl  nulle,  de  ï^orlo  (|u  on  peut  écrire 


(fx. 


et  celle  ([lumlité  doit  être  nulle  pour  que  L  puisse  être  mininiuni 
pour  la  courbe  C.  Je  dis  que,  si  la  ionclion  U  est  niininiuni  j)Our 
lare  AB  de  la  courbe  C,  elle  1  est  aussi  pour  une  poitiou  quelconque 
de  l'arc.  En  eflet,  si  elle  ne  l'était  pas,  il  y  aurait  deux  points  A,,  B) 
entre  lesquels  on  trouverait  un  nou\el  arc  A,  B,  pour  lequel  la  fonc- 
tion L  aurait  une  valeur  moindre.  En  raccordant  cet  arc  aux  arcs  AA, 
et  B,  B  de  C,  on  aurait  une  nou\elle  courbe  pour  laquelle  U  aurait 
une  Aaleur  plus  petite  que  pour  la  courbe  C,  ce  qui  serait  contraire 
à  l'hypothèse. 

La  fonction  U  étant  minimum  pour  une  portion  quelconque  de 
l'arc,  je  dis  qu  il  en  résulte  qu  on  a,  en  tout  point  de  l'arc, 

j^^ — -  =  o. 

Oy  dx 

En  effet,  supposons  que  le  premier  membre  de  cette  équation  ait 
une  \aleur  positive  pour  tous  les  points  d'un  certain   arc;  on  peut 

trouver  pour  j-  une  fonction  F(.r,  a)  telle  que  —  soit  positif,  autre- 
ment dit  on  peut  faire  rentrer  la  courbe  à  laquelle  appartient  l'arc 
considéré  dans  un  faisceau  tel  qu'en  passant  d'une  courbe  du  faisceau 

à  l'autre.  -^  reste  différent  de  o  et  positif.  Dans  ces  conditions,  ^  aurait 

une  valeur  diflerente  de  o,  ce  qui  serait  contraire  à  l'hypothèse.  En 
résumé,  une  condition  nécessaire  pour  que  linlégrale  U  soit  mini- 
mum le  long  de  la  courbe  C  est  qu'on  ait,  en  tout  point  de  C, 


\ày')- 


(8)  !Vz_^=o. 

dx  dy 

Dans  chaque  question  particulière,  il  y  a  lieu  de  voir  si  cette  équa- 
tion, qui  est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  en  y,  définit 
une  courbe  déterminée  à  laquelle  correspond  effectivement  un  mini- 
niuni pour  U. 

479.   Plus  courte  dislance  de  deux  points  sur  une  surface.  — 
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Soieiil  (f/o7*'o)»  ('/i)*'i)  l<''^  coo^(lonn(■c^  (uir\  iliyiies  de  deux  [joints 
donnés  A  et  B  sur  une  surface.  Définissons  une  courbe  passant  par 
ces  deux  points  par  une  relation  de  la  forme  r  =  '^(ti),  et  cherchons 
à  quelle  relation  doit  satisfaire  la  fonction  »  pour  que  l'arc  \B  de 
celte  courbe  soit  ininiiiiuni.  I.a  longueur  de  cet  arc  Ali  est 

[J  ^   f     /!■:-+-?.  F  p'--  (W-'-^  du, 

f  étant  remplacé  dans  la  fonction  sous  le  radical  par  '-s(m).  En  ajipli- 
quant  l'équation  (8  )  du  nunn'-ro  précédent,  on  voit  qu'une  condition 
nécessaire  |)()ur  (pic  L   soil  miiiimuni  est  (piOn  ail 

^  /  1'  -t-  G  c'  \        oE  OF    ,       t)G    , 

Vv^li-T-  -llM-'-H  Gc'2./  >h-  ,h-  ,h- 


^^«  2v/E-+-'.'.F  c'-t-Gp'-' 

En    introiluisant    la    diftérentielle   ds    de    l'arc,    qui    est    égale    à 


y'E+  2Fc'H-  (jc'-  r/w,  cette  condition  s'écrit 
F  >lu  -4-  G  dv 


\           ds           I        rc'E/^«    2         ô¥  fdu.\  /dv\       ôGfdvY-'] 
^9^     ds L^l'^/  ^"■^'^Ji^J'^'S^UJ  J  =  "- 

C'est  l'une  des  conditions  que  nous  avons  obtenues  (n"  477)  pour 
qu'une  ligne  soit  géodésique  sur  la  surface.  En  intervertissant  le  rôle 
de  II  et  c,  on  montrerait  que  cette  ligne  satisfait  aussi  à  l'autre  con- 
dition. Donc,  le  plus  courl  chemin  (V un  point  à  un  autre  sur  une 
surface  ne  peut  être  cju'une  ligne  géodésiciue. 

Cela  étant,  supposons  qu'on  ail  tracé  sur  la  surface  :  i  '  une  famille 
de  lignes  géodésiques  telles  que  |)ar  un  point  de  la  surface  passe  une 
ligne  de  cette  famille  et  une  seule;  2"  une  famille  de  courbes  ortho- 
gonales aux  premières.  Rapportons  la  surface  à  ces  deux  familles 
prises  comme  courbes  coordoniu-es  :  prenons  comme  courbes 
iv=eonst.  les  géodésiques,  comme  courbes  «  =  const.  les  courbes 
orthogonales.    Cherchons  la    forme    des    fonctions    E,    F,   G.    On  a 

d'abord 

F  =  o. 

En  second  lieu,  la  ligne  r  =  consl.  doit  salishiire  à  l'iWpiation  (q). 
On  recoMiiaîl  (jiie  cela  exige 

;â7  =  ^- 
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K  se  rcdiiil  donc  à  une  fonclii)n  dv  u.  Le  carré  de  rélénient  linéaire 
di   larr  <'-;|.  j>ar  suile,  de  la  forme 

(Is-  =  E(  «)(/'/''  -H  G(  ».  f  )  (h-. 

Prenons  un  nouveau  paranièlre  tel  'que  sa  difTérenlielle  soit  égale 
à  ^/E(M)  du.  On  voit  que  ds-  j)rend  la  forme 

ds-  =  du-  -^  G{  u.  i-  )  ds"-, 

et,  pour  une  ligne  géodésique,  nous  aurons 

ds-  —  du  - . 

La  distance  de  deux  |)oinls  A(^«o«  <"o)'  B(  //,,  Cq  )  sur  une  géodésique 
est  donc 

1  *"|  —  ^S.  I  =  i  "l—  «o|- 

Considérons  une  autre  courbe  joignant  les  points  A  et  B.  La  lon- 
gueur de  l'arc  AB  sur  cette  courbe  est 

,->  "i 
L  =    /       V^  1  -I-  Gr  -  du. 


C'est  l'intégrale  de  l'expression  y/iH-Gc'-.  qui  est  constamment 
supérieure  à  i,  c'est-à-dire  à  la  dérivée  de  u.  Donc  la  valeur  absolue 
de  L  est  supérieure  à  |  w,  —  ;/y  |  et,  par  suite,  à  |  5|  —  s^  |.  Les  lignes 
géodésiques  sont  donc  bien  des  courbes  de  longueur  minimum, 
tout  au  moins  dans  une  région  suffisamment  petite. 


CHAPITRE  VII. 

FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


I.  —  Produits  infinis. 

180.  Considérons  une  suite  de  quantités  réelles  ou  complexes  ;/,, 
//j,  ....  Un-,  ...  et  formons  le  produit 

P„=  «iMo.  •  -ii-u- 

Si  ce  produit  tend  vers  une  limite  Jinic  P  quand  n  croît  indé/i- 
nitneni,  on  dit  que  le  produit  infini 

UlU2-..Un... 

est  coni'crs^ent  et  a  pour  valeur  cette  valeur  limite. 
Soit,  par  exemple,  une  série  convergente 
«i-f-  «a-i-- .  •-!-  «ra-H-  ■ . 
dont  la  somme  est  s.  Le  produit 

est  égal  à  e«i+«s+- ••+««.  Par  suite,  lorsque  n  grandit  indéfiniment,  il  a 
pour  limite  e^.  Nous  dirons  que  le  produit  infini  de  facteur  général  r'*" 
est  un  produit  infini  convergent. 

Comme  pour  les  séries,  on  peut,  dans  l'étude  de  la  convergence 
d'un  produit  infini,  suppiinin-  un  nonil)ro  fini  de  termes  au  commen- 
cement du  produit. 

Remarquons  que,  si  un  facteur  est  nul,  tous  les  produits  à  partir 
d  un  certain  rang  sont  nids,  leur  liuiite  est  zéro. 

181.  Cela  posé,  considérons  un  pioduit  infini  de  la  foiine 

Je  dis  qu"///i  produit  de  cette  /orme,  où  les  nombres  «,,  u-,.  ..., 


•iSî 


ciiAPiriii:  VII. 


FONCTIONS    ELI.IPTiylES. 


//„,    ...  sont  réels  cl  posiiifs,    est  con\rrgent  ou  non  en   même 
temps  que  la  série  de  terme  i^énéral  u„  est  convergente  ou  non. 
V.u  ellel,  supposons  dabord  celte  série  divergente  ;  la  sonnue  de 
ses  n  jM-eniiers  termes  tend  vers  +  x  avec  n.  Or.  on  a 


(  I  -H  M  I  )  (  I  -(-  «2  ) .  .  .  (  I  -H  a-,  )  >  1  -h  ?/  I 


.  -i-  Un  ; 


donc  P„  tend  vers  -h  x. 

Supposons  maintenant  que  la  série  soit  convergente.  On  a 


<'"'  >  1  -T-  f<i,         e"i  >  I  -f-  «2î 


e"n  >  I 


(^uand  n  grandit  indéfiniment,  le  premier  meml)re,  par  suite  de  la 
convergence  de  la  série,  tend  vers  une  limite.  Le  second  membre, 
qui  est  P,,,  va  en  croissant  et  reste  inférieur  à  cette  limite:  il  a  donc, 
lui  aussi,  une  limite  P. 

Je  dis  que  cette  limite  est  indépendante  de  Vordre  des  facteurs 
du  produit,  c  esl-à-dire  que  si  1  on  opère  un  déplacement  de  termes 
dans  la  suite   «/,,   u.>,   ...,  //„,   ....   de  façon  à  former  une  suite  t^,, 

<'a. i'rt,  ...  composée  des  mêmes  termes  écrits  dans  un  autre  ordre, 

le  produit  • 

P'„  =  (  I  -1-  t'i  )  ('  H-  C'2  )  .  .  •  (  •  -I-  t\(  ) 

est  convergent  et  a  même  limite  que  le  premier.  D'abord,  il  est  con- 
vergent parce  que  la  série 


est  convergente.  Soit  P'  sa  limite. 

Fixons  un  nombre  /i,  et  prenons  q  assez  grand  pour  que.  parmi  les 
q  premiers  termes  ^',  se  trou\ent  les  n  termes  ^/,,  Mo,  ...,  Un-  Nous 
aurons,  comme  tous  les  facteurs  sont  supérieurs  à  i, 

On  en  déduit,  en  faisant  croître  //  indéfiniment, 

P  =  limP„^P'. 

On  montrerait  de  même  que  Ion  a  P'<P.  En  lésumé.  on  a 

P  =  P', 
ce  qui  démontre  la  proposition. 
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-i82.  TiiKoiikMK  r.KKicnAL.  —  .S"/  //,,  //j,  ...,  //„,  ...  sont  des  /lo/nhres 
complexes  f\>nn(inl  une  série  (tbsohnnent  convergente,  le  j>roduil 

(  i  -t-  «1  ). .  .(i  -+-  u„  ). . . 

est  co/n'erae/it ;  il  a  une  valeur  <lij)éreiile  de  zéro,  à  moins  (juc 
l'un  des  facteurs  ne  soit  nul;  cette  valeur  est  indépendtuite  de 
1(1/ (Ire  des  facteurs. 

I"   (lardons  los  notalions  précrdenles.  et  posons,  en  oiilre. 


et 

P;,  =  (l-+-  m'i  )...(!-+-  U'„). 

La  série 


étant  par  liy[)olhèse  convergente,  le  produit  1')^,  (pii  rentre  dans  le  cas 
du  n"  481,  est  con\ergenl  :  soit  P'  sa  limite.  Donnons-nous  un  nombre 
positifs.  \Ln  vertu  du  ihéoième  de  Caueliy  sur  les  limites  (t.  1,  p.  i5) 
et  du  fait  que  P),  tend  \  ers  P',  il  existe  un  entier/»  tel  que,  pour  n  >>  /k 
on  a,  quel  que  soit  h  >>  o, 

l'";i+/i  —  P«  <  =■• 

Formons,  d  autre  part.  1  expression  P,/_^.h —  P«  : 

P„-^/,—  P„=  (I  -+-  ?fi  ).  .  .(I  -j-  if„)[(i  -+-  u„^\). .  .(n-  u„+/,  )  —  ']• 

On  voit  que  le  second  nn-mbre,  si  on  le  suppose  développé,  est  une 
somme  de  termes  dont  chacun  est  le  produit  de  certains  facteui's  u  et 
est  affecté  d'un  coefiicient  positif.  L'expression  P),^^ — P^^  dillère  de 
la  précédente  en  ce  que  chaque  (juantité  ««  est  remplacée  par  u'^^^  de 
sorte  que  les  termes  de  cette  se(;onde  expression  sont  égaux  respecti- 
vement au\  mo(Udes  de  ceux  de  la  première,  il  en  résulte  qu  on  a 

P      , p      <  P'    , P' 

et,  par  suite, 

\\,+/,—  P„    <e. 

En  résumé,  à  tout  nombre  positif  s  correspond  un  entier  p  tel  que 
l'on  a,  pour  n  ~>  i>  et  li  >>  o. 

Cela  prouve,  dapirs  le  tlu'-orème  de  Cauchj  (p.  4)?  t]"'^  '■'  quini- 
tilé  P„  a,  pour  n  inlini,  une  limite  déterminée. 
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a°  Je  dis  que,  si  aucun  /acteur  <lu  produit  n'est  nul,  cette 
limite  P  ei>i  dijj'érente  de  zéro. 

u,i  tendant  vers  zéro,  on  a,  pour  n  su|)('Tieui  à  un  certain  entier  /», 

I  "n I  <  I  • 

Mettons  de  côté  les  termes  pour  lesquels  cette  inégalité  n'a  pas 
lieu,  c  est-à-dire  supprimons  au  commencement  du  produit  les  termes 
de  rang  inférieur  ou  égal  à  /?,  et  supposons  que  parmi  ces  termes 
aucun  ne  soit  nul.  Tout  revient  à  montrer  que  le  produit  infini  com- 
mencé au  (/?-l-i)'^™^  terme  a  une  limite  différente  de  zéro,  ou,  en 
d'autres  termes,  qu'un  produit  infini  dans  lequel  tous  les  u  sont  plus 
petits  que  i  en  module  a  une  limite  dillerente  de  zéro.  On  a  en  effet, 
dans  ces  conditions. 


i/inverse  de  cette  quantité  est  un  nombre  fini  que  nous  écrivons 

I ; 

I  —  l/„ 

de  sorte  que  nous  avons 


f:  =  '> 


Je  dis  que  ce  produit  -^  a,  pour  n  infini,  une  limite  finie,  c'est- 
à-dire  que  c'est  un  produit  infini  convergent.  Posons 


nous  avons,  comme  u„  tend  vers  o. 


Il  m  =;  I. 


bonc    la   série   de  terme   général  i>„   est  absolument  convergente, 

I 


comme  la  série  des  u„.  Par  suite  (i°),  le  produit  -p-  est  convergent; 


donc  le  produit  P„  a  une  limite  différente  de  zéro. 

3°  Montrons  enfin  que  cette  limite  P  est  indépendante  de  l'ordre 
des  facteurs. 

Soient  V,,  c'o,   ...,  v,t,   ...  les  quantités  ;/,,  u-^,  ...,  ««,  ...  écrites 
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clans  un  aiitio  ordre.  l'osons 

Q„  =  (1  -i-  i^iH'  -+- 1'2 1- .  .u  -n  i',W> 

Q;,=  (I  -+-  V\){l  -+-  V'.,).  ..(14-  V'„  }. 

La  série  de  terme  i;(''n<''i;d  t',/  <'l;»iil  ahsoliiinent  convergente,  le  pro- 
duit 0,i  est  convergent;  soit  Q  sa  limite.  D'autre  part,  P|,  et  Q)^  (qui 
rentrent  dans  le  cas  du  n"  iSl)  ont  des  limites  P'  et  Q'  qui  sont 
égales. 

Donnons-nous  un  noinhre  positif  s;  nous  pouvons  trouver  un 
entier/;  tel  que  1  on  ail.  ([uel  que  soit  A  >/J, 

|P;,-F'|<E,  |Q;,_Q'l<e. 

h  étant  choisi  plus  grand  que  yo,  prenons  un  entier  h'^h  assez  grand 
pour  que  tous  les  facteurs  (i  +  m,),  ...,  (\ -\- u/,)  appartiennent  au 
produit  Q/, .  On  reconnaît  que  dans  ces  conditions  1  expression 
Q;^ —  P/,  est  une  somme  de  termes  dont  chacun  est  le  produit  de 
certains  facteurs  a.  On  en  déduit,  comme  plus  haut  {cf.  1"), 

!  Q/.'  -Pn\-âl  Q/,  -  p;,  I  ^  I  q;.  -  Q'  I  +  I  I'a  -  P'  I, 
d'où 

!Q/,'-P/<l<2£. 

Quand  h  grandit  indéfiniment,  //  grandit  aussi  indéfiniment,  Q/,- 
et  P/i  tendent  respectivement  vers  Q  et  P,  et  Ton  a 

|Q-P;<2£; 

e  étant  arl)ilraire,  cela  montre  f|ue  l'on  a 

Q-P, 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  dit,  dans  ces  conditions,  que  l'on  a  /i/i  produit  infini  absolu- 
ment convergent. 

•483.  Considéi(jns  maintenant  uu  produit  infini  dans  lequel  les 
facteurs  sont  fmclions  d'une  ou  plusieurs  variables  réelles  ou 
complexes.  Le  produit  infini  constitue  lui-inéme  une  fonction  de  ces 
variables.  Posons,  comme  |)récédemment, 

p„  =  (1  -{-  «i)('  -r-  «2)---(i  —  "«); 
nous  avons 

P«-t-i  =  P/i  '  1  -^  "«-(-1  )  =  P/t  -*-  "«-f-i  Prti 
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(M.  si  1<^  nnxliiil  est  convergeiU  el  a  pour  liinilc  P,  nous  pouvons  écrire 

I' =  limP,,  =  Pi+ (P2- J^  ) -^  1 1':.- P-2) -1-.  .  .4- (P«+i- 1^0 +•  •  M 
ou,  d  après  la  l'chition  pr(''0('Ml(Mile, 

P  =  I  -H  ?/i  -h  I\«, -r-  1*2 «3 -H. . .-(-  P„ft„^.i-|-.  . .. 

Nous  avons  dans  le  second  membre  de  cette  relation  une  série; 
nous  dirons  qu'e/le  est  équivaleiilr  au  produit  donné. 

Supposons  que  les  fonctions  U\.  //j,  ...,  «„,  ...  forment  une  série 
normalement  convergente,  cest-à-dire  qu'il  existe  des  nombres 
positifs  ifi,  A'o,  . .  •,  ffii,  •  •  •  formant  une  série  convergente  et  tels  que 

dans  les  domaines  que  Ton  considère.  Posons 

Le  produit  G,,  rentre  dans  le  cas  du  n"  181  el  a  une  limite  G  quand  n 
croît  indéfiniment.  D'autre  part,  de 


on  déduit,  d'après  un  raisonnement  dé'jà  fait, 

:  P/i ,  =  G„. 
Considérons  alors  la  série  numérique  à  termes  positifs 

'  -i-  .•?l  -r-  G]  ,:^-2^-  ■  •  '-+-  G„  ffn-hl  4- ...  ; 

d  après  les  remarques  faites,  elle  est  convergente  et  a  pour  valeur  G. 
La  série 

a  ses  termes  respectivement  inférieurs  ou  égaux  en  module  aux 
termes  de  cette  série;  donc  elle  est  normalement  convergente.  On  en 
déduit  les  conséquences  suivantes  (n"^  2'îo  et  238,  p.  3  i  et  34)  : 

Si  tes  u  sont  fondions  continues  d' une  ou  plusieurs  variables 
réelles  dans  un  certain  domaine  relatif  à  ces  variables  où  la  série 
des  u  est  normalement  convergente,  le  produit  P  est  dans  le  même 
domaine  une  fonction  continue  des  mêmes  variables. 

Si  les  u  sont  fonctions  holonrorphes  de  variables  complexes 
dans  un  certain  s]sfème  de  domaines  A,  B,  G,  ...  oii  la  série  des  u 
est  normalement  convergente,  le  produit  P  est  une  fonction  holo- 
morplie  en  tout  point  intérieur  aux  domaines  A,  B,  G,  .... 
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4<SI.    Dériver  loi^aritlunitjuc  <l' un  produit  infini.  —  Soit 

/(^5;  =  (1  -r  »l  ).  .  .(  l-î-  Un  >■  •  . 

un  prndiiii   mlini,  les  //„  élaiit   fondions  liolomorplies  d'une  Nai'iaMe 

coinpi'xc  r.  cl  la  si  ri<'   7  u  1,  ('laiil   noiiiiah'iiicnt  convergente  dans  1111 

domaine  1).  Soil  a„  la  horne  siipcricuic  de  \iin\  dans  D;  a,,  Icnd 
\cfs  u  qnami  n  tend  vci'S  +  x.  Prenons  un  nombre  0  tel  que  o<C  0  <;  i  ; 
quand  //  dc|ta>>c  un  (^crlain  entier  />,  on  a  a„  <  z.  Posons 

(I)  /(Cl  =  (i  -f-  «,)... (n-  »/,joo), 

(•2)  ^{Z)  =  (l-t-  «,..+-1).  .  .Cl  —  lin  I 

l)";iiilre  part,  en  sii|)|)osant  |  M  |  <  i ,  désignons  par  Log(i  +  m)  la 
déterminai  ion  du  logarithme  qui  s'annule  avec  «,  et  qui  est  repré- 
sentée (n"  l2o3,  p.  53)  par  la  série 


Cette    série    représente    une    fonction    holomorphe    dans    tout    le 
cercle  j  m  |  ^  p,  puisqu'on  a  p  -<  i . 

Le  rapport  de  celle  fonction  à  a  est  égal  à  la  série 

u       u  - 

1 -  -  -H  .  .  . 

(pii.  étant  comme  la  précédente,  holomorphe  dans  le  cercle  |  ?^  |  £  0, 
reste  dans  ce  cercle  inférieure  en  module  à  un  nomhre  (ini  M.  On  a 
donc,  sous  la  condition  |  m  ]  ^  c, 

i  Log  (  n-  fO  i  ^  '^I I  "  i 

et  par  suite,  |)our  /i  >/>, 

I  Log(i  +  a„)|lMa„. 

<  >n  en  déduit  que  la  série 

(  3  1  Log(l  ^  U„^i)  -4-.  ..-H  ^Og([  -^  Un)  -f-.  .  . 

est  nornialeinent  convergente  dans  J)  ;  elle  représente  donc  une  fonc- 
tion  holomor[)lie  en  tout  point   inl»îrieur  à   D,   soil  ,!,'(-);  on  déduit 

de(;i) 

e'ogii-+-",,+,i  X  ...  X  ei-"B'i-t-",.i  X  . . .  =  e<«''= 

ce  (jui  s  ('cril 
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Par  conséquent,  i?(-2)  est,  pour  chaque  valeur  de  *,  égale  à  une 
détermination  de  Logcp(5). 

La  série  (3),  étant  normalement  convergente  dans  D,  peut  être  dé- 
rivée terme  à  terme,  en  tout  point  intérieur  à  D  (n°  238,  p.  3());  en 
outre,  si  D,  est  formé  des  points  de  D  dont  la  distance  à  la  frontière 
de  D  surpasse  un  nombre  positif/*,  la  série  dérivée  est  normalement 
convergente  dans  D,.  En  formant  cette  série  et  remarquant  (pie  la 

dérivée  de  toute  détermination  de  Log'.5(5)  est  ^,  on  obtient 

(4)  '^  = 


Chacunedes/>  fonctions  (i  +  «i  ),...,  (i  +  Up),  étant  holomorphe, 
a,  dans  un  domaine  borné,  un  nombre  fini  de  zéros  (n°  269,  p.  6^). 

Soit  A  un  point  intérieur  à  D  et  pour  lequel /(s)  est  différent  de  o; 
aucun  des  facteurs  précédents  n'est  nul  en  A.  Nous  pouvons  prendre 
un  domaine  borné  A  auquel  A  soit  intérieur,  ne  contenant  aucun  zéro 
de/(z),  et  contenu  dans  une  région  telle  que  D,  obtenue  par  le  pro- 
cédé rappelé. 

Chacune  des  fonctions ,  ■■-, est  holomorphe  en  tout 

I  -i-  «1  I  -H  it/,  ^ 

point  de  A,  donc  reste  bornée  en  module  dans  A  qui  est  fermé  et 
borné;  il  en  est  de  même  de  u\,  u'^,  . . .,  u,  de  sorte  que  les  p  fonc- 
tions   ' — >  ••  -,  — - —  sont  bornées  en  module  dans  A.  Cela  étant, 

I  -t-  «1  I  -i-  Up 

par  dérivation  logarithmique  de  (i),  et  en  tenant  compte  de  (4),  on 
obtient 

(5)  -^'^'-^ 


_/■(  Z)  I  -^  «1         ■  ■  ■    '      l^  Un 

Cette  formule  est  établie  pour  tout  point  A  qui  n'annule 
pas  f{z).  et  la  série  du  second  membre  est  normalement  convergente 
dans  tout  domaine  tel  que  A  (par  exemple,  il  j  a  certainement  un 
cercle  de  centre  A  dans  lequel  la  convergence  normale  est  réalisée); 
par  suite,  on  peut  effectuer  la  dérivation  logarithmique  du  pro- 
duit f(^z)^  et  dériver  indéfiniment  la  jormule  obtenue,  le  résultat 
restant  toujours  valable  pour  tout  point  autre  qu'un  zéro  de  f[z). 

485.    Comme  application,  partons  de  la  formule  (p.  'j6) 
I  -i  z  iz 

cot^  = 1 -1-. 


;;- —  --  z'^  —  n'-~'- 

valable  quand  z  n'est  pas  multiple  de  tî. 
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Les    termes  du  celle   si'-iie   sont   les    df'-i'ivf'es    l()gaiilliiiil<|iies    des 
expressions 


n-T.'- 


Foniioiis  alors  le  prodiiil 

La  série   7  —^ — -  es!  luinnaiement  converirenle  dans  loui  (ioiiiiiiue 
^U  n--'-  ° 

borné;  par  suite,  le  produit  considéré  représente  une  {owcùoxx  fi^z) 

holomorphe  dans  loul  domaine  borné,  par  suite  dans  toul   le  plan, 

autrement  dit  une  lonetion  entière,   l^ar  application  du  ii"   i8i,   on 

peut  opérer  la  dérivaticjn  logarithmique  de  cette  série,  ce  qui  donne 

f'(z)         I        V71         1Z 

-1- =  ^  +  7  —, T—,  =  c<Jt^- 

/{z)         z       ^  z^  —  n"-  rJ 

Mais  la  fonction  sinz  a  aussi  pour  dérivée  logaritluniquc  eot:;  ;  on 
en  déduit  que  le  rapport  -rr —  est  égal  à  une  constante  A.  Pour  déter- 
miner A,  donnons  à  z  une  suite  de  valeurs  tendant  vers  o;  on  recon- 
naît,  d  après  (i),  que  "^         tend  vers  i  comme  — ;— ;  donc  A  =::  i .  Ln 


résume,  on  a 


'"-'  =  K'-S)"-('-;^)' 


(Jn  peut,  en  partant  de  là,  obtenir  un  développemenl  eu  produit 
infini  de  cosz.  On  a,  en  ellet, 


sin2. 
cos-  —  — : — 


el 


[        4^^\/         i-'^\       /         4^^ 

5U12-  =  IZX  I  —  — -        I  —    ,— sr»-|l ;; — z     •  •  •  • 


En  portant  cette  valeur  ainsi  que  celle  de  smc  dans  la  rcl.ilioli  pré- 
cédente et  en  remarquant,  une  fois  le  facteur  iz  supj)riiiié,  que  les 
termes  du  dénominateur  sont  les  termes  de  rang  j)air  du  niiniéraletir, 
il  vient 


il  m  -t-  i)*  y- 


llciiiarcpiuiis  (jue  1  ou  retrouve  bienaiuM,  en  annulant  le.s  ddléreuls 
U.  —  II.  i.j 
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facteurs  du  produit,  les  zéros  de  cos2,  de  même  que  le  développe- 
nienl  de  sinr  met  en  évidence  les  zéros  de  sin^. 

186.  11  va  lieu  de  remarcpier  que,  dans  le  développement  de  sinz, 
chaque  terme,  sauf  le  facteur  s,  j)eut  être  décomposé  en  un  [)roduit 
de  deux  facteurs  du  premier  degré;  mais  le  produit  inllni 

que  ion  obtient  ainsi  ne  satisfait  pas  aux  conditions  de  convergence. 
En  eflel,  les  quantités  ;/  corres|)ondantes  ne  forment  pas  une  série 
convergente.  Mais  je  dis  (|u  on  peutécnie 


n 


en  considérant  comme  facteur  du  produit  I  1   chaque  expression 


(-^) 


Pour  montrer  que  ce  produit  infini  est  con- 


pour  /?<  =  rr:  I ,  -O-a, 
vergent,  posons 


U/rt  tend  vers  o  avec  —  •  Evaluons  Tordre  de  grandeur  de  U,„  par  rap- 
port à  —  quand  —  tend  vers   o;    cela  revient   à  évaluer  l'ordre   de 

grandeur  de  Log(i  +  U,«)  (en  désignant  ainsi  la  détermination  du  Log 
qui  s'annule  avec  U,«).  Or,  nous  avons 

Log(i  -h  U,„)  =  -^  -h  Log(  I ^^  )  =  — — 1 h—o  -•-•••    > 

°  m~  \         m-/        rnz        \^//i~        irn-Tz-  J 

Log(i-r-U,„j  =—  —^7-7— 


[],n  est  donc  comparable  à— 5'  e'^  entendant   par  là  que  le  rapport 

de  U»,  à  ^^  tend  vers  un  nombre  fini  quand  m  tend  vers  ±  oc,  par 
m-  *  * 

suite,  la  série  de  terme  général  U„j  (m  =  —  '  5  —  2,  . . .)  est  normale- 
ment convergente  dans  tout  domaine  borné.  On  en  conclut  (n"  483) 
que  I  |('  +  l^/«)  est  holomorphe  dans  tout  domaine  borné,  et,  par 
suite,  dans  tout  le  plan. 


i 
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D  aillecirs  ce  produil  est  évldcin  neuL  éqiiiv,il<Mil  au  produit  qui 
rej)réseiile  siii3,  car  si  l'on  groupe  les  terin;'S  coniiin;  il  est  iadiipié, 
en  prrnanl  d«'uv  valeurs  de  m  égales  et  de  sij^nes  contraires,  le  pro- 
duit de  ces  deux  fa;-leuis  est  égal  au  teraie  général  du  produit  sinr. 

En  résumé,  on  peut  écrire 


'-  =  -'^K'-;;^)^'"^ 


(  /n  =  =h  I ,  ±2, 


Celte  lonction  sn\z  et,  d  une  façon  générale,  toutes  les  fonctions 
trigonoinétriques,  les  fonctions  exponentielles  sont  des  fondions 
à  une  |)ériod<'.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  qui  suit,  de  définir  des 
fonctions  analytiques  de  z  à  deux  périodes. 


II.  —  Définition  de  -in,  "lu,  pu. 

487.  Soient  a  et  b  deux  nombres  complexes  dont  le  rapport  est  non 
réel.  Ils  sont  représentés  dans  le  plan  par  deux  points  A  et  B  non  en 
ligne  droite  avec  O.  Considérons  les  nombres  de  la  forme  ma  -h  nO, 
où  m  et  n  prennent  tous  les  couples  de  valeurs  entières.  Leurs  points 
représentatifs  sont  les  sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes  con- 
struit sur  ()  \,  OB  {^/Jg.  44)- 

Fis.  '/.. 


Cela  piisi',  éludions  la  série  à  tenues  po^ilils 

2' '—n' 

^^     fini  ~  nb  /■ 
A   étant    un    nombre    [)osilil    cl    7     indi  pi, ml    la    somme   des    lerm 


•mes 
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obtenus  en  tlonnanl  à  m  et  n  tous  les  couples  de  valeurs  entières 
possibles,  sauf  le  couple  m^n=:o,  1  accent  étant  mis  pour  rajipeler 
cette  exclusion. 

Je  dis  que,  si  a  est  plus  grand  que  2,  cette  série  est  convergente. 
En  elVet,  {groupons  les  points  ma  +  nb  de  la  façon  suivante.  Prenons 
d'abord  le  parallt-logramnie  P,  de  centre  O,  tel  que  A  el  B  soient 
milieux  de  cotés  pour  ce  parallélograniine.  Il  j  a  sur  P,  Iniil  points 
qui  sont  sommets  du  réseau.  De  plus,  on  voit  que  l'on  oI)tiendra  tous 
les  sommets  du  réseau  en  prenant  successivement  tous  les  parallélo- 
grammes P,,  P2,  ...,  Pa,  .-.,  Pa  étant  homothétique  de  P,  par  rap- 
port à  O,  le  rapport  d'homothélie  étant  h  {fig.  44)- 

Soit  p  un  nombre  positif  tel  que  le  cercle  de  centre  O  et  de  rajon  0 
soit  intérieur  à  P(.  Les  huit  sommets  situés  sur  P,  ont  des  modules 
supérieurs  à  p,  de  sorte  que,  pour  chacun  de  ces  huit  sommets,  nous 
avons 

<4. 


nb  :>> 


Po  contient  2.8  sommets,  et  le  module  de  chaque  terme  correspondant 

de  la  série  est  plus  petit  que  r-  Dune  façon  erénérale,  P^  con- 

tient  8  A  sommets,  et  le  module  de  chaque  terme  correspondant  de  la 
série  est  plus  petit  que  — — -•  Il  en  résulte  que  l'on  a 

V \ .<8f)V..8(-L)'+...^A.8(J-)'-..., 


d'où 

j _8_  /         _i_    , i_ 


S' 


Si  A  >>  2,  A  —  I  est  supérieur  à  i  et  la  quantité  entre  crochets  est 
une    série  convergente.   Par   conséquent,  la   série  de   terme  général 

r  est  convergente  si  A>-  2  (les  termes  de  cette  série  peuvent 

\ma-^nb  }  ^  ^  * 

être  écrits  dans  un  ordre  quelconque). 

ASS.   Remplaçons  dans  ce  qui  précède  a  par  2(0  et  b  par  2  (.<)'.  On 
pose 

du  étant  mis  pour  d(u),   I  1    désignant  le  produit  iulini  des  facteurs 


II.    —    DKFIMTION    DE    3"//.    îj /^    pu.  2^3 

ohteniis  en  laisaiil  .s*  =  :>,///(.)  + y/?  (o',  ///  el  //  picniinl  l(»iis  les  ('nii|ilt'.s 
de  valeurs  entières  sauf"  le  couple  m  =  n  =z  o. 

N()M>  allons  (raboni  iikuiIici'  (|iie  1   1   esl  coux  etf;ent.  lJ(''Sijj;nons  le 

fiicltiir  ';t''n«'Tiil  dv  ce  pioduit  par  i  -|-  L  :  on  a 


V 


/  Il  \      -  -h    -  :, 

=  (-7)-     "■• 


U   est   une   l'onclion   entière   de  — •    Formons    Log(i  ■{-  U),    (jui    est, 
comnie  1(^1  sait,  coniparahle  à  LI  ;  nous  avons 


u- 
u^ 


°  '  A-  IS^  \S  2S2  3  5» 

/    7/3 

Log(i-t-  U)  = 


La  (It'lcrmination  de  Log  (^  i  +  U)  qui  s'annule  avec  U  est  donc  une 
fonclion  analytique  dont  le  développement  en   série  commence  par 

un  terme  du  troisième  degré  en  — ;  il  en  est  donc  de  même  pour  U. 

Soit  R  >  o.  Astreignons-nous  d'abord  à  prendre  u  dans  le 
cercle  C  :  j  «  |  ^R;  soit  0  un  nombre  positif  inférieur  aux  modules  de 
tous  les  nombres  s  autres  que  zéro;  on  a,  dans  ces  conditions, 

R 


On  peut,  d'autre  part,  écrire 

la  série  entre  crochets  étant  fonction  entière  de  —  •  Comme  —  reste 


1}  - 


borné,  cette  série  reste  bornée;  soit  M  une  limite  supérieure  de  son 
module.  On  a  ainsi 

I  U  !  <  ^^ . 

I  s  I* 

La  série  y  ,  ,  (les  termes  de  cette  série  étant  écrits  dans  un 
ordre  quelconque)  est  convergente  (n"487);  on  déduit  de  là  que  la 
série^  U,  qui  a  ses  termes  au  plus  égaux  en  module  à  ceux  d'une 
série  à  termes  positifs  con\ergente,  est  normalement  convergente 
dans  C;  donc  le  produit  Jj  (1  +  U)  représente  (n"^483)  une  fonc- 
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tion  holomorphe  dans  t<  ut  cercle  C  intérieur  à  C.  Comme  le  rayon  R 

de  C  est  arbitraire,  le  produit  1  1   '  •  H-  ^  )  est  lioloniorplie  dans  tout 

le  plan. 

D'après  cela,  du  est  une  fonction  entière  de  u.  Klle  ne  s'annule 
que  si  l'un  des  facteurs  est  nul  (n"  {82^.  Or,  le  facteur  général  s'an- 
nule pour  u  =  5,  le  premier  pour  f/  =:  o  ;  les  zéros  de  du  sont  donc 
les  son.mets  du  léscau  des  points  s,  chacun  d'eux  est  zéro  simple. 

La  fonction  du  est  impaire.  En  eflVl.  le  produit  1  I  est  une  fonc- 
tion paire,  car  on  peut  grouper  ses  lacteurs  deux  à  deux  en  mettant 
dans  un  même  groupe  les  facteurs  correspondant  à  deux  nombres  s 
opposés.  Si  l'on  change  u  en  —  //,  chacun  de  ces  facteurs  se  change 

en  l'autre  et,  par  suite.  1  I    ne  change  pas,  du  étant  égal  au  produit 

d  une  fonction  paire  par  le  facteur  u  est  une  fonction  impaire;   on 

écrit 

a'(—  u)  — —  a'  u. 

489.  Par  application  f!u  piincipe  du  n"  484,  on  jicut  efl'ectuer  la 
dériAation  logarithmique  de  la  formule  qui  définit  ou,  puis  ensuite 
déri\er  indéfiniment  la  foi  mule  obtenue,  les  résultats  étant  valaldes 
en  tout  point  autre  qu'un  point  s.  On  pose 

:f u        u       ^  \u  —  s        s        s- 1 
P  "  =  —  2^'  "  =  -^  -I-  ^      1 ; ;    ' 


u^       À^  (  u 


if 


du  étant  impaire,  d! u  est  paire;  donc  X.u,  p' u  sont  impaires,  pu  est 
paire.  Les  seuls  points  singuliers  de  ces  fondions  sent  les  points  s; 
soit  Sq  l'un  d'eux.  On  a,  Sq  étant  zéro  simple  de  du, 


So 


)^'". 


[g{Si>)9^o]: 


on  en  déduit 


CM 


"  —  •««       ^ 


Donc  tu  admet  5u  comme  pôle  simple,  avec  résidu  i.  Par  dériva- 
tion, on  voit  que  pu  admet  le  même  point  comme  pôle  double,  la 

partie  principale  étant  • 


II.  —   iti:i-iMTio\   i)i:   -i II .   In.  j)//.  H}5 

i-9().    Considérons  hi  loriiinlc 

j)    U  =—      -    -r-    >      » 

le    si};Tie  ^  t'ianl  (''l<n(lii   à  tiMi>  l<s  [xjints.s.  sani   I  tin^iiu'.   <  )n   |)Ciil 
encore  écrire 

p  II  —    >    :  , 

j^  {  u  —  s  )•' 

le  signe  V"  ét;inl  élendn  à  Ions  les  soniinels  du  rt'sean  sans  exception. 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  qne  pu  est  une  fonction  double- 
ment périodique  ayant  pour  périodes  ?. to  et  9.0/.  En  effet,  augmen- 
tons u  de  20J  par  exeni|)]e;  rensemltle  des  expressions  (a  —  s)  est 
identique  à  rensenible  des  expressions  [it -\- 2m  —  s),  car  le  terme 
(u  —  Sq)  du  premier  ensemble  est  égal  au  terme  [?/ H- 210  —  (5o  +  ^^'^)] 
du  second. 

Donc  p'  u  ne  chan<;e  pas  quand  on  augmente  u  de  210.  De  même, 
on  reconnaît  que  p' u  admet  la  période  •no',  de  sorte  que  l'on  a,  m  et  n 
étant  deux  entiers  quelconques, 

p'  {u  -+-  T.  m  M  -h  in  oj'  )  =  p'  u. 

En  particulier,  on  a 

p'(  u  -h  -iw)  =  p' u, 
d'où,  en  intégrant, 

p(u  -{-  "xui  )  =  p  u  +  const. 

Pour  déterminer  la  constante,  faisons  u  =  — (•),  ce  qui  est  légitime, 
ce  point  n'étant  pas  sommet  du  r('seaii  :  il  vient 

pio  =  p( —  oj  )  -f-  const., 

€t,  comme  pM  est  une  fonction  paire,  on  déduit  de  là  que  la  constante 
doit  être  nulle.  On  a  donc 

p(  u  -h  7.0i)  —  pu, 

ce   qui   n;ontre   que  pit    admet  comne    période   p.to.   On  verrait  de 
même  que  2to'  est  aussi  période. 

En  résumé,  nous  \ oyons  qu'il  existe  des  fonctions  analytiques 
uniformes  doublement  périodiques,  à  sa\oir  la  fonction  p//  et  toutes 
ses  dérivées.  Toute  fonction  uniforme,  en  particulier  toute  fonction 
rationnelle,   de  pu    et  de  ses  dérivées,  possède   la   nu-me  propriété. 
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III.  —  Théorèmes  généraux  sur  les  fonctions  elliptiques. 

i91.  Considérons,  d'une  façon  générale,  une  fonction  admettant 
pour  périodes  les  nombres  2(0,  2to',  dont  le  rapport  est  non  réel. 
Formons  comme  précédemment  le  réseau  de  parallélogrammes  dont 
les  sommets  sont  les  différents  nombres  2mw  +  a/itu'.  Nous  dirons 
que  deux  nombres  complexes  *,  z'  sont  congrus,  ou  que  les  deux  points 
correspondants  sont  homologues,  par  rapport  à  ce  système  de  pé- 
riodes, si  la  difl»  renée  :■' — :■  est  égale  à  une  combinaison  linéaire  des 
périodes:  on  écrit  alors 

z' ^  z         (niod.aw,  ■lU)' ). 

Les  points  homologues  d'un  point  quelconque  A  sont  tous  les 
sommets  d'un  réseau  de  parallélogrammes  obtenu  en  faisant  subir  au 
premier  réseau  une  translation  égale  au  vecteur  OA.  Remarquons 
aussi  qu'étant  donné  un  parallélogramme  quelconque  de  périodes, 
par  exemple  celui  qui  a  pour  sommets  les  points  o,  210,  2w',  20) -{-2(0', 
tout  point  a  un  homologue  dans  ce  parallélogramme. 

i92.   Posons 

(l)  a»i  ^=  ),w  -r-  uw', 

A  et  UL  étant  deux  entiers  positifs  ou  négatifs.  Il  est  évident  qu'une 
fonction  qui  admet  comme  périodes  2  oj  et  aw'  admet  aussi  comme 
période  20J, . 

Supposons  maintenant  ).  et  <j.  premiers  entre  eux;  on  peut  trouver 
(en  faisant  les  opérations  du  plus  grand  commun  diviseui)  deux 
«ntiers  /.'  et  p.'  tels  que 

)>[J.' —  [jl)/=  I. 

Posons,  dans  ces  conditions, 

(•2)  Oj'j  =  ).'co  -i-  jj^'w'. 

Les  équations  (i)  et  (2)  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  to  et  w'; 
les  valeurs  que  l'on  en  tire  sont  de  la  forme 

a>  =  ).  1  o) I  -(-  ;jt.i  oj'j  ,  u>'  =  \\  Wi  -+-  ix',  w  j , 

A,,  [X,,  )/|,  [jl'i  étant  des  entiers.  On  reconnaît,  d'après  cela,  que  toute 
combinaison  linéaire  de  2to  et  2oj'  est  combinaison  linéaire  de  2(0,, 


« 

4 
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2<o', ,  et  réciproquement.  On  dit  que  le  système  de  périodes  20),  20)' 
est  équivalent  au  système  de  périodes  2 tu,,  20/,.  En  remplaçant 
l'un  des  systèmes  par  l'autre,  on  ohiirnt  1rs  mêmessommets  de  réseaux. 
Soit  R  l'ensemble  des  points  5  obtenus  on  parlant  d'un  svstèmo  de 
périodes  ato.  210':  on  dit  (pie  ce  système  de  pc'riodes  esi  primitif 
pour  unv  fonctiun  si  cette  fonction  admet  ces  périodes  et  n'admet  pas 
de  système  de  périodes  tel  que  le  réseau  correspondant  à  ces  nr)u- 
velles  périodes  comprendrait  d'autres  sommets  que  ceux  de  R. 

493.  On  appelle  fonction  elliptique  une  fonction  méromorphe 
doublement  périodique.  Par  exemple,  pu  et  toutes  ses  dérivées  sont 
des  fonctions  elliptiques. 

Par  définition,  une  fonction  elliptique  n'a  pas  d'autres  points  sin- 
guliers que  des  pôles,  qui  sont  d'ailleurs,  comme  pour  toute  fonction 
méromorplie,  en  nombre  fini  dans  toute  région  limitée. 

49i.  Une  fonction  elliptique  entière  est  nécessairement  con- 
stante. En  eflet.  le  module  d'une  fonction  entière  considérée  dans 
un  domaine  borné  est  borné.  Donc  le  module  d "une  fonction  elli|)- 
tique  entière  est  borné  dans  un  parallélogramme  de  périodes.  Par 
suite  de  la  double  périodicité  de  la  fonction,  il  reste  donc  borné  dans 
tout  le  plan.  D'après  le  tbéorème  de  Liou\ille  (n"  265),  une  fonction 
qui  possède  cette  propriété  se  réduit  à  une  constante. 

Une  fonction  ellijitique  qui  ne  se  réduit  pas  à  une  constante 
a  donc  des  pôles. 

49o.  Dans  un  parallelo<^ramme  de  périodes,  la  somme  des  ré- 
sidus d'une  fonction  elliptique  f(u)  est  nulle. 


Fi  g. 


Remarquons  d'abord  que  nous  pouvons  toujours  prendre  un  paral- 
lélogramme de  périodes  ne  contenant  aucun  pôle  sur  son  contour,  en 
efl'ectuant  au   besoin   une  translation.   Soit  AUCD   un   tel  parallélo- 
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gramme  {fig.  4>^\   ^^  «'liint  un  ve(>teiir  éqiiipollent  an  \ ecteur  p.(.), 
AD  an  verleiir  20)'. 

\<iiis  iixtms  (//leorr/nr  des  /('s/'r/i/s,  n"  ^T^) 

/       /(  it  )  dit  =  ■>.  iT^2_,  '^' 

^  R  représenlanl  la  s(^ninit'  des  résidns  rclallfs  anx  pùles  de  y  ron- 

tenns   dans    ARCD.    D'antre    |)art,   considérons    dans    Tinlégrale    les 
denx  parties 

/  /(„  if/,/_  ^   fin)  du. 

«^  Ali  •    ItC 

I^osons.  (|nand  //  décrit  DC, 

U  ^  '/]  -f-  -ito'. 

( Jiiand  le  point  //  décrit  le  coté  DC.  ?/,  décrit  AB.  et  Ton  a.  à  cause 
de  la  périodicité  de  y, 

/    f(u)dii=  I    f{iii)dui=  I    /{u)du, 

^^liC  '^All  •    AB 

d  où 

I    /(  Il  I  du  —   /    /(  Il  )  du  =  o. 

•    AI!  «^  lie 

On  reconnaît  de  même  que  l'on  a 

/     f{  u  "l  du  —  /     /"(  u  )  du  =  o, 


d"où 


et.  par  suite. 


/       /(  //  1  du  =  o 


ce  qui  démontre  la  proposition. 

Il  résulte  de  là  qu"//  tic  peut  exister  de  fonction  elliptique  ayant 
dans  un  parallélogtamme  de  périodes  un  pôle  simple  unique,  ^n 
effet,  pour  un  pôle  simple  le  résidu  est  différent  de  zéro;  d'ailleurs, 
le  pôle  étant  unique,  la  somme  ^R  se  réduirait  à  ce  résidu  et  ne 
pourrait  être  nulle. 

i96.    I>ans  un  parallélogianinie  de  périodes  relatif  à  lafonc- 
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tion  Jiu),  le  nombre  des  zéros  de  celte  fnnciion  est  égal  an  nombre 
de  ses  iiôles,  chacun  d^eux  étant  com/lr  mer  son  ordre  de  multi- 
plicité. 

Rcniarciiions  d  aliOKi  (jiic  le?  7.vvi^>  sont  <ii  iioiiihif  dm,  cnr  ce  sont 

les  pôles  (le  -. (lui  esl  une  fonction  ('lli|)tiniiç.  Prenons  un  parallé- 

I  /  (  /o    '  '       '  ' 

lograninie  de  périodes  MU'l)  ne  contenant  ni  [xMe  ni  //ro  sur  son 
contour. 

D'après  le  nunn'ro  préci-dnit.  ccninio  4: est   une  fonction  ellip- 

ticjne  aux  mêmes  |)éiiodcs  (|iie  /',  la  somme  de  ses  résidus  dans  le 
parallélogramme  AiU'I)  est  nulle.  D'autre  part,  cette  somme  est 
égale  (  n"  276,  p.  -\  )  à  7  p  —  Z-,^1'  Z-,P  '"''"'^  l''  'lonihre  des  zéros 
de  /'  dans  le  parallc'dogiamme  AB(.I),  ^y  If  nomhre  de  ses  pôles. 
On  a  donc 

On  en  déduit  la  consé<pience  sui\ante  : 

Considérons  la  fonction  /(Wj  —  C,  G  étant  une  constante.  Elle  a 
les  mêmes  pôles  et  les  mêmes  périodes  que  J.  Donc  elle  a  dans  un 
parallélogramme  de  périodes  un  nombre  de  zéros  égal  au  nombre  de 
pôles  de  f{u).  Donc  une  fonction  elliptique  prend  dans  chaque 
parallélo<^ranime  de  périodes  toute  valeur  finie  ou  infinie  le 
même  nombre  de  fois.  Pour  applicpier  ce  ibéorème,  on  aura  soin  de 
prendre  un  parallélograuime  sur  le  contour  duquel  /"(w)  ne  |)rend 
pas  la  valeur  C. 

4i)7.  Dans  un  parallélogramme  de  périodes  relatif  à  une  fonc- 
tion elliptique  f{u),  la  somme  des  zéros  diffère  de  la  somme  des 
pôles  ir une  combinaison  linéaire  des  périodes. 

Considérons  le  parallélogramme  de  périodes  ABCD,  et  prenons 
l'intégrale 

Posons,  sur  DC, 


3oo  CHAPITRE    VII.    —    FONCTIONS    KI.LII'TIOIES. 

qnaiiH  I»^  pdinl  ii  |>;ircourl  DC,  le  point  W(  |iarco(irt  AB,  et  nous  avons 
ru  fin)  r  -,/'^"i^^ 

d'où,  en  mettant  dans  la  seconde  intégrale  n  an  lieu  de  w,. 
ruf(u),  r  uf'(u)  <  C  f'^^^  ^ 

et,  de  même, 

.'ne/'"'  .%/'">  •'.»,./(") 

Pour  évaluer  /    =-77 — -  du.  par  exemple,  remarquons  que,  en  A  el  B, 
•  'm,  fdn        ^  '  I         T 

f{u)  a  la  même  valeur;  la  fonction  primitive  de  -^^  qui  est  une  déter- 
mination de  Log/'(«),  augmente,  quand  u  va  de  A  en  B,  d'un  mul- 
tiple de  ii~\  il  en  est  de  même  pour  /    -7- — rdu.  En  revenant  à  l'in- 
'  ^  '         .'ad/^") 

tégrale  /       -^ — :—du^  on  voit  que  l'on  a 

r    uf'(u)  ,         .  , 

I        ^- — —  du  —  2  t  TTf  2  m  to  -h  •.^  n  to  ), 
•Wd  /^«) 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers. 

Evaluons,  d'autre  part,  cette  intégrale,  par  application  du  théorème 

des  résidus.  La  fonction  -4r, — — -  a  pour  points  sinsruliers  les  zéros  et 

les  pôles  de  /;  en  un  point  a  qui  est  pôle  ou  zéro  pour/,  posons 

f=  {u  —  a)^  o(  u), 

'■s(a)  étant  fini  et  différent  de  zéro:  on  en  déduit 

/         u  —  a        ç 
y-  étant  régulière  au  point|r/.  On  déduit  de  là 

uf         ^uli  c'  ah  ,  9' 

-~  — -f-  a  -!-  = \-  h  -h  u  —, 

j  un  ç         u  —  a  '-f 

ce  qui  montre  que  a  est  pôlejsimple  [pour  lajfonction  -4^7  le  résidu 
correspondant    étant    a/i.    En    prenant  le    parallélogramme    de    pé- 
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riodes  ABCD  de  façon  (ju  il  ne  coutieant'  aucun  [jùle  ou  zéro  deysur 
son  contour,  on  voit  que  1  on  a 

/        — ^ ilu  =  il-  >  an. 

y  ah  élanl  la  soiiune  des  zéros  diminuée  de  la  somme  des  jjùles.  En 
comparant  les  deux  salcurs  obtenues  pour  l'inléyrale,  on  a 

^  ah  =  i  /«  eu  -r-  i  n  (JL)', 

ce  qui  démontre  le  lliéorème.  On  dit  encore  que  la  somme  des  zéros 
est  congrue  à  la  somme  des  pôles  (mod.  2(o,  210'). 

498.  Si  deux  /onctions  elliptiques  aux  mêmes  périodes  ont  les 
mêmes  pôles  et  même  partie  principale  pour  chaque  pôle,  elles  ne 
diffèrent  que  par  une  constante. 

Soient,  en  etlet,  f{u)  et  '^{u)  deux  fonctions  remplissant  ces  condi- 
tions, a  un  pôle  d  ordre  h  pour  ces  deux  fonctions.  Ecrivons,  en 
mettant  en  é\idence  les  parties  princij)ales  en  ce  point. 


(«  —  a/*    '    {u  —  a)' 


oiii)  = r i — r  -t- •  . .  -t- —  -\-  <fi(  u ), 

'  ^    '       {  u  —  a/'        (  u  —  a ;/'->  u  —  a       ^        " 

J\  et  '^(  étant  deux  fonctions  régulières  en  a.  (Jn  soit  que  f —  '^,  qui 
est  une  fonction  elli[)ti([ue  aux  mêmes  périodes  que  f  et  '^,  est  régu- 
lière en  a.  Comme  f —  'v  ne  peut  avoir  d'autres  pôles  que  ceux  de  f 
et  de  C2,  et  qu'elle  est  régulière  en  chacun  de  ces  points,  y — '^  se 
réduit  à  une  constante  (n"  49 4"). 

499.  Si  deux  fonctions  elliptiques  aux  mêmes  périodes  ont  les 
mêmes  pôles  et  les  mêmes  zéros  avec  le  même  ordre  de  multipli- 
cité, leur  rapport  est  constant. 

En  efl'et.  le  rapport  de  ces  deux  fonctions  a  une  valeur  finie  et  dif- 
férente de  zéro  en  chaque  zéro  et  en  chaque  pôle.  Gomme  il  ne  peut 
avoir  d'autres  points  singuliers  que  ces  zéros  ou  ces  pôles,  il  se  réduit 
à  une  constante. 

11  résulte  de  là  i\u  une  fonction  elliptiipie  est  déterminée,  à  un 
facteur  constant  jnès,  par  ses  pôles  et  ses  zéros,  chacun  étant 
donné  avec  son  ordre  de  multiplicité. 
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IV.  —  Propriétés  des  fonctions  :r,  »,  p. 

500.   La  toaclioa   ^u  a,  eu  O,  un  pôle  simple  de  résidu  i,  et  l'on 
a  {n"  i89,  p.  294) 


^•'-i'tiu 


I  lu 

-s       s        s- 


-1 


s  —  Il  s 


^) 


La  l'onclion  'tu rsl  lioloinori)he  dans  louL  cercle  C  de  cenlre  O 

u  ' 

ne  contenant  pas  de  point  s  aulre  que  O;  elle  est  donc,  dans  G,  déve- 

ioppable  en  une  série  entière.  Ecrivons  donc 


j^  \s  —  u        s        s- / 


.^  A,,a"4-.... 


La  série  ^   du    premier    membre    est   normalement    convergente 

dans  C  et  peut  être  dérivée  indéfiniment   par  rapport  à  u  (n'"  48i. 
489);  on  a  ainsi,  pour  n^2, 

^"SY-^---") 

^4   \S  ■ —  tt  s  s-  /  'V^  Il  . 


du"  Âmi  [  S  —  n  ) 

En  faisant  u  =  o  dans  cette  relation.  0:1  a 


./-y 


n'.X„  =  — \  — ; /   =  —  /l'.y    ;: 


Pour  n  =  o,  la  sommc^  et  sa  dérivée  première^ j 

sont  nulles;  donc  A^  =^  V,  =  o.  Eulin  les  sommes^  — >  /^  —,  •  •  • 
d'exposant  impair  sont  nulles,  parce  que  le  réseau  des  s  est  symé- 
Iriqui;  par  rapport  à  O.  Nous  avons  donc,  eu  posant  C/f  :=:^  — ^  > 


,  «  == c >  a'  —  Cj  w  —  c^  u  — .  . 

u 


oOl.   Nous  pouvons,  d  après  la  théorie  des  fonctions  analytiques, 
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dériver  celle  série  leriiir  à  terme;  non-;  oblenoas  ainsi,  en  chanj^eanl 
lous  les  signes 

I         ,        .       .        . 

J  >  «   =  ^-    H^l/'  -t-   J  C'i  «  '  -r-  7  r  ;  M  •  -I-  .  .  .  , 

«- 

ce  développement  étant  valable  dans  le  cercle  C.  Ln  (l<''ri\ant  de  nou- 
veau, un  a  successiv  euient 

i 
pu  = -H  6  Cj  a  -(-  io  Cj  «  '  -(-    4  -t  C4  a»  -T- .  .  . , 

6        ^  ^.  , 

p    U   =  — r    -r-  O  Cj        -t-  00  Cj  «-  -H   i  I  O  C't  f^  •  -i-  .  .  .  . 

Tout  pulynome  par  rapport  à  jdm  et  p'w  est  une  fonction  elliptique 
aux  mêmes  périodes  que  pu  et  ne  peut  avoir  d'autres  points  singu- 
liers que  ceux  de  pu.  Nous  allons  chercher  à  former  un  polynôme 
en  pu  et  pu  qui  soit  régulier  en  (.).  Ecrnon» 


pu  =       — -  (  1 -H  3 Cj  a* -t-   5cîU^-i-. . .), 
^  u- 

p'a  = (1  —  "ic-iU' —  iocsm'''  — . . .). 

u'^ 

Nous  sommes  conduits  à  former  p'-  u  —  4p'  '^  • 
p-  u  —  4p'  "=  — 7  ['  •  —  3Ci  «♦  —  10C3  M'  —  •  •  ')-  —  (i  H-  3  Ci  a* 


jCaM— .  .  .;' 


Les  premiers  termes  de  Texpression  entre  crochets  sont  de  degré  4 
par  ra|)port  à  (/.  et  Ton  reconnaît  que  l'on  a 


p  -  u  —  4p*a= ; l4<JCj-r-. 


u- 


les  termes  ([ui  suivent  le  terme  140C3  étant  égaux  au  produit  de  u'^ 
par  une  série  entière  en  ;/.  En  comparant  cette  expression  avec  le 
dé\eloppeinent  de  pu,  nous  sommes  conduits,  pour  a\oir  une  expres- 
sion entière  en  «,  à  former 

p'-  u  4,P^  "  -f-  60C2  p  ti  -r-  I4OC3. 

Ce  pot  y  nome  en  pu  el  pu  est  une  foncllon  elliptique  de  u\ 
dans  C,  il  est  égal  au  produit  de  u-  par  une  série  entière  en  u\  il 
s  annule  pour  w  :=  o.  Nous  pouvons  trouver  un  parallélogramme  de 
périodes  avant  pour  centre  l'origine  et  dans  lequel  il  ne  peut  avoir 
d  autre  pôle  que  o.  Comme  ce  |)oint  n'est  pas  pôle,  la  fonction  n  a 
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aucun  pôle  cl  se  rciluil,  p.ir  suilc,  à  une  couslaule.  Coinuie  au  voisi- 
na-e  de  lorigiue  le  (lé\  eloppeuient  est  applicable  el  que  pour  //  :=  o 
la  f'ouctioa  csl  uullc,  il  eu  résulte  (ju"elle  est  couslaninieat  nulle. 
pu  satisfail  donc  à  la  relation  suivante  : 

p'ill  =  4p'«  —  60  Cl  pu  —  I4OC3) 

ou,  en  [)(»saul 

gi  =b0C2=  bo2_,  77  »  ^,=  i40C3=  140^  —  , 

Les  nombres  ^2  et  ^3  sont  dits  les  invaiiants  de  la  fonction  pu. 


0O2.    Ku  dérivant  cette  lelation,  on  en  déduit  successivement 
(a) 


p"  u  =  6p-u  —  — 


p   u  =  lîpu  p  u, 


Lune  quelconque  des  dérivées  de  pa  s'exprime  ^donc  au  moyen 
d'un  polynôme  en  pw  et  p' u. 
On  a  obtenu  (n"  501) 

«  =  i,  3,  . . . 

«^2,3, ... 

En  portant  ces  expressions  dans  la  première  relation  (2),  on  obtient 
1  identité  en  u 

[6-4-      2,     ('^"-  —  'H  2/1  —  2)  (in  —  j;c„M-''l 
«  =  2,3,...  J 

=  6      I  -r-       \^       {■in  —  l)CnU-"\    - 
L  /i  =  2,3 J 


-^uK 


En  égalant  les  coefficients  de  u'  et  u'\  on  a  des  identités.  En  éga- 
lant les  coelficients  de  a'-'\n^  4)5  *-"^  ^*  •^^'^^  égalité  de  la  forme 

{■j.n  —  i)(2/i  —  2)  {in  —  3  )c,i—  6[2(-2/i  —  i)C,i-T-  ^c^  c„_2  -i-  3  030^-3  h-.  .  .J, 
a,  |j,  . ..  étant  numériques.  On  tire  de  là  une  formule  de  la  forme 

C„  =  A  Ci  Cn-i  -H  B  C3  Cn-3  -h  G  C^  Cn.-\  -H  .  .  . , 

A,  B,  . . .  étant  des  nombres  variables  avec  n. 
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\insi  cha(jiie  (oeUiciciil  r„,  ;"i  [>;irlir  de  6".(,  s'f\|triiiic  eu  Idiiiiion 
d»^  To,  r.,,  ....  r„    2- 

Il  en  résulte  (pu-  /o//.s-  ces  coefficients  s' expriincnt  en  fond  ion 
tic  r._,  rt  C3,  c'est-à-i/ire  des  inva/ianls  g-,  et  g.^.  \\\\  duiitres  Icriiios, 
les  soinnies  >   — —  sexpi-iinenl  en  fouclion  do  >   —  et  7    — • 

503.  Homogénéité .  —  Si  X on  mulliplie  o),  o'  cl  u  |i;ir  un  laelcur  a. 
on  reconnaît  que  tous  les  facteurs  de  du  restent  in\arial)les,  sauf  !«• 

facteur  //  :  "i u  est  donc  uiulliidif'  par  <x\  de  nicnie  ^u  est  niull  inlif-  par  —  > 

111  -  '        '        [jt. 

P^'  P''»^  û-r 

Remarquons,  d  autre  pari,  que  g^^  g^  sont,  par  lapporl  à  (o,  (>/, 
liouiogènes  et  de  degrés  respectifs  —  /j,  — 6. 

oOi.  Nous  avons  vu  que  jj//,  ainsi  que  ses  dérivées,  admet  les  pé- 
riodes 2to,  2w'.  Etudions  l'eflet  de  l'addition  de  20)  ou  2  0l)'  à  l'argu- 
ment de  X^u.  Partons  de  la  relation 

p (  u  -\-  ■>. oj  )  —  pu  =  o. 

En  prenant  les  fonctions  |n'iinitives  des  deux  membres,  nous  avons 

Zi  u  -+-  9. oj j  —  lu  =  co n « t . , 

d'où,  en  faisant  n  ^= —  (o, 

tw  —  w( —  to)  =  const-, 

et.  comme  la  fonction  Z  est  impaire,  on  voit  que  la  constante  est  égale 
à  2lÇ(o.  de  sorte  que  Ion  a 

u  (  M  -f-  2  (0  )  =  tu  -h  2  w'O , 

et.  de  même, 

Ç  (  ;<  -r-  ■-'.  w'  )  =  Ç  M  -i-  •>. ^(o'. 

<  )n  pose  d  Ordinaire 
dV)ù 

H)  ^(m  -H  •20))  =  ^M  —  2ï;,  ^(//      -  .410')  =  ^M  +  '2//. 

En  remontant  à  la  fonction  5*,  on  dédiiil  <le  là 
<3'(u  -i-  2i>i  )  —  -i U  e-A"  c. 

B.    -    II.  <M^ 
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l'oiir  ililerniinor  la  conslanle  r,  laisons  //  =:  —  (o  ;   nous  avons 


s'il)  =  :  ( —  (o)e- 


f l,  coinnie  j  esi  impaire, 


—  piTM 


On  a  ainsi  les  formules  suivantes 
(4) 


oOo.  Les  constantes  r.,  y/  jouent  un  nMe  important  dans  les  for- 
mules précédentes.  Il  v  a  d'ailleurs  une  relation  sim|)ie  entre  les 
quatre  constantes  to,  03',  r,,  ■({ . 

Considérons  un  [)arallélogramme  de  périodes  ABCD  ne  contenant 
sur  son  contour  aucun  point  singulier  de  la  fonction  (fii^.  ^h),  et 

prenons  l'intégrale   /        Zudu.  Remarquons   que  le  contour  AHCD 
est  direct  ou  non  suiAant  les  valeurs  relatives  de  o>  et  w'.  Evaluons 


f  r  u  fin  —  I    lu 


du 


Sur  DC,  posons 


»  =  «  1  -1-  2  to  ; 
quand  u  parcourt  DC,  M)  parcourt  AB,  et  nous  avons 

/     la  du  —   I    l(  Ui-+-  Q. io' )  dui . 

•-  DC  «^  Ali 

ou,  d'après  ce  qui  |)récède, 

/    l,ada—   I     ^ // 1  f/i/ 1 -t- -2  r/  /     du^ 

'-  ne  '    AI!  •    Al! 

En  remplaçant   /    du  par  sa  valeur  20),  nous  déduisons  de  là 

•^  AB 

/    l  u  du  -V-  /    lu  du  —  —  {  //co. 

^  KM  •    Cl) 

Nous  aurons  de  même 

/    ludu-^  I    l  a  d  u  =  \c,(j}\ 
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(lOù,  |t;ii"  iuldilioii, 

/         Z_  Il  du  =  \  r/./    -  j  T,'  (o. 
•  A  m  n 

I)  autre  |);iit.  ;i  I  iiiti  rieur  ilii  |);iralKI(»i;raniMU'  de  pérludes,  il  ny  a 
(juun  [)ùle,  (jui  est  simple  cl  ;i  pour  résidu  i.  L'intégrale  précédente 
est  donc  égale  à  -h  jlÏt^  ou  —  y/—  suivant  que  le  contour  est  par- 
couru dans  le  sens  direct  ou  non.  On  a  donc  la  relation 

le  signe  (|u"il  faut  prendre  devant  le  second  membre  dépendant  de  la 
position  relative  des  points  B  et  D. 

306.  Cherchons  maintenant  à  exprimer  les  fonctions  elliptiques 
les  [)lus  générales  en  fonction  de  j,  v,  p. 

E.vpression  d'une  fonction  elliptique  au  moyen  de  d.  —  Soit 
une  fonction  elliptique  y'(M;  ayant  pour  périodes  2co,  2co'.  Considé- 
rons un  parallélogramme  de  périodes  ne  contenant  sur  son  contour 
aucun  pôle  ni  aucun  zéro  de  f  et  contenant  à  son  intérieur  les  zéros 
rt,,  <7o,  ...,  a,i  et  les  pôles  6,,  />2j  •••-,  ^«  ((^es  |3oints  étant  distincts 
ou  non).  -Nous  avons  montré  (u"  197,  p.  .'^)Oi)  que  Ion  a 

«1  -^  "2-^-  •  •■+■  fin  =s  6i  -^  è.>-i-.  .  .-t-  6„         (niod.2(o,  aco'j. 

Remplaçons  <7„  par  un  nombre  qui  lui  soit  congru  et  tel  que  la 
congruence  précédente  se  transforme  en  égalité. 
(>ela  posé,  considérons  la  fonction 

j  (  //  —  fil  )  z'f  II  —  n.>).  .  .:fi  u  —  o„  )  - 

?("-)= 7 — :: r :: 7 — 

Je  dis  que  cette  fonction  admet  la  période  aw.  En  effet,  si  nous 
augmentons  u  de  :<oo,  i^u  —  «<)  est  multiplié  (n"  oOi,  p.  3o6) 
par  — g'2r^(u-a^+M, ^  (jg  sorte  que  le  numérateur  est  multiplié  par 
( — i^rtg2T,(««-ïrt,+rtw)     Qg   même,   le   dénominateur  est  multiplié  par 

(— i)"e-'''<""~-*'+"'^^  Cominey  (/,  =y />/,  'j>{u)  est  niulti[)llé  par  i, 

et,   par  suite,  admet  la  période   20.    iJe  même  'j>{u)  admet  la  pé- 
riode 2tL)'.  '0  étant  d'ailleurs  méromorphe,  est  une  fonction  elliptique. 
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.le  dis  (jue -'  (jui  esl,   par  siiile,  aussi   une  fonction  ellipli(|uc,  n'a 

pas  de  j>ôles.  Kn  ollcl,  cette  fonction  ne  peut  avoir  d'autres  j)oints 

singuliers  que  les  zéros  ou  les  jnMes  de  f  et  es.  C)r,  en  chacun  de  ces 

f 
points,  c'est-à-dire  en  chaque  point  rt,,  <?., a,iy  b^,  ...,  />/,,  •   a  une 

f  .  '^ 

valeur  finie  et  ditîérente  de  zéro.  Donc  "^  se  réduit  à  une  constante  A, 

et  l'on  a,  par  suite, 

fi  u)  =  A  o(«). 

Nous  avons  là  une  expression  pour  une  fonction  elliptique  dont, 
on  connaît  les  zéros  et  les  pôles. 

o07.  Comme  application,  considérons  pu  —  pa^  a  n'étant  pas 
congru  à  zéro,  c'est-à-dire  pu  étant  fini.  Cette  fonction  est  elliptique 
et  a,  dans  un  parallélogramme  de  périodes  contenant  l'origine,  un 
pôle  unique  d'ordre  2  en  G.  Elle  a  donc  deux  zéros  dans  un  parallé- 
logramme de  périodes  :  ce  sont,  comme  on  le  constate  directement, 
a  et  —  a.  Ces  deux  zéros  sont,  en  général,  distincts;  ils  ne  sont  con- 
fondus que  si  l'on  a 


ou 


En  mettant  à  part  ces  valeurs  et  appliquant  le  résultat  précédent, 

nous  avons 

.  cïi  u  —  a)  -ji  u  ^  a  } 
p  «  —  p  o  =  A — • 


Pour  déterminer  A,  multiplions  les  deux  memhres  de  cette  relation 
par  u"^  et  faisons  tendre  u  vers  zéro.  Le  premier  membre  tend  vers  i^ 

tend  vers  i  ;  à  la  limite,  on  a 


3-2  a 

d'où 

(5) 


pu  — va 


=  A  3'( —  a)  ^a  = —  S.:f-a, 

-iiu  —  n)  a'i  tt  -h  a) 


■i-  a  3"-  u 


D'ailleurs,  les  deux  membres  étant  fonctions  continues  de  «,  l'éga- 
lité a  encore  lieu  pour  les  valeurs  <2  =  /?zojH-  iim'  que  nous  avions, 
mises  à  part;  la  formule  esl  donc  générale. 
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o08.    Prenons    les    dérivt'-es    loj;;iriiliini(juos    des    deux    membres 
de  (5^;  nous  obtenons 

(6)  — ^— -  ^i  «  — rt  )-)-!:(  M  H- a)  —  •/:?/, 

J'"  — .1'" 

et,  en  permiilant  //  et  a. 


=  —  ^J  u  —  a )  -i-  Z{  u  -^  a)  —  •^.'Ca, 


pu  —pa 
d'où,  en  ajouhint  memljre  ù  membre  et  divisant  par  2, 

(7)  LtJ!—J!J^=Uu-^a)-lu-ya. 

2    p  «  —  pa 

En  d(ri\ant  les  deux  memljres  de  cette  formule,  nous  obtenons 

^p'u  —  p'a 

I         pu  —  Il  a 

{ 8 )  p(  u  -h  a)  —  pu  = — ; — - —  , 

9.  du 

formule  qui  ))eut  être  considérée  comme  une  formide  d'addition  pour 
la  fonction  pu. 

En  dt' velopj)anl  le  second  membre,  il  vient 

1   p"  u  (pu  —  pa)  —  p'u(  p'  u  —  p'  a  ) 

n(a-i-a)  —  pu  = ; 

■2  {pu  —  pa  )'- 

Permutons  de  nouveau   u  et  r/,  et  ajoutons  membre  à  membre;  il 

\ient 

1    p"  u  —  p" o         I   (  p' u  —  p'a)- 

■ipi  u  -h  a)  —  pu  —  pa  = '■ h ' —  • 

'  -i    pu~pa         -iipu  —  paf 

D'autre  part,  d'après  la  relation  (2)  (n"  o02),  nous  avons 

p"u--  p"a  =  6p-u  —  6p-^a  =  6(p  u  —  pa)  (pu -h  pa). 

En  portant  cette  valeur  de  p" u  ■ — p"rt  dans  la  relation  précédente, 
nous  avons  finalement 

I  / p' u  —  v'a\- 
(9)  p(„  +  „,^.(^L___j    -pu-pa; 

c'est  la  foruiuLc  cUissirjue  d'addiliuii  de  pu.  En  la  dérivant,  nous 
aurons  une  expression  de  p' {u -\- a)  en  fonction  de  pu^  p' u.  En 
résume'",  nous  savons  exprimer  p(u  +  a),  p'{u  -}-  a)  en  fonction 
rationnelle  des  valeurs  de  ces  fonctions  pour  u  et  a. 
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500.  Expression  d'une  fonclio/i  elliptique  au  moyen  de  ^  et  de 
ses  dt'ri\-ées.  —  D'apns  l'étude  de  t,  on  a,  a  étant  une  valeur  quel- 
conc|uc  de  u. 


Ç  (  »  -  «  )  = 


{(i  —  rt)- 


-f-  fiinrtion  rcgulièie  en  or, 
fonction  réii;ulière  en  a, 


Çla-i)({/  _  a  )  =;  r — -  +  fonction  régulière  en  a. 


{u  —  a  P 


Cela  posé,  soil  f{u)  une  fonction  elliptique  ayant  pour  pôles  a^ 
0,  .  .  .,  /,  d'ordres  de  multiplicité  respectifs  a,  [îi,   .. .,  ).. 

Mettons  en  évidence  la  partie  jirincipale  de /en  a;  soit,  au  voisi- 
naore  de  a. 


f(u)  = 


Ai 


(ti  —ar 


fonction  régulière  en  a. 


La  fonction 


f(^'-[ 


A,  11  ( u  —  a)  —  A2  ^'(a  —  a  )  -h.  . 


(a  — ij!  J 


est,  d'après  la  manière  dont  elle  est  formée,  régulière  en  a.  Formons 
des  développements  analogues  pour  chacun  des  autres  pôles  by 
c,  . . .,  l,  et  prenons  la  fonction 


,i.b / 


r-t)^-'A: 


'(« 


—  a) 


La   fonction   -j   ne    peut    a\oir  d'autres    points   singuliers    que    a, 
6,  .  . .,  /;  étant  régulière  en  chacun  de  ces  points,  elle  est  donc  par- 


tout régulière. 


Je  dis  qu'elle  admet  la  période  ato.  En  eftet,  si  nous  augmentons  u 
de  2w,  les  fonctions  s',  CS  •  •  ••  ^''*~'^  •  •  •>  q'ii  sont  elliptiques  et  de 
période  2(0,  ne  changent  pas;  /(u),  par  hypothèse,  ne  change  pas 

non  plus;  '^(u  —  a)  augmente  de  27,,  donc  VA,i^(a  — «)  augmente 
de  2T,  \  A,.  Or\^A,  est  nul,  comme   étant  la  somme  des  résidus 

defiu). 

En  résumé,  «(m)  est  une  fonction  elliptique  de  périodes  2w,  2cu'^ 
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|)arloul  rt'i^iiln  re.  C  esl  donc  une  const;iiilc  (^i,  de  soi-lc  qu'on  a 


/( 


M)  =:  c  + y  Ta,  :;(  «-^)-^-...^-(—  O''-'     j*   ,^^-"(m  — a)|, 


Ceci  nous  donne  une  expression  de  In  fonction  elliptique  f,  con- 
iKtissanl  ses  pôles  et  les  parties  principales  r('htli\'cs  à  ces  pôles. 

olO.  Expression  d' iinr  fonction  elliptique  en  fonction  de  pu^p'u. 
—  Une  fonction  elliptique  de  périodes  2  tu,  "îm'  est  fonction  ration- 
nelle des  fonctions  pu,  pu  construites  cnec  ces  deux  périodes. 

En  effet,  ulilisons  la  dernirre  loriiitile  ol)leniie  en  remarquant 
que,  dans  le  second  xneinhre,  toutes  les  fonctions,  sauf"  les  fonctions 
!^(«  —  âî),  sont,  à  des  facteurs  numériques  près,  égales  à  p  et  ses 
dérivées,  par  conséquent  s'expriment  en  fonction  de  p  et  p' .  Comme 
d'autre  pai'l,  en  remplaçant  a  par  —  a  dans  (^)  (n"  0O8),  on  obtient 

X,(a  —  a)  —  X,u—X,a-\ , 

■>.    p  u  —  j3  a 

nous  a\ons 

y  ^  A,  ^(  //  —  a)  ^^  X.H  /  Al  -(-  fonction  ralioniHïllc  de  j>  u  et  p'  ii  ; 

^  A,  étant  nul  comme  nous  l'avons  vu,  il  ne  reste,  dans  l'expression 
de  f{u)^  que  des  fonctions  rationnelles  de  pw,  ,p'//. 

oll.  Deux  fonctions  elliptiques  de  mêmes  périodes  sont  liées 
par  une  relation  algébrique.  —  Soient,  en  effet, /(m)  et  <p(m)  deux 
fonctions  elliptiques  de  périodes  210,  2to';  considérons  la  fonction  j3W 
construite  avec  ces  périodes;  nous  avons 

/(m)  =  R(pM.  p'u),        9(h)  =  Ri(,p«,  p'«), 

K  et  R,  étant  deux  foneiious  rationnelles.  Joignons  à  ces  deux  équa- 
tions la  relation 

p'î«  ^  .\p-^u    -  gîpii  —  gi. 

Si,  entre  ces  trois  relations  algébriques,  nous  éliminons  p  et  p', 
nous  obtiendrons  une  relation  alg<'l)ri(pie  entre  /"et  cp,  ce  qui  établit 
le  fait  énoncé. 
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r)l!2.  ('onsidérons  la  loiiclion  j^'//.  On  leconnail  qu't'lk'  a,  dans  un 
|)aiall»logranime  de  périodes  contenant  roiii^ine  à  son  intérieur,  un 
seul  pôle,  à  savoir  :  l'origine,  qui  esl  pôle  triple;  donc  p' a  a,  dans 
un  parallélogramme  de  périodes,  trois  zéros  (n"  i9GV  Je  dis  que  ces 
liols  zéros  sont  congrus  respccti\enicnl  aux  nondjres  (o.  o)',  w -h  w'. 
l^n  eflfel,  la  relation 

p'  {U  -^  -Zlti)  =  pu 

(lounc.  vu  faisant  //  =  —  o), 

p'iù  =  p'(— (0)  =  -  p'i», 

d  où,  coiuuie  J)'(')  est  iiui, 

p'w  ^  o. 

Le  même  raisonnement  s'applique  à  [to'  et  u) -\- to' :  deux  quel- 
conques de  ces  trois  nombres  ne  sont  pas  congrus  entre  eux,  car  si 
Ton  avait,  par  exemple, 

lo'  =  to  -r-  '2  ni  II)  -—  ■>.  Il  o/, 

on  en  déduirait  que  le  rapport  —r  esl  réel;  ainsi  ces  trois  zéros  sont 

distincts. 

Cela  étant,  si  nous  désignons  par  ('^.  e^,  e-^  les  racines  du  trinôme 


àx^ —  gtX 


g^a    —  ,i,-3. 


nous  avons,  en\erlnde  la  relation  foudaincnlale  (i)  (n"  oOl.  [).  ■^»o4), 
p'^u  =  4(pi<  —  e,)(pff  —  e;o  H  pu  —  63). 

Chacun  des  trois  nombres  (o,  to',  oj -f- co',  qui  annulent  p  u^  doit 
annuler  Tun  des  trois  facteurs  du  second  membre.  Donc  poj  doit 
être  égal  à  l'un  des  trois  nombres  Ci,  e^,  e-g  ;  de  même  pour  pw' 
et  j3(to  +  o>'). 

Ces  trois  nombres  poj,  ,poj',  p{*Ji  +  oj')  sont  distincts.  \in  effet,  on 
a  vu  que  l'équation  pu  =  C  a  deux  racines  de  somme  nidle  (n''  507)  ; 
donc,  pour  que  deux  \aleurs  de  u  donnent  la  même  valeur  à  J3,  il 
faut  que  leur  somme  ou  leur  dillerence  soit  une  combinaison  linéaire 
des  périodes,  ce  qui  n'a  pas  lieu  pour  les  nombres  oj,  w',  co  +  to'  con- 
sidérés deux  à  deux.  Donc  les  trois  nombres  ^,,  e-i^  e-^  sont  distincts; 
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si  l'on  appelle  disiriminant  ('j   du    polviioiiu'   .\x'^  —  A''^"*"  —  A''    '^ 
quantité  gi —  '-^-'j  n\^  '^'^  f^i'  s'exprime  |)ar  la  condition 


V.  —  Cas  des  invariants  réels 

513.  Nous  allons  maintenant  particulariser  cette  «''lude  en  suppo- 
sant le  réseau  des  points  s  sytnétriqae  par  rapport  à  l'axe  Ox 
(par  suite  aussi  sjmélricpie  par  rapport  à  Oj^).  Je  dis  que,  dans  ces 
conditions  : 

1°  g-,  et  i?"3  sont  réels,  ainsi  que  tous  les  coefficients  désignés 
par  co,  C3,  ...  ; 

2"  G",  J^,  j),  p',  ...  prennent  pour  deux  valeurs  conjuguées  de  u 
des  valeurs  conjuguées,  et  en  particulier  prennent  [)our  //  réel  des 
valeurs  réelles. 

Nous  distinguerons,  dans  le  réseau,  d'une  part  les  sommets  situés 
sur  (),r,  d'autre  part  les  sommets  non  situés  sur  O.r,  qui  se  groupent 
par  couples  de  deux,  deux  points  d'un  même  couple  étant  symétriques 

par  rapport  à  Ox.  Dans  les  sommes    7   ~'  ^~U'   *"'   distinguons 

de  même  les  termes  qui  se  rapportent  à  ces  deux  sortes  de  points. 
Aux  points  situés  sur  O.r  correspondent  des  termes  réels.  A  deux 
points   s\iii(lriques    par  rapport  à   Ox  correspondent  doux   termes 

dont   la  somme  est  réelle.   Donc   les  sommes    7   —,    7   —,   •••?    par 

^  s*     J^  s''  ' 

suite  les  quantités  ^^,,  ^'3,  Co,  C3,  . . .,  sont  réelles. 

Démontrons  maintenant  la  seconde  propriété.  Rappelons  que  les 
facteurs  de  a",  les  termes  de  ^,  de  p  ou  p'  sont  lous  des  expressions 
contenant  l'argument  u  et  une  certaine  valeur  de  s.  Soient  Wq,  i/{ 
deux  valeurs  imaginaires  conjuguées  de  l'argument.  A  un  facteur  qui 
entre  dans   -jI/u  et   qui  contient  le  nombre  s„,  faisons  corres|>ondre 


{')   On    ramène   le    polvnome    considéré    à    la    forme    ^{x^-h  px -i- q)    en    posant 

p  =  ■  ■      >  q  =  — 7^',  d'où  résulte 
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«lans  3*//,  1»'  taclenr  (|iii  roiilient  le  nombre  .v,,  conjugué  do  5„. 
V  oliaiiur  fadeur  de  d Uo  correspond  ainsi  un  facteur  et  un  seul 
de  3*//,,  et  deux,  facteurs  corres|)on(limts  sont  imaginaires  conjugués. 
!)<•  inèiiic.  les  termes  de  Z//,  sont  les  imaginaires  conjugués  des 
termes  de  ^«oj  il  6n  est  de  même  encore  pour  pu,  p' if. 

Donc  du,.  ^//,,  ,p'/|,  ...  sont  imaginaires  conjugués  de  3* //y,  0/,ii 
,P^/.. 

ol  i.  Clierchons  de  quelle  manière  le  réseau  des  points  s  peut  être 
symétrique  par  rapport  à  Ox.  Soient  s  unsomm  "t  non  situé  sur  Oo:, 
.s' le  symétrique  par  rajiport  à  Oj:^.  En  complétant  le  parallélogramme 
sur  Os  et  0^',  nous  obtenons  un  point  qui  fait  partie  du  réseau  et 
qui  est  situé  sur  Oj\  Il  y  a  donc  des  sommets  du  réseau  situés 
sur  Ow. 

Prenons  le  sommet  situé  sur  Ox  le  plus  rapproché  de  O;  soit  A 


Fig 

.46. 

y' 

^/l 

B 

G 

0 

A 

X 

ce  point  (  /ig.  46).  Menons  par  A  la  parallèle  AjKi  à  Oj",  deux  cas 
sont  possibles  : 

i"  Il  n'j  a  pas,  entre  Oy  et  Ak,,  de  sommet  du  réseau.  Tous  les 
sommets  sont  alors  sur  O  )',  ^y^■,  et  des  parallèles  successives  équi- 
distantes.  On  a  un  réseau  derecLangles  {fig-  46).  Soit  B  le  sommet 
le  plus  voisin  de  O  situé  sur  Oy;  un  parallélogramme  de  périodes 
sera  le  rectangle  OACB  construit  sur  OA  et  OB,  et  nous  voyons  que 
les  périodes  /iriniitives  OA  et  OB  sont,  V une  réelle,  Vautre  ima- 
ginaire pure. 

2"  11  y  a,  entre  Oy  et  Ak,,  des  sommets  du  réseau.  Soit  A  la  paral- 
lèle à  Oy  équidistante  de  Or  et  AjKi  (fig-  47)-  S'il  y  avait  un  som- 
met C  du  réseau  entre  Oy  et  A,  on  en  déduirait,  en  construisant  le 
|)arallélogramme  sur  OC,  OC'(C'  étant  le  symétrique  de  C  par  rapport 
à  Ox),  un  sommet  D.  situé  sur  Ox  entre  O  et  A,  ce  <[ui  serait  con- 
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Iriiirc  ail  fiiit  qiio   A  est  It-  soinincl  le  plus  rapproclié  de  U.   Tous  les 
soinni<-K  lin  n'-soau  situés  cnlr»'  ()y  el  Aj)',  s(jnl  donc  sur  la  droit»-  A. 

K.s.  '.7- 


Soit  B  celui  de  ces  sommets  qui  est  le  plus  iap|)roché  de  O.r;  soit  B' 
son  symétrique.  Le  parallélogramme  OBAB'  est  un  losange;  les  pé- 
riodes primitues  OB,  OB'  sont  deux  nombres  imaginaires  con- 
iugurs. 

Nous  allons    étudier  les   fonctions  elliptiques  particulières  qu'on 
obtient  dans  ces  ileux  cas. 

olo.  Supposons  (0  réel  cl  positif,  tu'  imaginaire  pur  ;  soit 


\  étant  réel  et  positif.  Soient  A  le  point  to,   B  le  point  to';   con- 
sidérons le    rectangle  OACB  construit  sur  OA,  OB  {fig.  48).   Un 


Fis.  '.8. 


parallélijgrauune  de  périodes  est  le  rectangle  B  ayant  O  pour  centre, 
OA  et  OB  comme  demi-côtés. 

Cherchons  les  valeurs  de  u  qui   rendent  pu  réel.   A  cause  de  la 
double  périodirii*'  de  la  fonction  p,  il  suffît  de  ciicrchcr  ces  valeurs 
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dans  un  j>aralk'l()i;r;mmu'  de  périoiles,  par  exemple  dans  le  rec- 
lanf;le  R.  La  l'onction  pu  «'lant  paire,  il  sul'fîl  d  étudier  cette  fonction 
ilans  la  moitié  du  rectangle  R  située  à  droite  de  Oy.  Enfin,  la  fonc- 
tion prenant  îles  valeurs  conjuguées  pour  deux  valeurs  conjuguées 
lie  «,  on  peut  se  contenter  d'étudier  pu  dans  le  rectangle  OAGB. 
Soient 

/i  =  a  -h  lu'.         i/o  =  rt  —  bi 

deux  valeurs  conjuguées  de  l'argument;  comme  pu  et  pu^t  sont  con- 
juguées (n"  ol3),  pour  (juc  pu  soit  réel,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ail 

pu  =  p«u- 

(  )r.  nous  avons  vu  que,  pour  que  deux  arguments  donnent  la 
niènie  valeur  à  p,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  somme  ou  leur  difterence 
soit  égale  à  une  combinaison  linéaire  des  périodes.  Nous  devrons  donc 
avoir 

a  zh  //(,  =:  -2  ni  0)  -T-  2  n  to'. 

En  remplaçant  u  par  a  -\-  bi,  u„  par  a  —  bi,  lo'  par  i\,  et  en  pre- 
nant soit  le  signe  +.  soit  le  signe  — ,  nous  aurons  les  deux  solutions 

i"  a  =  niu)  ~-  ni/., 


bi 


(1  ou 


fj  =  m  M  : 


6  =  ni 


La  première  solution  a^  nnx>  nous  donne,  dans  le  rectangle  OAGB, 
les  côtés  OB  et  AC.  La  seconde  solution,  b  ^=  nX,  nous  donne  les 
côtés  OA  et  BC. 

En  résumé,  dans  ic  reclan gle.ÇiKQi^,  pu  est  réel  pour  lous  les 
poinls  du  contour  et  pour  eux  seulement. 

Dans  le  plan,  pu  est  réel  en  tout  point  dont  l'abscisse  est  un 
multiple  de  lo  ou  l'ordonnée  un  multiple  de  ).,  et  pour  ces  points 
seulement. 


516.  Étudions  la  variation  de  pu  sur  le  contour  OACBO.  En  A,  G, 

B,  nous  avons  pour  valeurs  respectives  de  pu  les  trois  nombres  pio, 
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3l' 


p(o)  -+-  to'),  p(»'.  (lui  sont  éfiaux  dans  leur  ensemble  aii\  iioiiihies  <?,, 
e.2,  e-i  (n°  ol2).  iVsons 

poj  =  ei,         j)(to -J- (o' )  =  é".),  pa»'=e3. 

iJuus  le  eus  aeluel,  r,,  ^a,  c':,  sunl  réels  et  tlislincis,  de  sorle 
qu'on  a 

Cr^    o—    cri     ^        (j 

I  )";iilleiirs.  cjuand  p;/  est  réel,  p'  n.  donl  le  cari'é  esl  réel,  ne  peut 
être  (|ue  réel  ou  imaginaire  pur.  Sur  OA,  p' u  est  réel  et  n  a.  en 
dehors  des  points  O  et  A.  ni  p<Me  ni  zéro.  Donc,  sur  D A.  pu  \arie 

toujours  dans  le  même  sens.  Il  /Kiit  de  -f-  x  (puisque  la  partie  prin- 
cipale est  —  )  el  décroît  jusqu'à  et  lorsque  u  varie  de  o  à  w. 

En  outre,  comme  p''^  u  =  4p'  u  —  i^ipn  —  gz  nest  pas  nul  sur  OA, 
sauf  en  A,  on  voit  que  ^',  esl  la  plus  t^rande  racine  du  polynôme 
/iX^  —  giX  —g-,. 

Posons  x=:j)//:   nous  aurons,  sur  OA, 

(Ix  =  p' u  du  =  —  y/ 4  T^  —  A'2  J'  —  A"".-»  du, 
,  dr 

du  = p=:i^=:^=z==  1 

d'où,  en  intégrant  entre  les  limites  .r  = -f- x,  x^e,. 

dx 


=  r 


\/\x^—  g^_x 


gi 


Notis  exprimons  ainsi  co  en  fonction  des  i  mariants  g-.,  g 
Pour  étudier  pu  sur  OB,  posons 


e  allaiil  <le  o  ;i  /.  (piand  //  déeril  le  eoté  OB.  Nous  de\ons  étudier  la 
fV)rirtion  JJ(^'V)  construite  avec  les  périodes  2(o,  uro',  ce  qu'on  désigne 
par 

p(  iv\  U),  w'). 

Nous  avons,  d'après  une  remarrpie  faite  sur  I  liDunigénéité  (n"o03), 

p(M'|0i,  OJ    )r=    -p  (e      -:,   -^    I 
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OU 

p{i\'  I  w,  to'  )  —  —  p(v  I  X,  /lo), 

en  rciiuinjuant  que  l'on  peut  clianger  Tordre  el  le  signe  dos  i)ériodes 
sans  changer  la  fonction  conslruilc  avec  ces  périodes. 

Nous  sommes  ramenés  à  <'ludier  la  fonction  p(r  |  A,  ùo)  (]uand  c  va 
par  valeurs  réelles  de  o  à  X.  C'est  juslemenl  l'étude  que  nous  venons 
de  faire.  De  plus,  les  in\ariants  de  cette  nouvelle  fonction  p  sont 
égaux  (n"  503)  aux  invariants  de  pu  multipliés  respectivement  par 
i'  et  /",  c'est-à-dire  à  ^2  et  —  ^'-3. 

En  appliquant  le  résultat  obtenu,  on  voit  que  lorsque  p  va  de  o  à  A, 
p(i-|A,  /to)  décroît  de  -h  00  à  la  valeur  p(A|  À,  ùo),  et  cette  valeur 
est  la  plus  grande  des  racines  du  polynôme  4-2^^  —  ^-^-^'^b^-  ^^''  ^^' 
polynôme  est,  au  signe  près,  le  transformé  en  —  x  du  polynôme 
4.y^ — g'tX  —  g;].  Ses  racines  sont  donc  —  C), — e^^  — ^.t,  et — 63,  qui 
est  égal  à  j3()v|À,  ito),  est  la  plus  grande  de  ces  racines.  Donc,  e^  est 
la  plus  petite  lacine  du  polynôme  ^x*  —  g^x  —  ^3. 

En  résumé,  quand  u  va  de  O  en  \^  sur  le  côté  OB,  la  fonction  pu 
est  réelle  et  varie  de  —  oc  à  63,  e,  étant  la  plus  petite  racine  du 
polynôme  ^x^  —  g-^x  —  ,«73.  En  C,  pu  prend  la  valeur  e^;  qi"  est  la 
racine  moyenne  du  polynôme. 

Sur  OB,  pu  est  imaginaire  pur,  car  l'accroissement  de  la  variable 
est  imaginaire  pur. 

Par  application  de  ce  qui  précède,  on  a 


T  =  '■=/, 


(IX 


v/T 


Quant  aux  valeurs  de  pu  sur  AG  et  sur  CB,  elles  sont  également 
réelles;  de  plus,  p' u  est  réel  sur  BC,  imaginaire  pur  sur  VC.  D'ail- 
leurs, p' u  ne  s'annule  ni  dans  un  cas  ni  dans  l'autre,  sauf  au  point  C; 
donc  pu  varie  toujours  dans  le  même  sens  soit  sur  AC,  soit  sur  CB. 
En  résumé,  quand  un  point  u  parcourt  le  co/i/o?^/' OACBO,  pu  est 
réel  et  décroit  de  -^  ce  à  —  oc,  en  passant  par  les  valeurs  <?,  en  A, 
e^  en  C,  ^3  en  B. 

En  ajjpliquant  les  deux  |)rincipes  de  symétrie  énoncés  au  début, 
on  en  déduit  la  valeur  de  la  fonction  pw  en  tout  point  où  elle  est 
réelle. 

517.   Supposons  maintenant  les  deux  périodes  primitives  inia- 


V.     —     CAS    DKii    I.NVAIUANTS    UKKI.S.  jl() 

g  1/1(11/ es  co/ij  i/i;  (/(fs,  suit 

•).  oi  —  a  -r-  3  /.         •>.  (»'  =  a  —  [j  t , 
a  et  |j  i  Id/il  (l(  u.i   noiiihii's  i>(>si ti fs .  Nmis  lirons  de  là 

Clicrclious   les  \;ilriiis  (le  r;irgiiiiifiil  (|iii  n-ndcnt    pit   réel.    Soient 
(Iciix  Nalciiis  (•(tiijugiu'es  de  rar^unieul 

ti  =  a  -r-  bi,  «„  =  a  —  hi\ 

jiour  (jue  j)  ;/  Sdil  réel,  d  faut  et  d  siillit  que  1  ou  ait 

pu   =  ]>!/,>, 

ce  qui  exige 

//   zb   «y  =    i  //I  M  —    2  /*  Oj', 

/»  et  /î  étant  enliers. 

On  obtient,  en  prenant  le  signe  4-, 

i.a  =z  (m  -h  n )  y.  -^  i  m  —  /i  )  3 i. 
ce  qui  eîi<;e  /7i  =  /},  a  =  /n  x  et,  en  pienant  le  signe  — , 

i  /j  i  =  {  m  —  n)  7.  —  [m  —  /2  )  3  «, 
ce  qui  exige  /?  =  —  //?.  h  =  /??  j. 


Il  faut  donc  (]uc  a  soit  niuliiple  de  y.  ou  que  b  soil  niulliplc  de  3. 
Tous  les  points  ii  =z  a  -\-  bi  satisfaisant  à  cette  condition  sont  les 
points  des  diagonales  du  réseau  des  parallélogrammes  ijig-  ^Çj).  Nous 
a\ons  ainsi   tous   les  points   d  un  réseau  de   rectangles  formé  par  la 
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parallt'lr  à   Or  iiK'iK'f  par  A,  la   pai-.illèle  à  O^  menée  par  G  et  les 
parallèles  écjuidislanles. 
Posons  encore 


Nous  avons 


jMo  =  ^1,  p(  to  -i-  co')  =  e-i. 

p(to  -r-  w')  =  jia  =  e... 


pw  =  ej. 


go  est  réel,  e,  et  <?:,  sont  imaginaires  conjugués,  car  les  points  to  et  to' 
n'appartiennent  ni  l'un  ni  l'autre  au  réseau  de  rectangles.  Par  suite, 
pour  le  polynôme  4-^'  —  0-2  f^  —  gif  on  a 

rr3    r)—  pr2    ^    ri 

A  cause  de  la  double  périodicité  de  pu,  il  suffît,  pour  étudier  les 
valeurs  réelles  de  cette  fonction  dans  tout  le  plan,  de  les  étudier 
sur  OA  et  sur  OC. 

Lorsque  a  décrit  OA,  p'  11  qui  est  réel  ne  sannule  pas,  sauf  au 
point  \.  pu  varie  donc  toujours  dans  le  même  sens  :  il  décroît 
de  +  X  «  ^2  lorsque  u  varie  de  o  à  a.  Posons  encore 


P  "  ; 


nous  aurons 


dx 
du 


p'ii  =  — ./ 


du  =  — 


dx 


gïX  —  g,„ 


s/  \X'^ 


^lX 


Intégrons  entre  les  limites  j:  =  -|-ao,  x^e-,.  u  va  de  o  à  a,  d'où 


=-/% 


dx 


s/\x-^-^^.,. 


=  =  / 


dx 


v/4^ 


Nous  avons  ainsi  la  valeur  de  a  en  fonction  de  g-^  et  ^3. 
Etudions  maintenant  la  fonction  sur  OC.  Posons,  sur  OC,  w  =  iv. 
Quand  u  va  de  O  en  C,  r  varie  de  o  à  [j.  De  plus,  on  a 

Le  système  de  périodes  -t->  — ^  n'est  autre  que  le  système  ^  —  ;'a, 
|î  +  /a.  On  passe  donc  de  la  fonction  étudiée  à  celte  fonction  auxi- 
liaire  p\V   —y  -^j,   en  permutant  le  rôle  des   deux  nombres  a,   ^. 
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Lors(]ue  r  varie  de  o  à  [i,  ("cltc  foiKiioii  \a  de  H- ce  à  la  racine 
réelle  du  polviiome  rorrespondaiil.  (  )i'.  Ifs  imarianls  n<tuv(!aiix  sonl 
égaux  aux  ancien-".  niulli|)l!t's  ic'S|)<'cli\  rniciil  par  /'  cl  /"  ;  ce  sonl  donc 
gi  et  —  i'.(.  Le  polvniiinc  en  x  correspondauL  est  4'^''  —  ©"•j^  +  ^s? 
et  ses  racines  sonl  — f'i,  — c,,  - — r,.  La  racine  r(''e||o  est  — e-^^  et 
Ton  a 


^  -^  Z?.! 


La  fonction  auxiiiauM^  allant  <le  -f-  x  à  — c-,^  la  loiiction  donnée  va 
de  —  3C  à  <'j. 

VI.  —  Inversion. 

518.  D  après  la  tliéorie  i;énérale,  g-,  et  g^  sont  fonctions  de  to,  oj'; 
dans  le  cas  du  réseau  symétrique  par  rapport  aux  axes,  nous  avons 
inversement  obtenu  les  expressions  de  w  et  to'  en  fonction  de  g-,  ^^ gz- 
Nous  allons,  en  restant  dans  ce  cas,  étudier  d'une  manière  plus  com- 
plète les  relations  entre  les  périodes  aoj,  aco'  d'une  part,  et  les  inva- 
riants g2i  g:\  dauli-e  jtarl. 

(considérons  le  cas  (n"  515,  ol6)  où  (o  et  -r-  sont  réels  et  positifs; 
nous  avons  oljlenu 


(i)    w 


/ 


dx 


.       \/4^-'-^'2. 


X^—  giX  -^  gs 


Nous  allons  tout  d  ahord    Iranslonner  la   première  intégrale.   Les 
racines  e,,  t%,  Ck  du  polvnome  sous  le  radical  sont  réelles,  et  l'on  a 


Nous  poserons 


i-i) 


«I    >  «"2  >  ^3- 


[j.-  =  e\  —  gj,  /i2  = 


£lll_fl, 
Ci  —  6-3 


On  a  /r- -<  I  ;  en  adjoii;nanl  aux  deux  dci-nières  é-qualions  la  rela- 
tion ^',  +  ^2+ C:)  =:  o,  on  peiil  les  résoudre  par  rappoi-t  à  e,.  r'j,  ^3, 
ce  fini  donne 


ei=    ..  »  6-1= ^; 


(  I  -f-  /,  2  )  ,jl2 


On  reconnaît  ainsi  qu'à  tout  syslènic  de  deux  nombres  positifs  u- 
H.  -  II. 
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et  /'-  lois  que  A--<  i  correspond  un  système  de  trois  nombres  réels  e^^ 
ej,  (':t    satisfaisant  à  <?,-(- e^  4- ^s  =  o,    et,    par  suite,   un    polynôme 
4 x'  —  S'iX  —  gi  de  discriminant  positif. 
Ecrivons 


Nous  poserons 


—  t'i  M  J'  —  t'î)  (  J7  —  e-i) 


y-  ^1  —  «3 


:;  allant  de  i  à  o  quand  x  va  de  Cj  à  H- oc.  On  déduit  de  là 


X  —  Cl  —  X  —  e:i  —  {ex  —  e^)  = 
X  —  e-i  =  ^  —  ^:)  —  (  ^2  —  ^3  )  = 


[JL-(  I  —  A^G- 


dx  =  — 


dx 


u-  dz 


1  \/{x  —  ei)  (x  —  ei)(x  —  e-i)  -=*        \i^  >/ (^i  —  z'- }  {i  —  k-z^-) 

d'où,  en  changeant  le  signe  de  l'intégrale, 

(3)  ■'--f\  "' 

Pour  passer  de  oj  à  A,  il  faut  remplacer  les  nombres  e,,  62,  63  par 
—  63,  — <?2,  — Ci;  par  cette  transformation,  <^'-  reste  invariable, 
A"-  est  remplacé  par  le  nombre 

/-'•2  =  --  Ci— (—ex)  _  g|  —  go  _     _  , , 
—  ez—(—  ei)        ei  —  63  ^ 


On  a  donc 

(4)  > 


■=■/■' 


dz 


v/(i-5-^K'  -A-'-^-) 


(A-  =  i-A-2;. 


ol9.  Nous  sommes  conduits  à  étudier  la  fonction  de  k 

(k<i). 


J^       V  M  —  C2  j  (I  — 


k'^z'i) 
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Posons  :;  =  s'\n'c,  '^  allant  d»-  o  à  -•  Comme  on  a 


dz  =  co?,(>  do,        v^'i  —  •3-=coso, 
il  vient 

H  ''^ 

.'      y/  I  —  A-  sin-'o       t/y 

On  peut  appliquer  il  la  (ouclioa  à  intégrer  la  formule  du  binôme, 

puisqu  on  a 

k-  sin^o  i  A'-<  1  ; 

on  obtient  une  série  normalement  convergente,  qui  peut  s'intégrer 
terme  à  terme,  de  sorte  qu'on  a 

/.  =  1.2,... 

Pour  avoir  la  valeur  des  intégrales  du  second  membre,  parlons  de 
la  formule 

(sin-/ — '  coscpj'  =  {-xp  —  I)  sin2/'-2o  cos-o  —  sin-/'cp 
=  {ip  —  I)  sin-/^--(p  —  ip  sin-/''j, 

<jui,  intégrée  entre  o  et  -,  donne 

o=(2/>  —  I)    /      sin2/J-2'^  (/'^  —  2/>    /      %\n-i'^do. 
Par  le  procédé  de  récurrence,  on  en  tire 


/"  .  ,       ,        -  I  .'î. .  .-i»  —  I 
•     ^       ■}.      ■i.\...'ip 

•eij  par  suite,  en  suj)posant  toujours  A"  <<  i , 

•l){k)  est  une  fonction  croissante  de  k;  je  dis  que,  quand  k  tend 
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vi'is  I.  <l{k)  crotf  indéfhtinwnl .  Reprenons  la  foiinule 


6(/-)-    / 


do 


0      V 


I  —  k-  sin- ' 


Remarquons    que.   si   lOn    remplace  k  j)ar   i,  la  fonction   st)us   le 
<;iirne    /  est  — ' — >  ilont  la  l'onction  primitive  est 


°'ii-4; 


et  cette  fonction  croît  indéliniment  (piand  -i  tend  vers  -•   Cela  posé» 
considérons  lintéçrale 


r 


(h 


/i-A- 


(£>0,    k^^l). 


Le  dénominateur  reste  borné  intérieurement,  de  sorte  que  cette 
intégrale  est  fonction  continue  du  paramètre  A',  même  pour  /.=  i  ; 
elle  a  donc  pour  limite,  quand  k  tend  vers  i.  l'intégrale 


c 


ci:, 


laquelle,  si  ion  a  choisi  z  assez  petit,  peut  surpasser  tout  nombre 
donné.  La  fonction  '}(A'),  supérieure  à  la  valeur  de  lintégrale  I,  peut 
donc  surpasser  tout  nombre  donné. 

En  résumé,  la  fonction  '\{_k)^  lorsque  k  varie  de  o  à  i   (extrêmes 

exclus),  va  en  croissant  de  —  à  +  oc. 


o20.  Cela  posé,  partons  d  un  svs-tème  de  deux  nombres  positifs 
arbitraires  (w,  a);  construisons  la  fonction  j)(// j  tu,  /).);  elle  satisfait 
à  une  équation  de  la  forme 

p'-^  «  =  4  p'»  u  —  A'2  P  u-  —  gz         (  g\  —  27 ^-|  )  >  o. 

De  gi  et  ^'3  on  déduit  (n"  0I8)  un  système  de  deux  nombres  posi- 
tifs (|j.,  k)  (A<^ij  qui  peut  êlre  considéré  comme  fonction  du 
système  (oj,  Aj.   Ces  quantités  sont  liées  par  les  relations  (3),   (4)v 
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qu'on  pont  inetlre  sous  la  forme 

(6)  w  =  -  'lU-  ).        l  =  '  •L(/rw?0- 

On  en  cléduil 

lo  •!/  (  /■  ) 


Le  second  menilire  <ie  celle  r(;hilii»u  rst  iin<'  lonclion  de  /  ;  (juand /»■ 
va  de  G  à  i ,  le  iiiunératcur  va  de  -  à  -|-  oo  en  croissant,  le  dénomina- 
leur  va  de  -f-x  à  -  en  décroissant  ;  le  rapport  va  donc  en  croissant  de  o 
à  -4-  ex.  l'ar  suite,  en  considérant  inversement  A"  comme  fonction 
de  —  '  on  voit  que,  lorsque  y  va  de  o  à  H-  x,  k  prend  une  fois  et 
une  seule  chaque  valeur  comprise  entre  o  et  i . 

Si  Ton  fait  varier  maintenant  (.<)  et  ),  de  manière  que  —  reste  fixe, 

la  relation  -j.  ^  —'lik)   montre,   k  étant  fixe,   que   <x  peut  prendre 

toutes  les  valeu/s  positives  possibles,  chaque  valeur  étant  obtenue 
pour  une  seule  valeur  de  w. 

En  résumé,  si  l'on  attribue  à  l'avance  à  'x  et  k  certaines  valeurs 
positives  et  telles  que  A"  <<  i ,  ou  peut  trouver  un  et  un  seul  système 
de  nombres  positifs  lo,  A  pour  lequel  les  fonctions  ui.,  A',  précédem- 
ment définies,  prennent  ce  système  de  valeurs. 

D'autre  |)arl,  un  système  de  nombres  (u.,  k)  (k<C.i)  détermine 
(n"  ol<S)  un  (loljnome  4'^'  —  ^2^  —  r>'"3  ^^  discriminant  positif,  et 
réciproquement. 

Par  conséquent,  si  to  et  A  varient  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, les  invariants  «o,  g^  qui  s'en  déduisent  prennent  tous  les 
systèmes  de  valeurs  possibles  pour  lesquels  on  a  i;\ —  '^1  §i  !>  Oi 
chaque  système  {g.^^  g-.i)  étant  obtenu  pour  un  seul  système  (oj,  a). 
De  là  résulte  la  conséquence  suivante  : 

Soit  l'équation  différenlielle 

(7)  (^«)'=  ^^'~'*'-'^'"^'  [(«"■:] -27 .d)>f>]- 

Il  existe  un  et  un  seul  système  (to,  a)  tel  que  la  fonction  pu  cor- 
respondante satisfasse  à  cette  éf|ualion;  ce  système,  étant  unique,  est 
nécessairement  donné  par  les  relations  (i). 
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Donc,  étant  donnée  r équation  dijférentielle  (7),  la  fonction 
p[u  I  co,  10'),  construite  avec  les  demi-périodes 


(I 


)      ^^=  f 


dr 


-'•/ 


dx 


e,      V^'i^''—  ^2^  -^i'3 


OÙ  Ci  et  e^  sont  .la  plus  grande  et  la  plus  petite  racine  du  poly- 
nôme 4^^  —  ^2-*^  —  o3i  satisfait  à  cette  équation'  dijférentielle. 
La  relation  [-)  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 


du  = 


d.r 


on  exprime  le  résultat  en  disant  (\\ion  effectue  lUnversion  de  l'inté- 
grale elliptique 

r  d.r 

u  =    /     ,  • 

Remarquons  enfin  que,  pour  calculer  to,  '/.,  connaissant  g^,  g-^,  on 
se  sert  des  formules  (2)  qui  donnent  |jl  et  /.•,  puis  des  formules  (5) 

61(6). 

521.  Considérons  maintenant  le  cas  des  périodes  imaginaires  con- 
juguées (n°  ol7).  On  a 

■2(0  =  a  -h  3/,  2 a>'  =  a  —  ^i,  a  >  o,  P  >  o, 

dx  r.  r^"  (Ix 

\X  —  g% 


(8) 


,r 


v/4^^ 


ix — g% 


r^" cix_ 


€2  étant  l'unique  racine  réelle  du  dénominateur.  Gomme  e,,  63  sont 
imaginaires  conjuguées,  nous  poserons 


(9)^ 


gj —  63=  pfcosO  -+-  t  si  116), 
en  —  ^1  =  pi  rosO  —  i  sin  H  ). 


Faisons  d'abord,  dans  lintégrale  qui  représente  7.,  le  changement 

de  variable 

X  —  e.>—  pC-, 

t  allant  de  o  à  H-  oc.  (  )n  a  alors 

X  —  63  =  p{t-  -r-  cos6  -i-  i  sin 6), 

X  —  ey—  p{t-  -r-  cos6  —  i  sin  6), 

dx  =  ipt  dt. 

I\x^  —  gïX  —  ^3=  4(a:  — ei  )(a:  —  e2)(-z^  —  ^3)  =  4p^<-[(<-^-  cos6)2-+-  sin^O], 
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d'où 

t—  —-  \  — > 

v/p  «  0        v'i  —  ^r- C.sO  -r-  f* 
co  (|tii  [tout  s'f'crire 


dt 

I  -   I- 


^-'"    v/-(t^v'"-'' 


Posons  inainlenanl 


sin-      =  A-,  /  =  laiiiT  -^5 =  — - 


nous  ferons  \arifr  .i  de  o  à  -.  On  peut  alors  écrire 


^'v 


I  —  A^  sin^! 


D'ailleurs,  en  faisant  dans  la  dernière  intégrale  '.p  =^  -  —  '^',  cp'  allant 
de  -  à  o,  on  reconnaît  que  les  deux  dernières  intégrales  ont  même 
valeur,  d  où 

(10)  a  =  ^    r   ^        f ■     .       :  =  4=«!^(/0. 

Pour  passer  de    a  à    3,    il   faut    remplacer  e,,   <?2,   e,,    par   — ^:i, 

—  eo.    — g),  ce  qui  revient  à  remplacer  0  par  d  +  7:,   ou   sin--   par 

cos-  -  =  I  ^ —  /."-.  On  a  donc 

(11)  ^=  -^•Mv'''-  ^Oi 

v'P 

et.  par  suite, 

a  ^        'VA-) 

De  même  que  précédemment  (  n**  •^i'^O),  on  lire  de  ces  formules  les 
conséquences  sui\antes.  Si  7;  varie  de  o  à  +oc,  k  pren<l  une  fois  et 
une   seule  cliaipir  \;ileui-  comprise  entre  o  et  1  ;   si   a  et   |j  varient, 

-  restant  (ixe.  /•  reste  fixe  et  p  piend  toutes  les  valeurs  positives,  clia- 
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cune  L'ianl  ol>lenuo  pour  une  seule  valeur  de  a.  Par  suile,  il  y  a  un  et 
un  seul  système  de  valeurs posilwes  de  a.  et  '^  donnant  à  p  et  k  un 
système  de  valeurs  donné  à  l'ayance  {k  étant  <<  i). 

D'autre  part,  un  système  (^p,  k)  définit  (par  l'interniédiaire  de 
laniile  0).  à  l'aide  des  relations  (9)  et  de  l'équalion  e, -j- <?o +  <?;(  =  o, 
un  svslènie  de  nombres  (',,  e.^y  e.t  (e.2  réel,  e,,  e,f  imaj!;inaires  couju- 
<;iiés)  et,  par  suite,  un  polynôme  '{■r^ — •.'■i-^ — 0:1  de  discriminant 
négatif.   Réciproquement,    un   tel   polynôme   détermine  un  système 

On  en  déduit  que,  si  les  deux  nombres  positifs  a,  [i  varient  de 
toutes  les  manières  possibles,  les  invariants    «-o,   o-;,  de  la  fonction 

/la-i-Sta  —  3r\  ,  ,  ,  ,  ... 

pi  u'\  —^  ■ — I  i^rennent  tous  les  systèmes  de  valeurs  possibles 

pour  lesquels  on  a  gl  —  •2-gl<io,  chaque  système  (g'-i,  ^3)  étant 
obtenu  pour  un  seul  système  (a,  |3).  Donc,  étant  donnée  V équation 
différentielle 

[  cIt    - 
^'^■^  XHi)   ^  ^^^~  ^"-^^  ^^^         l(.^2  — 27.-?|)<o], 


la  fonction  piu   — ^— i^>  — — '— ]  telle  que  l'on  a 


dx 


y/' 4 •?-'  —  ^2 J-  —  gz  ''- e,     \/^x-^—  g-^_x  ^  g'i 

6-2  étant  la  racine  réelle  de  ^x'^  —  g.,x  —  «:,,  satisfait  ii  cette  équa- 
tion. 

Le  calcul  de  a  et  ^i,  connaissant  ^2,  i,'".-,,  se  lait  au  moyen  des  for- 
mules (5),  (1  o),  (  1 1). 

522.  En  résumé,  nous  sommes  parvenus  à  intéi;rer  l'équation  dif- 
férentielle (^)  ou  (12)  dans  tous  les  cas  où  g.^  et  ^^j  sont  réels  (en 
supposant  gl  —  27^3  ^  o).  La  fonction  p  obtenue  se  note 

p(";  ^'2,^3)- 

On  a  donc 

d'où 

dx  ,  ^     ,- 

—  =p  u  =±^^x-^—  g-.x  —  ^-3. 

Comme  u   n'intervient  que  par  sa  différentielle,  on  peut,  dans  la 
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sulutiou,   irm|)la(c'r  //    par   // -    r.   r  l'-laiil    une    conslaiiLe    arbiliaire. 
l^e   it'sullal  peut  encore  s  iiilci|ii('l('i'  de  la   inanlèi'e  suivante  :   Si 
l'on  ((  ili'u.r  V(iri(ihl<-s  ./■,  r  lires  /xtr  iinr  rrlntioii  de  lafornu' 

s'il  ^':>  ''ffii^t^  réels  cl  gt  —  '■"■' ri  vlonl  ili (féioiit  de  <>.  on  peut 
trouver  pour  .r  el  r  des  fonctions  uniformes  d'un  poruinèlre  u 
Sfitisfdisunt  à  cette  relation  :  il  su /lit  pniir  cela  de  prendre 

X  =  11  (  u  ;  ^'2,  fii  ),        y  =  p'  (  u  :  ,^,'2,  A's  )• 

Ce  résultat  est  à  ia|)j)i(i(lKT  de  la  iht'orie  de  la  représenlation  uni- 
cursale  des  courbes. 

Remaicjuons  d'ailleurs  que,  dans  le  cas  où  i,»:'  —  '-^'j  fi^l  =  <->■,  l'équa- 
tion diilérenlielle  est  de  la  forme 

dx 


=  'jAx  —  a  )  v'  X  —  ù. 
an 

On   est   ramené,   pour   l'intéi^rer,  à   efléctuer  la  quadrature   de  la 
fonction  .   qui  se  ramène  aux  fonctions  rationnelles. 

(x O  )  \/ X  —  ù 

o23.  Considérons  maintenant  l'équation 

où  A,  B,  C,  D  sont  des  coefficients  réels  quelconques.  Pour  ramener 
ce  cas  au  précédent,  eH'ectuons  sur  .x  la  transformation  à  coeffi- 
cients réels  bien  déterminée 

X  =  \y  ^  li.. 

telle  (pie  ]<■  polvnome  en  j^  transformé  de  P(.r)  ait  4  |)Our  coefficient 
de  X''  el  0  |»()iir  coefficient  de  x- .  l^osons  aussi 

l'équation  prend  la  forme  suivante  : 
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On  rinlègre  en  prenant 
et  l'on  en  déduit,  pour  l'équation  donnée, 

52  i.  Prenons  le  cas  de  l'équation 

R  étant  un  polynôme  du  ([uatrième  degré  à  coefficients  réels  admet- 
tant des  racines  réelles.  Supposons  qu'on  détermine  une  racine 
réelle  ^o  t1e  ce  polynôme;  soit  alors 

R(^)  =  (z  —  Zo)/(z). 

Posons 

1  , d.r  _ 

z  =  z^-i-  —  ■,  az  = —  ; 

X  x^ 

l'équation  donnée  devient 

X-  \du  /  \  X I        X      \  X I  X* 

P  étant  du  troisième  degré;  on  est  ramené  à  l'équation 

C'est  le  cas  qui  vient  d'être  traité  (n"  o!23).  x  s'exprime  en  fonction 
elliptique  de  «;  il  en  est  donc  de  même  de  ;  et  de  -j^  ^  y/R(^). 

525.  Nous  allons  indiquer  une  autre  méthode  pour  l'intégration 
de  l'équation 

dans  le  cas  où  R(-)  est  un  polynôme  réel  du  quatrième  degré  dont  le 
coefficient  de  5*  est  positif. 

Remarquons  que  le  cas  qui  échappe  à  la  méthode  du  n"  524,  à  savoir 
le  cas  où  R  a  ses  quatre  racines  imaginaires,  est  compris  dans  le  cas 
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actuel;  en  ellcl,  le  pulviiuine  ayant  alors  un  signe  constant  pour  les 
valeurs  réelles  de  c,  si  ce  signe  est  — ,  récjualion  n'est  vérifiée  pour 
aucun  système  de  valeurs  réelles,  nous  ne  nous  en  occuperons  pas. 
Si  le  signe  est  -r.  c'est  que  le  coefficient  de  z'  est  positif. 
Par  une  transformation  de  la  forme 

\  et  u.  étant  rér/s,  on  peut  remplacer  l'éfpiation  donnée  par  une  autre 
de  même  forme,   où  le  coefficient  de  z''   sera  i   et  où  le  coefficient 
de  z'^  sera  nul.  Nous  sommes  ramenés  au  problème  suivant. 
Etant  donnée  une  relation  de  la  foinie 

nous  allons  chercher  pour  :;  et  z'  des  fonctions  elliptiques  de  u  véri- 
fiant cette  relation.  Prenons 

■->'  p  «  —  ,p  « 

nous  allons  montrer  (pic  la  fonction  p  et  la  constante  a  peuvent  être 
déterminées  de  manière  que  cette  fonction  satisfasse  à  la  relation  pré- 
cédente. Rappelons  la  formule  générale  d'addition  [n"  508,  for- 
mule (9),  'p.  •^)0(:)], 

I  /  p'  u  —  p'  a 
pu  ^  pa  -^  p(  u  -^  a )  —       ' 


4  Kpii-  —  pa 
OU,  en  tenant  compte  de  (1), 

pu  -T-  pa  -i-  p(  u  -7-  a)  =  z-. 

Nous  avons  ohtenii  la  formule  [n"  0O8,  (8  1] 

I     d    /  p' u  —  p' a\ 

pu  —  p{u^a)=-—     t i—    , 

■?.  du  \  }>u  —  pa  / 

OU,  avec  les  notations  actuelles, 

(■i  )  pu  —  ji  (  a  -!-  a  I  =  0'. 

De  (i)  nous  déduisons 

_,  _    I    ji"//(|w/  —  pa)  —  p'uip'u  — p' (I '> 
2  (pu  —  paf- 
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Remplaçons,  en  tenant  eonjpte  de  la   valeur  de  :;,  p' n — p' (t  par 
2Z{  pu  —  P"^'-  'I  \i<"nt 


I     p    U  '^-S  |>   Il 

1       p  II  —  l>  Il 


d'où,  d'après  (2), 


(3) 


p«  — j)(M-Hrt)  = 


I    p  II  —  •>  ;;  p  II 


i.      j  1  «  —  p  a 

Posons,  pour  la  suite  du  ealcul. 

A  =:  j) ;/  —  p rt ,  B  =  p ( «  -t-  rt  )  —  pa. 

Dans  (3),  permutons  u  et  a;  en  remarquant  que  z  ne  change  pas, 
nous  obtenons 


(4) 


,  I    p  «  —  izii  a 

p«  —  p(w-+-rt)  =— -  ' 


1      pu—pa 
Nous  pouvons  écrire 

A  -(-  B  ^pa^t-pu-\-p(u-^a)  —  3pa. 

d'où,  en  tenant  compte  de  la  valeur  de  :;-, 

A  —  B  =z''-—ipa. 

Calculons  de  même  AB.  En  comparant  avec  la  formule  (4)  mise 
sous  forme  entière,  on  reconnaît  que  1  on  a 

A . B  =  -{ p" a  —  izp  a). 

D'ailleurs,  on  a  aussi,  d'après  (o,), 

z'^-^  [pu—p{ii  ■+-  a)\^=  (A  — B)2, 

z'^=  (A  -^  B;2—  4  AB  =  (52  —  ^pay-—  i{p" a  —  i-zp' a). 


OU 


Nous  voyons  ainsi  que  z'-  est  égal  à  un  polynôme  du  quatrième 
degré  en  c.  Cette  relation  n'est  autre  qu'une  équation  diflerentielle 
à  laquelle  satisfait  la  fonction  elliptique  :;,  définie  par  la  formule  (i). 
En  développant,  nous  avons 

z'^-=  z*—()paz^^^p'az  ~^p-a  —  ip"a, 
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OU.  en  rempliicaiU  ])" t/  |»ai-  <)|)-'^/  —  —  » 

z'-=  z*  —  (\paz--r-  .\p'nz  —  Sp^a  -^  a'... 

Nous  allons  clicrcliei-  une  londuiu  elliplitjue  pu  el  une  constante  a 
telles  ([u  il  y  ail  idenlilc  entre  les  polynômes 

z'* -h  6X2-3--Î-  4 I3Z  -f-  X4 
et 

z'-  —  6paz^-^-  f\p' az  —  jp^a  -h  sr^- 

Cela  exige  que  Ion  ait 

pa  =  —  À2,  p' rt  =  A3,  —  3 p-^ a  -H  i'o  =  >^i. 

Prenons  comme  inconnues  les  invariants  ^o?  Si  ^^  ^'*  ibnclion  p 
cherchée.  De  la  dernière  relation  on  tire,  en  tenant  compte  de  la 
preniière, 

^2=  Xi-h  3j)2rt  =  À^H-  3X?. 


I)  autre  part,  on  a 


J)'2«   =   4jV*rt  —  ^2p«  —    -3, 


d'où 

X5=-  lXi  +  X2(X;+3X2)-  0-3,         or^=l^l.-li^li, 

g-i  et  o-;)  sont  ainsi  déterminés;  la  constante  a  est  déterminée  |)ar  les 
deux  relations 

prt=— X2,         p'a  —  \-i 

qui    sont  compatibles,  car,  en  \ertu  du  calcul  fait,  on  peut  en  déduire 

p'"'  a  =  4  v^  «  —  ëiV"^  —  .^3  ; 

par  suite,  elles  déterminent  un  nc^uhrc  a  à  une  combinaison  linéaire 
des  périodes  près.  En  ellct,  dans  un  j)arallélogramme  de  périodes,  la 
fonction  pit  prend  deux  fois  la  valeur  déterminée  — Ao  pour  deux 
valeurs  dillérentes  de  m,  ces  valeurs  étant  congrues  à  deux  nombres 
opposés.  Pour  ces  deux  nombres  opposés,  p' u  prend  deux  valeurs 
opposées  et,  par  conséquent,  dillérentes.  L'une  de  ces  valeurs  sera 
égale  à  A:i  ;  la  valeur  coircspondantc  de  l'argument  sera  la  constante 
cherchée  a. 
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l.a  fonction  pu  et  la  constante  a  étant  déterminées,  la  fonction 


i   p  u  —  \)  a 
•î    p  u  —  pa 


est  telle  que  1  on  a 


m'---'-y^ 


z  et  -T^  =y/R(:;)  s'expriment  tous  deux  en  fonctions  elliptiques  de  u. 


526.   On  appelle  intégrale  elliplique  une  intégrale   de  la  forme 

/  F  [x,  ^P{x)]dx, 

P  étant  un  polynôme  du,  troisième  ou  du  quatrième  degré  n'ayant  pas 
déracines  multiples  et  F  une  fonction  rationnelle.  Nous  supposerons, 
de  plus,  les  coefficients  et  les  variables  réels.  Posons 

X  =  \/Pi,x). 

On  peut  (n"^  5^2  à  o2o)  exprimer  .r  et  X  en  fonctions  rationnelles 
de  pu  et  p' u,  pu  étant  convenablement  choisi.  L'élément  diffé- 
rentiel de  l'intégrale  prend  alors  la  forme  ^[pu,  p'  u)du,  <I>  étant 
rationnel.  Posons  alors 

<I>,  étant  une  fonction  rationnelle  par  rapport  à  z  el  k  y,  peut  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 


'P  = 


Bo-H  Bij-r-Biy-i-i-. 


Aq,  a,,  . . .,  Bo,  B,,  ...  étant  des  polynômes  en  :^.  Remplaçons jk'  par 
le  polynôme  4  ^^  —  g2'-  —  g  s  '  ^  prend  la  forme 


*  = 


A  ^  B  K 

G  —  D  K  ■ 


Multiplions  et  divisons  le  second  membre  par  C  —  Dj-.  Le  déno- 
minateur C- —  I^-JK'  s'exprime  rationnellement  en  ^;  la  fraction  se 
ramène  à  la  forme 
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R  el  S  étanl   ralioiiiiels  en  r.  l/inlégralc  à  calculer  est 
/  l{  I  j)  «  )  du  —   /  'S(z)ydu. 

Comme  on  a    )' (///  ^  dz,  la  seconde  intégrale  s  écrit 

/  'Si z)dz\ 

c'est  une  intégrale  de  fraction  r.itiunnelle  que  l'on  sait  é\aluer. 

En  prenant  u  comme  nou\elle  variable,  nous  sommes  donc  ramenés 
à  évaluer  l'intégrale 

/  Ki pu)  du^ 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  pu. 

R  (pu)  constitue  une  fonction  elliptique  aux  mêmes  périodes  que 
pu.  Appliquant  à  cette  fonction  la  décomposition  en  une  somme  de 
fonctions  î^,  XJ ,  ...  (  n"  509,  p.  3io),  on  a  une  formule  de  la  forme 

R  (  p  M  )  =  c  —  ^    A  ^  (  M  —  a)  -r-  A 1  w'  (  "  —  «  j  -f-  Ao  ^"(  a  —  a  )-<-.. .    , 

c  étant  une    constante    et  le    signe  N   étant    étendu    aux    différents 
pôles  a,  b.  . .  .,  /de  la  fonction  R,  En  intégrant,  on  déduit  de  là 

I  R(  pu)du  =  eu  —  ^^\  ALog7(»  —  a)  -+- Aj  ^(  M  —  a)-!- A ,!!'("  —  «  j  -;-.  . .    . 

La  théorie  des  fonctions  elliptiques  fournit  ainsi  1  exj)res5ion  d'une 
intégrale  ellipticjue. 
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527.   Considérons  la  fonction  elliptique  pu,  et  posons 
(i)  x  =  pu.         y=p'u. 

Nous  avons  \u  que  x  el  y  sont  liés  |)ar  la  relation  suivante  : 
.(2)  y-  =  .\x'i—g.iX  —  g-3. 

En   nous    bornant   au    cas    où  g-,  et  ^3   sont   réels,    nous    savons 
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coiislruire  la  courbe  représentée  par  cette  équation  en  coordonnées 
reciauuulaires.  C  est  une  cuhiqne  avant  pour  axe  de  symétrie  laxe 
des  X  et  pour  iliiection  asyni|)t(ili(|ue  Taxe  des -)-. 

Si  Ion  a  iii — 2-i?3>>o,  auquel  cas  le  polynôme  a  trois  racines 
réelles,  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x  en  trois  points  {Jig.  5o). 

l'ii;.  00. 


Si  gi —  2'j  .!,'!;<<  o,  auquel  cas  le  polynôme  n'a  plus  qu'une  racine 
réelle,  la  courbe  ne  rencontre  l'axe  des  .r  qu'en  un  point  réel  {Jig-  5  i). 


Fis.  J 


A  une  valeur  de  a  correspond  un  point  de  la  courbe.  Inversement, 
soit  (:ro,yo)  ii'i  point  de  la  courbe,  c'est-à-dire  un  système  de  valeurs 
de  Xq  et  ^0  satisfaisant  à  (2).  Cherchons  condjien  il  y  a  de  valeurs 
de  u  correspondant  à  ce  point. 

Etant  donnée  une  valeur  j^y  attribiK-e  à  x,  il  y  a  dans  un  parallé- 
logramme de  périodes  deux  points  u  jjour  lesquels  p// :=:£■(,.  Ces 
deux  valeurs  de  u  sont  congrues  à  deux  nomlucs  opposés  «„  et  —  «0 
et  donnent  àj»'  =  jd'«  deux  valeurs  difierentes,  dont  l'une  seulement 
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est  é«;ale  à  la  valeur  choisie  yo-  Ddiic,  à  un  système  de  valeurs 
(j:ro,  l'o)  vérifiant  (2)  correspond,  à  une  combinaison  linéaire  près 
des  périodes,  une  seule  lutleu/-  de  11.  On  oxprinic  ce  fail  en  disant 
qu'/7  )■  a  correspondance  entre  le  paramètre  a  et  les  points  de  la 
courbe. 

528.  Donnons  quelques  applications  géométriques  (h;  la  tlH''orie 
des  fonctions  elliptiques. 

Cherchons  la  condition  pour  que  trois  points  de  la  cuhiquc  corres- 
pondant respeclivemcnl  aux  \aleurs  w,,  Wo,  W3  du  paramètre  soient  en 
ligne    droite.   Giierchons   rinlerseclion   de  la   courbe  avec   la  droite 

d'équation 

ax  -\-  by  -I-  c  =  o. 

L'équation  aux  paramètres  des  points  d'intersection  est 
wp  II  -{-  bp'  u  -+-  c  =  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  elliptique 
aux  mêmes  périodes  que  pu^p'u  et  n'a,  dans  un  parallélogramme 
de  périodes  contenant  l'origine,  d'autre  pôle  que  l'origine,  lequel  est 
pôle  d'ordre  trois.  Cette  fonction  elliptique  a,  par  suite,  trois  zéros 
dans  un  parallélogramme  de  périodes.  De  plus,  la  somme  des  zéros 
est  congrue  à  celle  des  pôles  ;  la  somme  des  pôles  étant  nulle, 
si  «,,  U2^  U3  sont  les  trois  zéros,  on  a,  m  et  /i  étant  entiers, 

wi  -f-  «2  -*-  "3  =  2  m  tu  -+-  2  rt  co'. 

Telle  est  la  relation  à  laquelle  satisfont  les  paramètres  de  trois 
points  de  la  courbe  situés  en  ligne  droite.  .le  dis  (pie  celte  condition 
qui  est  nécessaire  est  aussi  suffisante,  c'est-à-dire  que,  si  elle  est 
remplie  pour  trois  paramètres,  les  trois  points  correspondants 
sont  en  ligne  droite. 

En  effet,  considérons  la  droite  D  qui  joint  les  points  de  para- 
mètres u,,  u-i]  elle  rencontre  la  cubique  en  un  troisième  point  autre 
que  «,,  Uj..  Soit  u'.^  le  paramètre  de  ce  point;  nous  avons 

«1  -)-  «2+  «3  ^  o. 

En  comparant  cette  relation  avec  celle  qui  existe  par  hypothèse 
entre   «(,  u.,  '^i-    on   voit  que  Uj   et   u'.^  sont  congrus.   Donc   //,•,   et 
li.  —  II.  ^2 
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//',  correspondent  au  même  point  de  la  courbe.  La  droite  qui  joint 
M,,  U2  passe  par  M3,  ce  que  nous  voulions  démontrer. 

Considérons  sur  la  courbe  un  point  de  paramètre  u\  la  lani;entc  à 
la  (ourbe  eu  ce  point  la  renconlrc  en  un  autre  point  de  paramètre  v. 
Va\  considérant  celte  tangenlc  comme  la  position  limite  d'une  sécante 
passant  par  u  et  par  un  second  point  voisin  «i  qui  se  rapproche  indé- 
liiiiinenl  de  //,  on  \oit  (juon  doit  a\oir 


Clicrcbons  à  quelle  condition  u  sera  point  d'inflexion  pour  la 
cubi(|.ue:  il  faut  que  la  tangente  en  ce  point  rencontre  la  courbe  en 
trois  points  confondus  avec  le  point  de  contact.  11  faut  pour  cela 
(ju'on  ail 

d'où  la  condition 

'i u  ^  -2. niiù  -\-  'x n co'. 


On  reconnaît  que,  pour  avoir  tous  les  points  d'inflexion,  il  suffit 
de  donner  à  m  et  n  trois  valeurs  entières  consécutives,  par  exemple 
o,  I,  2,  et  de  prendre  toutes  les  combinaisons  de  ces  valeurs  deux  à 
deux.  Ces  combinaisons  étant  au  nombre  de  neuf,  il  y  a  neuf  points 
d'inflexion. 

529.  Considérons  d'une  façon  générale  une  cubique  plane.  On 
démontre  qu'une  telle  courbe  ne  peut  avoir  plus  d'un  point  double 
sans  se  décomposer.  Si  elle  a  un  point  double,  elle  est  unicursale. 
Nous  mettrons  à  part  ces  cas,  et  nous  étudierons  les  cul)iques  |)lanes 
sans  point  double. 

Etant  donnée  une  telle  courbe,  plaçons  l'origine  en  un  point  de  la 
courbe  ;  .:on  équation  sera  de  la  forme 

'■?35  'f2;  '^\  étant  des  polynômes  homogènes  et  de  degrés  respectifs 
3,  2,  1.  Couj  ons  la  courbe  par  une  droite  passant  par  l'origine, 
d  équation  j^  ^  tx.  L'équation  aux  abscisses  des  points  d'intersection 
autres  que  l'origine  est 

a;2G3(i,  fjH-^Çjd,  /)  -+-  91(1,  f  )  =  o, 
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—  9,   -¥-  \f07,   —  4  »1  'f3  , 
^=    77 î 

'O',  —  4'-^!  '-2:1  •'•'^'  ""  |»'il\  iKiiiic  <lii  (|ii;iliiriii('  (li'^r»'  en  /,  soil  R  i t).  Ou 
sait,  au  niojeu  ilr  l;i  tluorif  (l<'s  loiuiious  t'Iliplujiies,  cxpriiiiir 
t  el  \^f\\{  t)  au  niojcu  do  foncLiouscUiplKjurs  il'un  nirmo  j)ai'ainrlrc  u. 
\ous  pouvons  donc  exprimer  les  coordonnées  d'n/i  point  de  la 
courbe  par  des  fondions  uniformes  d' un  panimî'Ue  u. 

,*)30.    Courbes  planes  de  genre  un.  —  On  déinontic,  en  Géom(';lrie 

analytique,  que  le  nombre  jnaxinuiiii  de  points  doubles  d'une  eourbe 

1            11         '               •                  1  '                                    A.n~^)^n.  —  -x)     ^. 
plane   de  degré  /?,  tjui  ne  se  deconq)ose  pas,  est On 

démontre  en  second  lieu  qu  une  courbe  de  degré  n  qui  a 

points  doubles  est  unicursale,  c'est-à-dire  (|ue  les  coordonnées  d'un 
de  ses  points  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  d'un  para- 
mètre; la  réciproque  est  vraie. 

Etant  donnée  une  courbe  de  degré  n  (pii  a   d  points  doubles,  on 
appelle  genre  de  cette  courbe  le  nombre 

(n  —  \){n  —  ?.  ) 


de  sorte  que  les  courbes  unicursales  sont  les  courbes  de  genre  zéro. 
Nous  allons  étudier  les  courbes  de  genre  un.  Le  nombre  de  leurs 
points  doubles  est 

,       (  n  —  I  )  (  n  —  2  )  n{  n  —  J  ) 

a  = 1  =  • 

•2  2 

Soit  C  une  telle  courbe,  ayant  pour  équation 
(1)  F(x,y)  =  o. 

Nous  allons  introduire  des  courbes  auxiliaires  d'ordre  n  —  2,  que 
nous  appellerons  des  adjointes.  Piappelons  qu'une  courbe  d'ordre  n 

est   déterminée   par conditions  linéaires,    de   sorte   qu  une 

courbe  d'ordre  n  —  2  est  déterminée  par  ( n  —  ■!)( n  ^  i)       .  . 

' points.  Assu- 

•'.  ' 

...          ,                           .       n(  n  —  >  )        .  111        1     /-i 

jfUissoris  une  adjointe  a  passer  par  les ; points  doul>Jes  de  L*. 
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Il  faul  encore,  pour  la  (K'-lerminer,  un  U()nil)re  de  |K)ints  éi;<il  à 

(  « 2  )(  «  -4-  I  )  //(/!   —   J  ) 


Si  donc  nous  assujcllissons  celle  adjoinlc  à  ])asser  en  oulre  par 
Ut  —  3)  points  simples  choisis  arbilrairenienl  sur  C,  il  reslera  dans 
son  équalioa  tleux   j)ai'aiuclres   linéaires   arbitraires.  Elle   sera  de  la 

forme 

A/i(.r,7)  +  BMx,y)  +  Gf,(x,y)  =  o, 

/", ,  fi,  f^  élant  des  fondions  déterminées,  A,  B,  G  des  paramètres 
arbitraires.  On  a  ainsi  un  réseau  de  courbes  afijointes. 

Eludions  rinlerseetion  d'une  courbe  y  de  ce  réseau  avec  C.  Ces 
deux  courbes  étant  d'ordres  n  et  n  —  2,  le  nombre  de  leurs  j)oinls 
dinlerseclion  est,  d'après  le  théorème  de  Bezoul,  //(/i  —  2).  Or,  en 
chaque  point  double  de  C,  il  j  a  deux  points  de  l'intersection 
confondus,  d'où  n{n  —  3)  points  d'intersection  fixes.  De  même, 
les  n  —  3  points  simples  de  C  par  lesquels  passe  y  donnent  n  —  3 
points  d'intersection  fixes.  Le  nombre  d'intersections  qui  restent,  et 
qui  sont  les  intersections  variables,  est 

/i  (  /i  —  '2  )  —  n{n  —  3  )  —  (  /i  —  3  )  =  3. 

Ainsi,  C  et  y  ont  trois  points  d' intersection  variables.  Cela  étant, 
posons 

^^  M^.y)       ^    /i(^,r) 

A  un  point  (a:, y)  correspond,  moyennant  ces  formules,  un  point 
(x',y).  Quand  le  point  {x,y)  décrit  C,  le  point  {x',y)  décrit  une 
courbe  C  dont  l'équation  s'obtiendrait  en  éliminant  a:,y  enlre  les 
équations  (i)  et  (2). 

Inverseinent,  je  dis  qu'à  un  point  {x'^y')  de  C!  correspond  un 
point  (a:,j')  de  C  et  un  seul,  c'èst-à-dire  que,  x\y'  étant  donnés, 
les  équations  (2)  jointes  à  (i)  n'ont  en  ^,j'  qu'un  seul  système  de 
solutions  variable  avec  x',y'. 

En  effet,  supposons  qu'il  existe  deux  points  (a,  b),  (a',  b')  cor- 
respondant au  même  point  (x',y')  et  variant  d'une  façon  continue 
avec  x' y' ;  on  aura 


1 
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(1\)Ù 

fi(a,ùj         /i{u,b)  J\{a,b) 

Considércjiis  le  réseau  des  courbes  y  et  assujettissons  les  courbes 
de  ce  réseau  à  passer  par  (a.  h).  Nous  déterminons  ainsi  dans  le 
réseau  un  faisceau  y,.  En  vertu  de  (3),  toute  courbe  du  réseau  qui 
contient  (a,  b)  contient  aussi  {a\  b').  Les  courbes  de  y,  contenant 
{a,  h)  et  (a',  b')  ne  rencontrent  donc  G  qu'en  3  —  2,  c'est-à-dire  un 
point  \ai'iable.  Gomme  l'équation  de  ces  courbes  dépend  linéairement 
(l  un  paramètre,  ou  |)Ouirait  e\j)nmcr  les  coordonnées  de  ce  point  en 
ioncliijns  rationnelles  du  paramètre.  G  serait  donc  une  courbe  uni- 
ciirsale,  ce  qui  n'est  pas,  puisque  G  n'a  pas  son  nombre  maximum  de 
points  doubles. 

Donc  il  ne  peut  correspondre  à  un  point  (x',y')  de  G'  qu'un  seul 
point  (a,b),  et,  par  suite,  les  équations  (2)  n'ont  qu'un  seul  système 
de  solutions  en  Jc,  y  variable  avec  .v\  y'.  On  peut  obtenir  par  des 
opérations  rationnelles  ce  système  de  solutions,  soit 

C5,  et  'S.,  étant  des  fonctions  rationnelles.  On  dit  qu'il  y  a  entre  les 
deux  courbes  G  et  G'  une  correspondance  biunivoque  et  biration- 
nelle. 

Glierohons  le  degré  de  G'.  Prenons  son  intersection  avec  la  droite 

d'équation 

Aa^'-r-  \^ y  -k~  G  =  o. 

En  remplaçant  x\  y'  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  x^  nous  sommes 
conduits  à  léquation 

\f^{x, y )  -^  'Q f^i X,  V )  -\-  C^ f^(x.  y )  =  o, 

Xj  y  étant  liés  par  l'équation  de  la  courbe  G, 

Nous  savons  que  ces  deux  équations  ont,  en  dehors  des  |)oinls  de  base 
du  ri'seau,  trois  systèmes  de  solutions  variables.  G',  étant  rencontré  par 
une  droite  quelconque  en  trois  points,  est  donc  du  troisième  degré. 
En  résumé,  nous  voyons  qu*//  est  possible  d'établir  une  corres- 
pondance biunivoque  et  birationnelle  entre  une  courbe  quelconque 
de  senre  un  et  une  certaine  courbe  du  troisième  degré.  Gomme 
d'autre  part  les  coordonnées  d'un  point  d'une  cubique  peuvent  s'ex- 
primer en  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre,  il  en  est  donc  de 
B   —  II.  2a. 
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mciiie  pour  les  coordonnées  d'un  point  de  la  courbe  de  genre  un. 
On  peut  exprimer  les  coordonnées  d^ un  point  d'une  courbe  de 
genre  uiv  en  fonctions  elliptic/ues  d'un  pciraniètre. 

r)31.  Bemarcjue.  —  Soit  une  courbe  unicursale;  exprimons  les 
coordonnées  d'un  de  ses  points  en  lonclions  rationnelles  diiii  para- 
mètre t  et  posons  t^=o(u),  œ  étant  une  fonction  elliptique,  x  el  y 
sont  ainsi  exprimés  en  fonctions  elliptiques  du  paramètre  u.  Je  dis 
que  cette  représentation  ne  possède  pas  toutes  les  propriétés  de  la 
représentation  obtenue  pour  les  courbes  de  genre  un. 

Considérons  une  courbe  de  genre  un  ;  faisons-la  corres|)ondre  à 
une  cubique  plane  que  nous  pouvons  faire  correspondre  elle-même 
à  la  courbe 

Les  coordonnées  x.  y  d'un  point  de  cette  courbe  s'expriment  au 
moyen  de  deux  fonctions  elliptiques.  Dans  un  parallélogramme  de 
périodes  commun  à  ces  deux  fonctions,  à  un  point  de  la  courbe 
donnée  correspond  un  seul  point  u  et  in^'ersemeixt.  Une  telle  repré- 
sentation est  à\\.e  propre. 

Montrons  qu'elle  ne  peut  exister  pour  une  courbe  unicursale. 
En  effet,  la  courbe  étant  unicursale,  x,  y  sont  fonctions  rationnelles 
d'un  paramètre  t,  et,  inversement,  t  est  fonction  rationnelle  de  x.,y, 
de  sorte  que,  ?,\  x  eX.  y  sont  fonctions  elliptiques  d'un  paramètre  ?/, 
/  sera  aussi  fonction  elliptique  de  u.  Cette  fonction  aura  pour 
périodes  tout  système  de  périodes  commun  à  x  ei  y;  et,  dans  un 
parallélogramme  de  périodes,  à  une  valeur  de  t,  c'est-à-dire  à  un  point 
de  la  courbe,  correspondent  au  moins  deux  valeurs  de  u.  Autrement 
dit,  il  est  impossible  de  trouver  un  parallélogramme  de  périodes 
tel  c/u'à  un  point  de  la  courbe  corresponde  une  seule  valeur  de  u 
dans  ce  parallélogramme.  C'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que  la 
représentation  obtenue  est  impropre. 

VIII.  —  Équation  d'Euler. 

o32.  On  appelle  équation  d'Euler  une  équation  difTérentielle  de  la 
forme 

y/K  (  À  ;         v/R^'^j 
R  étant  un  polynôme  du  troisième  ou  du  quatrième  degré. 
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Uemarquons  que,  si  R  est  du  premier  ou  du  deuxirme  degré,  celle 
é(|ualion  a  une  solution  qui  est  algéhricjue.  Supposons  par  exenq)le 
R(A)  du  deuxième  degré:  nous  pouvons.  p;ir  une  transformation 
linéaire,  ramener  R(A)  à  la  forme 

H(  >.  )  =  I  —  >.-. 

L'équation  à  intégrer  est  alors 

cD.  du. 


<l  ou 


Posons 


l'intégrale  est 


doù 


arc  sin  /.  ±  arc  sin  a  =  const. 
arcsinÀ  =  «.         arc  sin  a  =  1»; 

u  ±v  =  const., 
sin(  u  ±  p)  =  sin  u  cost^  ±  sin  v  co««  =  const., 


X / 1  —  11.-  ±  uy/i  —  "/.■-=  const. 

En  faisant  disparaître   les  radicaux,  on  obtient  entre  ).    et  y.  une 
relation  algébrique  entière  qui  est  l'intégrale  cherchée. 

o3H.  Supposons  maintenant  K  du  troisième  ou  du  quatrième  degré 
et  posons 

r   cù.  r   d:x 

J  v/R(/-)  J  v/R(7)' 

on  tire  de  là,  en  faisant  lins  ersion  de  linlégrale, 

/"étant  une  certaine  fonction  elliptique.  D'ailleurs,  avec  les  nouvelles 
variables  //,  v,  l'équation  diilérenlielle  s  écrit 

du  ±1  dv  =  o. 
doù 

u±  V  =  const.  =  c, 

f  =  rh  (  c  -  -  a  ), 
li=/[±(c-u)]. 
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f\±(c  —  ^/)],  en  tant  que  funclion  de  m,  esl  une  certaine  fonction 
ellij>tique  /,  (;/).  Entre  les  deux  fondions  \=f(u),  iji  =/,  (a)  aux 
mêmes  périodes  existe  une  relation  algébrique.  Ainsi,  /a  solution 
sénérale  de  (i)  esl  donnée  par  une  relation  idgébrique  entre 
).  et  u. 


ol^i.  Clierehoiis  la  forme  de  celte  relation.  Partons  d'une  relation 
symétrique  en  h  et  ijl  et  du  deuxième  degré  par  rapport  à  chacune 
de  ces  variables,  soit 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  à  pi, 

F  (A,  il)  =  (AÀ24-BÀ  -hG)tJL2-+-(BX2-f-  DX-t-  E)  [jl -h  GX^-h  EX  -+-  F  ==  o. 

En  differentiant  cette  équation,  nous  avons 
(3)  F'xûfX-f-F|j.r/[ji  =  G, 

ce  qui  définit  le  rapport  -^«  Calculons,  par  exemple,  F^, 

F|i  =  2  (Ji  (  AX2  H-  B  X  -^  G)  -h  BX2  -H  DX  -h  E. 
Résolvons  d'autre  part  F(a,  [jl)  =:  o  par  rapport  à  a;  nous  avons 


_  —  (  BX^  ^  OX  ^\i)±  v/hTa  ) 
^  '~  'il  AX--H  BX  -)-  G) 

KO.)  étant  un  polvnome  du  quatrième  degré  en)..  On  reconnaît  que 
Ion  a 

Fil  =  d=v/HT>Ô; 

on  obtiendrait  de  même 

F>,  =  ±v/R7]r). 

La  relation  différentielle  (3)  peut  donc  s'écrire 

dX  d\x 


i\) 


v/R(X]       v/rT7) 


=  o; 


c'est  précisément  une  relation  de  la  forme  (i). 

Je  dis  que   l'équation  1^2)   constitue  l'intégrale   générale  de  (4). 
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Cela  rcsulle  de  ce  i|ue  dans  F(a,  a)  il  y  a  cliKj  paruinèlres  aihi- 
Iraircs,  tainlis  qu'il  ny  eu  a  que  qualrc  dans  K.  F  contenant  un  |»a- 
rainélii'  de  plu-;  (ju».-  1».  ou  pourra  disposer  de  ce  paramètre  pour 
faire  correspoutire  a  une  valeur  dounOe  /.j,  de  ).  niiv  valeur  arbi- 
traire u.)  de  'J.. 

F(a,  a)  =  o  est  donc  l'intégrale  générale  de  r<'-([uation  d  l>uler.  11 
reste  à  faire  le  calcul  des  coefficients  de  F,  eu  supposant  connus  ceuv 
de  R.  Pour  cela,  nous  ferons  usage  de  l'interprétation  géométri([ue 
suivante. 

o3o.  Interprétation  géométrique.  —  Donnons-nous  une  conique  C 
et  exprimons  les  coordonnées  de  l'un  de  ses  points  en  fonction  ration- 
nelle d'un  paramètre  t.  Soit  v  une  autre  conique  qui  coupe  la  pre- 
mière en  quatre  points  distincts  correspondant  respectivement  aux 
valeurs  a,  b^  c,  d  du  paramètre.  Désignons  ces  quatre  points  par  les 
mêmes  lettres  «,  b^  c,  d  {fig-  02). 

IM2.    52. 


Cela  étant,  prenons  sur  C  deux  points  de  paramètres  ).,  u.,  et  cher- 
chons la  condition  pour  que  la  droite  qui  les  joint  soit  tangente  à  v. 
Fa  relation  entre  )>  et  -j.  qui  exprime  cette  condition  doit  être  algé- 
brique et  svniélrique  en  A  et  m..  De  plus,  à  une  valeur  donnée  de  A 
correspondent  deux  valeurs  de  a,  car  par  un  point  de  C  on  peut 
mener  deux  tangentes  à  v,  et  à  chacune  de  ces  tangentes  correspond 
un  point  'x.   Donc  celte  relation  est  de  la  forme  étudiée  au  n"  o3i, 

soit 

F(X,l^)  =  o. 

Je  dis  que  les  racines  du  j)olynome  R(À)  qui  se  déduit  de  F  par  le 
procédé  du  n"  534  sont  les  paramètres  «,  ^,  c,  d  des  points  communs 
à  C  et  à  y.  En  effet,  chaque  racine  de  R^(À)  est  telle  que  les  deux 
valeurs  de  u  correspondantes  sont  confondues  en  une  seule.  Les  deux 
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tangonles  à  v  issues  de  ee  poinl  A  sont  confondues.  Donc  ce  point 
apparlienl  à  v. 

Il  résulle  de  Ià(jue,  si  y  varie  en  passant  par  les  mêmes  points  a, 
/>,  c,  d,  F()v,  a)  varie,  mais  les  quatre  racines  de  R(X)  restent 
invanal)les:  la  relation  ililTérentielle  entre  A  et  tj.  reste  donc  aussi  la 
même. 

On  peut  déduire  de  là  un  moyen  pratique  pour  former  F(A,  pi), 
étant  donnée  l'équation  (i),  c'est-à-dire  R()-).  On  considère  une 
conique  G  définie  en  fonction  d'un  paramètre  t,  et  l'on  prend  les 
points  de  cette  conique  correspondant  aux  valeurs  du  paramètre  (jui 
sont  racines  de  ri()^).  Ces  quatre  points  déterminent  un  faisceau  de 
coniques  y.  On  exprime  que  la  droite  passant  par  les  points  A,  a  de  G 
est  tangente  à  une  conique  y.  La  relation  obtenue  est  l'intégrale 
cherchée 

o3G.  On  peut  rattacher  à  cette  méthode  un  théorème  classique  de 
Géométrie.  Prenons  sur  G  quatre  points  «,  b,  c,  d  et  considérons  plu- 
sieurs coniques  yi,  yo,  ...,  yw-ti  passant  par  ces  quatre  points.  Soit  A, 
un  poinl  de  G;  menons  par  A,  une  tangente  à  y, ,  elle  coupe  G  en  un 
second  point  A.,;  par  Ao  menons  une  tangente  à  y^,  elle  coupe  G  en 
un  second  point  A3,  et  ainsi  de  suite.  Nous  arrivons  finalement  à  un 
point  A„_,  par  lequel  nous  menons  une  tangente  à  y«_i;  cette  tan-- 
gente  coupe  G  en  un  second  point  A„.  Je  dis  que  la  droite  A,iA( 
obtenue  en  joignant  le  dernier  point  au  premier  enveloppe  une 
nouvelle  conique  y,i  passant  par  a,  6,  c,  d. 

En  efTet,  soient  t^,  t^^  .  .  .,  tu  les  valeurs  du  paramètre  correspon- 
dant à  A,,  Ao,  .  .  . ,  A/i.  Du  fait  que  la  droite  A]  Ao  est  tangente  à  y, 
résulte  que  l'on  a 

dti dti 

s/WJT)  ^  ''  \/H(<2)  ' 

î,  étant  égal  à  dr  i  et  gardant  un  .signe  déterminé  si  f,,  ^2  varient 
d'une  façon  continue.  De  même,  Ao  A3  étant  tangente  à  y,,  on  a 

dt^  dt. 


et  finalement 

dt,i-\  dt„ 


—  '^«-1 


\/H(^„-i)  /K(77j 


VIII.     —    HQUATION    d'IvII.KU. 

On  a,  en  mulli|)Ii;inl  res  relations  incmhrc  à  inenilne, 


v/R(/.) 


^\ui„ 


Ceci  montre  (iiTentre  /,  et  l„  existe  une  relation  alg('-l)ri(nie  de  la 
forme  F(X,  u.)  =  o.  Dont;  la  droite  A,  A„  qui  joint  les  deux  points 
de  paramètres  I ^^  tn  est  tangente  à  une  conit/ue  /nissunt  par  a, 
h,  Cy  d. 
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APPELL  (Paul>,  Membre  de  rinsiiuit.  —  Éléments  d'Analyse  mathé- 
matique à  l'usiige  des  lngénie4.irs  et  des  Physiciens.  Cours  professé  à 
I  hiule  centrale  des  Arts  et  Manufactures.  I11-8  (•?/3-i6)  de  vii-714  pages, 
avec  22<)  ligures,  cartonné  a  l'anglaise,  a*  édition;  igoj 94  fr. 

BOUSSINESQ  (J.),  Membre  de  l'institut.  Professeur  de  Mécanique  phy- 
sique a  la  Kaculté  des  Sciences  de  Paris.  —  Cours  d'Analyse  infinité- 
simale, à  l'usage  des  personnes  qui  étudient  cette  Science  en  vue  de 
ses  applications  mécaniques  et  physiques.  2*  édition,  2  Volumes  in-8 
(25- 16*,  avec  figures. 

O/t  vend  séparément  : 
ToMK  l.  —  Calcul  différentiel. 
Pai  lifélémeiitaire(pour  lesÉIèves  des  Écoles  induslrielles);  1887. 

CtMnplémeiits  ;  1887 ~. 

ToMi:  U  .  —   Calcul  intégral. 
Pallie  élémentaire  (pour  les  Klèves  des  Écoles  industrielles):  iSi)i 
Coiiiplémeiils  ;  I  .Si)o -  ■  ■ 

COURSÂT  (E.),  Professeur  a  la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  d'Analyse 
de  la  Faculté  des  Sciences  de  Paris.  1  volumes  in-8  (25-i6),  se  vendant 
séparément  : 

TomeI  :  Dérivées  et  différentielles.  Intégrales  définies.  Développements 
en  série.  Tipplications  géométriques.  •\vec  52  figures;  1902. ...     20  fr. 

Tome  li  :  Théorie  des  fonctions  analytiques.  Equation.'!  différentielles. 
Equations  aux  dérivées  partielles.  Eléments  de  calcul  des  variations. 
Avec  95  figures  ;  1905 20  fr. 

JORDAN  (Camille),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  à  l'École  Polytech- 
nique. —   Cours   d'Analyse   de   l'École  Polytechnique.  3  volumes 
in-8  (23-i4),  avec  figures,  se  vendant  séparément  : 
Tome  I.  —  Calcul  différentiel.  3*  édition,  refondue. 
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Tome  II. — Calcul  lîiTÉGRM. (Intégrales  définies  et  indéfinies).  2 'éd., 
refondue;  1894 17  fr. 

Tome  III.  —  Calcul  intégral  {Équations  différentielles).  2*  édition, 
refondue;  1896 i5  fr. 

PICARD(Émile),Membrederinstitut,Profes8eurà  la  FacuUédes  Sciences, 
—  Traité  d'Analyse  (Cours  de  la  Faculté  des  Sciences).  Quatre  volumes 
in-S  (25-16).  se  vendant  séparément  : 

To-ME  I  :  Intégrales  simples  et  multiples.  —  L'équation  de  Laplace 
et  ses  applications.  —  Développement  en  séries.  —  Applications  géomé- 
triques du  Calcul  infinitésimal.  2'  édition,  revue  et  corrigée.  Avec  fi- 
gures; 1901 ......  i [6  fr. 

Tome  11  :  Fonctions  harmoniques  et  fondions  analytiques. —  Intro- 
duction à  la  théorie  des  équations  différentielles .  —  Intégrales abéliennef 
et  sur/aces  de  Riemann.  2*  édition  revue  et  corrigée,  avec  figures;  igoS. 
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Tome  III  :  Des  singularités  des  intégrales  des  équations  différentielles . 
Étude  du  cas  où  la  variable  reste  réelle  et  des  courbes  définies  par  des 
équations  différentielles.  Equations  linéaires;  analogies  entre  le.<i  équa- 
tions algébriques  et  les  équations  linéaires.  2*  édition.  Avec  figures. 
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